Lineaarsed mudelid
7. praktikum

Usaldusellips(oid)
Niide 1

Vaatame lihtsat regressioonanaliiiisi mudelit

# Genereerime andmed
set.seed (1)
x=runif (100,0,6)
y=2+1.9*x+rnorm(100)
and=data.frame (x, V)

# Hindame mudeli

m=1lm(y~x, data=and)
summary (m)

Huvitagu meid néiteks kiisimus, kas nii vabaliige kui ka sirge tous voiksid mdlemad olla
vordsed 2-ga. Voime sellele kiisimusele muidugi proovida leida vastust tavaviisil:

> confint (m)
2.5 % 97.5 %

°

(Intercept) 1.412247 2.229102
X 1.835153 2.068962

Kust ndeme, et 2 jaib kenasti mdlema parameetri korral 95%-usaldupiiridesse.

Proovime aga antud hiipoteesipaari koos testida F-testi abil:
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Ehk R-i programmina:

Lambda=rbind(c(1,0), c(0,1))
stat=t (Lambda%*%coef (m)-c(2,2))%*%

(solve (Lambda%$*%vcov (m) $*%t (Lambda) ) /2) $*%

(Lambda$*%coef (m) -c(2,2))
stat
l-pf(stat, dfl=2, df2=98)

Mis annab meile tulemuseks pisikese p-véértuse (jarelikult pole voimalik, et nii vabaliige kui
ka sirge tous oleksid 2-d).



Mitut hiipoteesi saab korraga testida (kuidagimoodi) ka estimable-kdsu abil. Viimane késk
kiill eeldab, et teame tegelikku vaatluste hajuvust (ignoreerib seda, et me tegelikult hindame
jadkide dispersiooni):

Lambda=rbind(c (1,0), c(0,1))

library (gmodels)
estimable (m, Lambda, betalO=c(2,2), joint.test=TRUE)

Kas oskad aimata, mida antud késk tegelikult teeb?
Vihjeks: Vaata, millise jaotusega on testi arvates teststatistik nullhiipoteesi kehtides!

Seega antud juhul on ndha, et ise arvutades on vahel véimalik saada tdpsemaid tulemusi
vorreldes R-i standardfunktsioonidega — ise arvutatud testi tulemus on tdpsem ja korrektsem.

Tegelikult on R-i lisamoodulite seas peidus funktsioone, mis oskavad kambatesti ka korrektselt
teha — néiteks funktsioonide 1inearHypothesis (lisamoodul car) ja glh. test (lisamoodul
gmodels) peaksid joudma sama tulemuseni kui meie késitsi rehkendades:

library(car)
linearHypothesis (m, Lambda, rhs=c(2,2))

library (gmodels)
glh.test (m, Lambda, d=c(2,2))

Sama jarelduseni oleksime voinud jouda muidugi ka parameetritele joonistatud jargmise
vorratuse poolt defineeritud usaldusellipsoidi:
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Kuidas ellipseid arvuti abil joonistada? Uhte vdimalust kirjeldatakse niiteks siin:
http://www-1.ms.ut.ee/mart/linmud202 1/EllipsiJoonistamisest.pdf

Ulatoodud arvutuseeskiri R-i programmina niieks vilja siis selline:

omavek= eigen (vcov (m) ) Svectors
omavaart= eigen (vcov(m)) $values

r= seq(0, 2*pi, length=1000)

k= sqrt(gf(0.95,2,98))

a= omavek%$*%diag (sqgrt (omavaart)) $*%t (omavek)

abi= sqgrt (2) *a%*% (k*rbind(sin(r), cos(r)))+coef (m)
plot(abi[l,], abi[2,], type="1", xlab="Vabaliige",ylab="tdus")
polygon(abif[l,], abif[2,], col="gray90", border="black", 1lwd=3)

points (2,2, pch=20, col=2, cex=2)

Néeme, et punkt 2,2 ei asu 95%-usaldusellipsis, seega voime 95%-kindlusega viita, et vabaliige
ja sirge tous ei saa samaaegselt olla 2-d.



Usaldusellipsit mudeli parameetritele saab leida ka lisamooduli ellipse abil, niiteks lisa oma
joonisele ellipse-kdsu abil leitud usaldusellips (punasega, et néha oleks):

library(ellipse)
lines(ellipse (m, npoint=1000), col="red2", 1lwd=2)

Naide 2
Vaatame veel iihte (veidi realistlikumat) olukorda, kus mitme hiipoteesi koos testimine voib
kasulikuks osutuda.

Soovime néiteks kirjeldada y-tunnuse ja x-tunnuse vahelist seost. Teeme moned eksperimendid
erinevate x-tunnuse vaartuste korral (mdddame, millise y-tunnuse védrtuse tulemuseks saame —
aga modotmised on paraku ikka modtmisveaga). Koostame seose kirjeldamiseks lineaarse
mudeli ja joonistame tulemuse endale silmailuks vélja:

print (load (url ("http://www-1.ms.ut.ee/mart/linmud2025/kambatest.RData")))

naide[1:3,]
m=1lm (y~poly(x,3, raw=TRUE),data=naide)
plot (naide$x, naide$y, pch=20, col="gray60")

xx=seq (0, 200, length=200)
abi=predict (m, data.frame (x=xx), interval="confidence")
lines (xx, abi[,1], lwd=3)
lines (xx, abil[,2], 1lty=2)
lines(xx, abil[,3], lty=2)

Oletame, et keerukate teoreetiliste arvutuste tulemusel on dnnestunud meil vélja rehkendada
milline peaks y-tunnuse tipne védrtus teatud x-tunnuse vairtuste korral. Néiteks teooria jargi
x=30 korral peaks tipne (mdStmisveata) y-tunnuse véértus olema 6,1; x=90 korral peaks y=23,3
ja x=150 korral peaks y=31.

Kas antud teooria peab paika?
Voiksime muidugi vaadata oma mudeli prognoose nende kolme x-tunnuse véértuse korral:

# Teooria: E(y|x=30)=6,1

predict (m, data.frame (x=30), interval="confidence")
# Teooria: E(y|x=90)=23,3

predict (m, data.frame (x=90), interval="confidence")
# Teooria: E(y|x=150)=31

predict (m, data.frame(x=150), interval="confidence")

Néeme, et teoreetiliselt ennustatud vdirtused jddvad alati leitud usaldusintervallidesse — kdik
voiks olla seega kontrollitava teooriaga nagu korras. ..

Voime teha ka kolm testi, kontrollida hiipoteese
HO: E(y|x=30)=6,1 vs HI: E(y[x=30)#6,1;
HO: E(yx=90)=23,3; vs HI: E(y[x=30)#23,3;
HO: E(yx=150)=31; vs HI: E(y[x=30)#31;



Selliseid hiipoteese voime kontrollida néiteks nii:
library (gmodels)

# Variant 1:

estimable (m, c¢(1,30, 3072, 3073), betal0=6.1)
estimable (m, c (1,90, 9072, 9073), betal0=23.3)
estimable(m, c(1,150, 15072, 15073), betal0=31)

vordle esimese késu tulemust ka F-testi abil saadud tulemusega:
glh.test(m, c (1,30, 3072, 3073), d=6.1)

Néeme, et kdigil juhtudel saadud p-viirtused on suuremad kui 0,05 (kuigi paaril juhul {isna
lahedal 0,05-le). Samas peaksime paljude testide korral kasutama mdnda mitmese testimise
meetodit — néditeks Bonferroni meetodit — ja vordlema saadud p-véértuseid hoopis kriitilise
vadrtusega 0,05/3, millest kdik leitud p-vdirtused jdédvad iisna kaugele.

Mis saab aga siis, kui nduame, et kdik mainitud hiipoteesid peaksid kehtima samaaegselt (vaid
siis on ju kontrollitav teooria dige!)? Teeme siis meid huvitava kiisimuse kontrollimiseks iihe
kambatesti:

Ho: E(vx=30)=6,1 ja E(y}x=90)=23,3 ja E(y[x=150)=31
Vs
Hi: vihemalt mdni neist tingimustest ei kehti

Kambatesti voime teha kas nii:

glh.test (m, rbind( c(1,30, 3072, 30"3),
c(1,90, 9072, 90"3),
c(1,150, 150"2, 15073)),
d=c(6.1, 23.3, 31) )

vOi kindluse mottes ise:

# Kambatest ise arvutatult:

Lambda=rbind( c¢(1,30, 3072, 30"3),
c (1,90, 9072, 90"3),
c(1,150, 15072, 15073))
betal=c (6.1, 23.3, 31)
stat=t (Lambda%$*%$coef (m) -betal)
(solve (Lambda%*%vcov (m) $*%t (Lambda) ) /3) $*%
(Lambda%*%coef (m) -betal)

o %0
)

stat
l-pf(stat, dfl=3, df2=166)

Néeme, et iheskoos kambakat tehes dnnestub nullhiipotees kummutada — kontrollitav teooria
ei ole vastavuses vaatlusandmetega.

Sarnast analiilisi vOib vaja minna ka siis, kui soovime niiteks vorrelda puude kasvukiiruseid
Eestis puude kasvukiirustega Louna-Rootsis. Leiame iihe teadusartikli, kus on mainitud teatud
vanusega puude suuruseid Rootsis (leitud hiigelsuurte valimite pealt — neil on ju selliste
uuringute jaoks raha jalaga segada). Mdodame ka Eestis monede puude vanused ja suurused.



Kas Eesti andmete pealt leitud puude kasvukdver on vastavuses Louna-Rootsis tehtud
modtmistega voi mitte?

Ulesanne 1

Muudame néites 1 kasutatud andmete genereerimise mehhanismi veidi. Mille poolest
erinevad mudeli parameetritele joonistatud usaldusellipsid variant 1 ja variant 2 korral? Oskad
sa arvata, miks antud erinevus tekib?

Variant 1

x=runif (100, 0, 6)
x=x-mean (x)
y=2+1.9*x+rnorm(100)
and=data.frame (x, V)
m=1lm(y~x, data=and)

Variant 2

x=runif (100,0,06)+10
y=2+1.9*x+rnorm(100)
and=data.frame (x, V)
m=1lm(y~x, data=and)

Kas oskad vilja mdelda mone tingimuse, millal voiksid usaldusellipsi teljed iihtida
koordinaattelgedega — koos pdhjendusega?

Ulesanne 2

Genereerime teise andmestiku — dispersioonianaliiiisi mudel. Joonista usaldusellips mudeli 2.
ja 3. parameetri jaoks (grupp 2 mdju ja grupp 3 mdju). Selgita, kuidas usaldusellipsi pealt
vaadata, kas molemad mojud voivad olla ka 0-id. Anna ka oma jareldus kasutades joonist: kas
need mojud vodivad olla samaaegselt nullid?

set.seed (1)
grupp=rep(l:4, c(10, 100, 1000, 1000))
y=2.6* (grupp==1) +2.7* (grupp==2) +2.3* (grupp==3) +
100* (grupp==4) +rnorm (length (grupp) )
m2=1m(y~factor (grupp) )
summary (m2)
confint (m2)



