Lineaarsed mudelid
6. praktikum

Mudelite vordlemine. F-test.

Arstitudengid alustavad sageli ravivotete harjutamist esmalt mulaazide peal (enne
katseloomade ja périspatsientide juurde asumist). Alustame meiegi siis harjutamist {ihe laest
voetud andmestikuga — hoiame périsandmed pérasteks, kui juba veidigi motteosavust on
tekkinud. Oletame, et oleme modtnud inimeste pikkuseid kolmes maakonnas, kokku kuues
vallas.

maakond=rep (c ("Harjumaa", "Tartumaa", "Jdgevamaa™),c(5,4,4))

vald=rep (c("Viimsi", "Kose", "Kambja", "Néo", "P6ltsamaa", "Mustvee"),
c(3,2,2,2,2,2))

pikkus=c(210,190,185,180,176,176,180,156,166,167,156,155,171)

andmestik=data.frame (maakond, wvald, pikkus)
andmestik

Hindame kaks mudelit (iiks mudelitest on teise erijuht; iiks on lihtsam ja teine mudel on
L,suurem-‘):

ml=1m (pikkus~1)
m2=1m (pikkus~factor (maakond))

Vaatame nende mudelite jadkide ruutude summasid:

sum(residuals (ml) **2) YI(I-Px1)Y
sum (residuals (m2) **2) Y'(I-Px2)Y

Kas need kaks mudelit annavad sarnaseid prognoose? Kui prognoosides poleks
mérkimisvéérset erinevust, vdiksime ju kasutama jddda lihtsamat mudelit. Vaatame kahe
mudeli prognooside summaarset ruuterinevust Y'(Px, - Px1)Y:

sum ( (predict (m2) -predict (ml)) **2)

Mairkus: Prognooside ruuterinevuste summa on sama, mis kahe erineva mudeli jadkide ruutude
summade erinevus (lihtsam miinus keerulisem)

Y(Pxa- Pxi)Y = YI(—1 + P+ [— Pn)Y
=Y((I-Px)-(1-Pr))Y
= YT (1-Pu) Y= Y (I- Pp)Y

Seega eelnenuga sama tulemuse oleksime saanud késuga:

sum(residuals (ml) **2) —sum (residuals (m2) **2)



Arvutame jirgnevalt kaks erinevat hinnangut jidkide dispersioonile. Uks neist (s1) on dige vaid
siis, kui lihtsam mudel peab paika, teine on dige ka siis, kui vaid keerukam mudel on dige (s2):

sl=(sum(residuals (ml) **2)-sum(residuals (m2) **2))/ (3-1)
s2=sum(residuals (m2)**2)/(13-3)

sl; s2

Nende kahe dispersioonihinnangu suhe ongi F-statistik, mille jérgi otsustame mudelite
kiekdigu tle:

F=s1/s2
F

Kas meie F on liiga suur?

Nullhiipoteesi kehtides on F-statistiku jaotuseks (tsentraalne) F-jaotus. Vaatame, kui sageli (kui
paljudes valimites) vOiksime ndha meie F-statistiku véartusest vidiksemaid F-statistiku
védrtuseid:

pf(F, dfl=3-1, df2=13-3)

Olulisustoendosuseks on tdendosus ndha sedavord ekstreemset (sedavord suurt) voi veel
ekstreemsemat (veel suuremat) teststatistiku vaértust:

1 - pf(F, dfl=3-1, df2=13-3)
Kontrolli oma tulemusi:

> anova (ml,m2)
Analysis of Variance Table

Lihtsama mudeli jéédkide
ruutude summa YT(I-Px)Y

Model 1: pikkus ~ 1
Model 2: pikkus ~ fa

or (maakond)

Res.Df RSS Sum of Sqg F  Pr (>F)
1 12 2881.
2 10 1242.5 2 1638.7 6.594 0.01492 *

ad P '\

Keerukama mudelj'jééikide

ruutude summa Y (I-Px)Y Erinevate dispersiooni-
d hinnangute suhe ehk F-statistik

/| Prognoosierinevuste ruutude
‘ summa (=jaédkide ruutude
' summade erinevus)

Kui mitu hinnatavat
parameetrit on keerukamas
mudelis enam (p2 - p1)?




Ulesanne 1
Proovime, kas midagi jii kiilge ka. Lisame jdrgmise mudeli, kus méngus ka vald:
m3=1m (pikkus~factor (maakond)+factor (vald))

Soovime vorrelda, kas vdiksime piirduda vaid maakonda sisaldava mudeliga vdi peaksime
eelistama mudelit, kus sees on ka vald.

Leia:
L YT(Px3 - Px2)Y: e
2. F-statistiku véaartus:

Vordle isearvutatud tulemusi kdsu anova (m2, m3) tulemustega!

Kisud anova ja dropl.

Praktikas on sageli mugav teha kiiresti ja automatiseeritult 14bi palju erinevaid mudelite
omavahelisi vordluseid. Késk dropl proovib mudelist kordamddda koiki mdjusid eemaldada:

m3=1m (pikkus~factor (maakond)+factor (vald))
m4=1m (pikkus~factor (vald))
m5=1m(pikkus~factor (maakond))

m6=1m (pikkus~1)

> dropl (m3, test="F")

. . Kas mudel ilma
Single term deletions

maakonnata sobiks?
anova (m3, m4)

Model:
pikkus ~ factor (maakond) + factor (vald)
Df Sum of Sg RSS AIC F wval Pr (>F)
<none> 604.5 61.913
factor (maakond) 0 0.00 604.5 61.913
factor (vald) 3 638.05 1242.5 65.280 2.4628 0.1471

Kas mudel ilma vallata

Ulesanne 2 sobiks?

Oskad sa seletada, miks kdsu anova (m3, m4) viljund anova(m3, m5)
On monevorra ebaharilik (pole nditeks p-véértust raporteritud)?

Vihje: mille poolest erinevad mudelid m3 ja m4?



Késk anova proovib jargemodda lisada mudelisse mdjusid (selles jérjekorras nagu nad on
mudeli kirjelduses esitatud) kuni saavutatakse soovitud mudel.

NB! Teistmoodi! Mudelite m6 ja m5 vordlust ei teha
siin mitte kdsuga anova (m5, m6) ehk ei arvutata
teststatistikut /' valemiga
sum( (residuals (m5) ~residuals (m6) ) **2) /2 /
(sum (residuals (m5) **2) /10 )
Vaid kasutatakse jdrgmist arvutusvalemit:
sum( (residuals (m5) ~residuals (m6) ) **2) /2 /
> anova (m3) sum(residuals (m3) **2) /7
Analysis of Variance Table Kas oskad arvata, miks?

Response: pikkus
Df Sum Sg Mean Sg F valuey Pr (>F)
factor (maakond) 2 1638.68 819.34 9.4878 0.01016 *

factor (vald) 3 638.05 212.68 2.4628 0.14709 ¢_
Residuals 7 604.50 86.36 anova(ms, m3)
Ulesanne 3

Vaata, mis juhtub, kui muuta mudelis seletavate tunnuste jarjekorda, st kui kasutada mudeli
m3=1m( pikkus ~ factor (maakond) + factor (vald) )

asemel mudelit
m3a=1lm( pikkus ~ factor(vald) + factor (maakond) )

Kas kdskude dropl (m3a, test="F") v0i anova (m3a) viljundis midagi muutub?
Miks?



Ulesanne 4

Ka summary-kisk raporteerib iihe F-testi tulemust. Millist kahte erinevat mudelit vorreldakse?
Vaata 16igus ,,Kéisud anova ja dropl® defineeritud mudeleid — kas leiad, milliseid neist on
omavahel F-testi abil vorreldud saamaks summary-kdsu poolt antava raporti 1opurida?

> summary (m3)

Call:
Im(formula = pikkus ~ factor (maakond) + factor(vald))

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 195.000 5.365 36.345 3.1e-09 ***
factor (maakond) Jdgevamaa -33.500 8.483 -3.949 0.00554 **
factor (maakond) Tartumaa -17.000 8.483 -2.004 0.08512
factor (vald)Kose -17.000 8.483 -2.004 0.08512
factor (vald)Mustvee 1.500 9.293 0.161 0.87633
factor (vald)Néo -17.000 9.293 -1.829 0.11005
factor (vald)Pdltsamaa NA NA NA NA
factor (vald)Viimsi NA NA NA NA
Signif. codes: 0 ‘***/ (0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 .7 0.1 " 1

anova(........ s eeeneee

Residual standard error: 9.293 on 7 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7902, Adjusted R-squared: 0.6
F-statistic: 5.273 on 5 and 7 DF, p-value: 0.02515

Ulesanne 5

Vaatame jargmist ndidet. Inimesi mdddetakse kaks korda — iiks tohter mdddab inimese
pikkuseid sentimeetrites, teine meetrites. Soovime leida mudelit, mis vdimaldaks prognoosida
inimese kaalu kasutades inimese pikkust.

Tekitame andmed (soovime ju kontrollida oma analiiiisioskust ning avastada voimalikke
probleeme enne parisandmete kogumist):

# Genereerime andmed

set.seed (1)

n=100

pikkus=rnorm(n, mean=17, sd=1.5)
pikkusM=0.1* (pikkus+rnorm(n, sd=0.05))
pikkusCM=10* (pikkus+rnorm(n, sd=0.05))
kaal=10*pikkus-10+rnorm(n, 5); rm(pikkus)

# Hindame mudeli
m=1m (kaal~pikkusM+pikkusCM)

# Vdrdleme mudeleid
summary (m)

dropl (m, test="F")
anova (m)



Proovi vastata jairgmistele kiisimustele (maini kas vastuse leidsid summary, anova vdi dropl-
késu vdljundist ja millisest kohast seal véljundis!):

1. Kas kaalu prognoosimisel on pikkusest abi (kas iileiildse on meil mudelis moni kaalu
prognoosimisel kasutamist vadriv tunnus)?

2. Teame inimese pikkust sentimeetrites. Kui me teaksime lisaks, kui pikk on inimene
moddetuna meetrites, kas saaksime siis parema prognoosi tema kaalule?

3. Kas lisaks meetrites moddetud inimese pikkusele oleks hea teada tema pikkust
mdoddetuna sentimeetrites?

4. Kas nédeksime sarnast tulemust, kui mdddaksime inimese pikkuse koigest iihel korral ja
arvutaksime sellest mdStmisest tema pikkuse meetrites ja sentimeetrites?

Vastused:
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Kuna kaalu prognoosimisel osutusid kasulikuks nii inimese pikkus sentimeetrites kui ka tema
pikkus meetrites, siis otsustame lisada mudelisse ka inimese pikkuse kilomeetrites — dkki saame
veel paremini kaalu prognoosiva mudeli?

Paraku pole meil takkajérgi kuskilt votta inimeste modtmistulemusi kilomeetrites méddetuna.
Arvutame need siis olemasolevate modtmistulemuste jargi:

pikkusK=(0.001*pikkusM+0.00001*pikkusCM) /2
Proovime hinnata niiiid iihe toeliselt uhke ja hea mudeli inimese kaalu prognoosimiseks:

m uhkeim=1m (kaal~pikkusM+pikkusCM+pikkusK)
anova (m_uhkeim)
dropl (m uhkeim, test="F")

Késu dropl viljund néeb veidi imelik vélja. Milles on asi?
Kui me aga prooviks alljdrgnevat mudelit, siis kuidas niiiid tdlgendada drop1-késu tulemust?

m uhke=1m(kaal~pikkusM+pikkusK)
dropl (m_uhke, test="F")

Milliseid tunnuseid mainitutest — pikkusM, pikkusCM, pikkusK — kasutaksid 16ppkokkuvéttes
inimese kaalu prognoosimiseks? Milline vdiks vélja nédha optimaalne kaalu prognoosiv mudel?



Mis oleks meie esialgsest tulemusest saanud, kui oleksime pikkust mdotnud tdpsemalt?

# Genereerime andmed

set.seed (1)

n=100

pikkus=rnorm(n, mean=17, sd=1.5)
pikkusM=0.1* (pikkus+rnorm(n,sd=0.01))
pikkusCM=10* (pikkus+rnorm(n, sd=0.01))
kaal=10*pikkus-10+rnorm(n,5); rm(pikkus)

# Hindame mudeli
m=1m (kaal~pikkusM+pikkusCM)

# Vdrdleme mudeleid
dropl (m, test="F")

Miks niitid pikkused (ei moddetuna sentimeetrites ega mdddetuna meetrites) enam statistiliselt
oluliseks ei osutu?

Naiide
Mudeli otsimine tundmatu seose modelleerimiseks (NB! Hilisemates praktikumides/loengutes
tutvume paremate strateegiatega selle iilesande lahendamiseks!!!)

# Algandmed

set.seed (1)

x=runif (100)*100;

y=15*1og (x)+10*sin (x/18) +rnorm (10, sd=5)
plot(x,y)

# Algne mudel
m=lm(y~xX+I (Xx**2)+I (x**3)+I (x**4)+I (x**5)+I (x**6) +I (x**7)+I (x**8)+I (x**9))
anova (m)

# Prognoosid

m2=1m (y~x+I (x**2) +T (x**3) +I (x**4))
xx=seq (0, 100, length=1000)
yy=predict (m2, data.frame (x=xx))
lines (xx,yy, col="red3", lwd=3)

# Soovi korral lisa joonisele tegelik seos:
tegelik=15*1og(xx)+10*sin (xx/18)
lines (xx, tegelik, col="pink", lwd=2)

Arva, mis pohjusel on siin néites Oppejoud kasutanud anova-kdsku drop1-kdsu asemel?
Muuseas — sarnaseid p-véértuseid on vdimalik summary-késu abil saada siis, kui kasutad
mudeli loomisel poly-késku ilma raw=TRUE parameetrita:

m2=1m (y~poly(x, 9))
summary (m2)



Mirka, et raw=TRUE variandi kasutamise korral saad mérksa teistsugused stat. olulisused:

m2a=1lm(y~poly(x, 9, raw=TRUE))
summary (m2a)

Ulesanne 6

Reaalsete andmete analiiiisimisel armastavad inimesed sageli mudelit valida jargmisel viisil:
otsitakse vélja moni statistiliselt oluline tunnus ja pistetakse see mudelisse. Seejirel vaadatakse,
kas leitakse veel moni statistiliselt oluline tunnus, mida voiks veel mudelisse lisada. Sellisel
viisil jitkatakse, kuni enam iihtki statistiliselt olulist tunnust pole saadaval. F-testi teoreetilist
tuletuskédiku vaadates peaksime mirkama aga iihte viga suurt probleemi — teoreetik peaks
taolise praktikute poolt armastatud 1dhenemisviisi tdielikult maha laitma. Oskad ehk seletada,
milles peitub probleem?

Mairkus: On muidugi voimalik, et selline ebakorrektne F-testi kasutamine voib eksitada ning
otsija juhatada véga vale mudeli juurde. Praktikas aga esineb suuri probleeme antud ldhenemist
kasutades suhteliselt harva — see on natuke nagu turvavoota autos soitmine (enamasti jouad ka
turvavoota soites elusana sihtpunkti).

Niide loengumaterjalis
Proovime jargnevalt 1dbi teha ka loengumaterjalides lk 47-48 esitatud néite.
Andmed (mdddetud signaali tugevus iile taustafooni, ajahetked 1..7):
y=c(2,-10, 5, -4, 8, 89, 60)
Teame, et ajahetkedel 7 ja 8 edastati informatsiooni ja ajahetkedel 1,2,3 kindlasti ei edastatud.
Kiisimus on selles, kas ajavahetkedel 4 voi 5 ka edastati midagi voi mitte?

Lihtne mudel: signaali edastati vaid ajahetkedel 6,7:
X0 = cbind( t6=c(0, ©0, 0, 0, 0, 1, 0),
t7=c(0, 0, 0, 0, 0, 0, 1))
summary (1lm(y~X0-1))

# Keerukam mudel — signaali edastati ka ajahetkedel 4,5:

X1l = cbind( t4=c(0, O, 0, 1, 0, 0, 0),
t5=c(0, O, 0, O, 1, 0, 0),
t6=c(0, ©O0, 0, O, 0, 1, 0),
t7=c(0, O, 0, 0, O, 0, 1))

summary (lm(y~X1-1))

# Defineerime maatriksid Pxo ja Pxi:
PX0 = X0%*$solve (t(X0)$*$X0)%*%t (X0)
PX1 = X1%*%solve (t (X1)%*%X1) $*%t (X1)

# Vaata jargmiseid vektoreid:
PX0%*%y
(PX1-PX0) $*%y
(diag (7) -PX1) $*3%y

Kas madistad, miks F-statistiku arvutamiseks vajalike hajuvuse hindamisel jagatakse vektorite
(Px1 - Pxo)y ja (I- Px1)y ruutpikkuseid vastavate vektorruumi dimensioonidega?



