Peatukk 5

Prognoosimisest

Lineaarsete mudelite iiheks peamiseks kasutusalaks on prognoosimine —
teades soltumatute tunnuste (X-tunnuste) védidrtuseid, {iritatakse voimali-
kult tépselt vilja pakkuda, ennustada, Y-tunnuse vadrtust. Prognoosimiseks
on meil kasutada ajaloolised vaatlused, mille pohjal hinnata mudeli para-
meetreid (y = X8 + €). Prognoosida soovime uut Y-tunnuse vaartust Yy,,s.
Selleks, et suudaksime midagi 6elda uue vaatluse kohta, peame midagi tema
kohta teadma — peame oskama teda siduda vanade, ajalooliste viirtustega.
Eeldame siin, et uus vaatlus genereeritakse, tekitatakse, sama meetodi ehk
mudeli jérgi kui vanad ajaloolised vaatlused:

T
Yuus = X’U,’U,S/B + Cuus-

Paneme tdhele: oleme eeldanud, et uue vaatluse tekitamisel osalevad pa-
rameetrite vadrtused on needsamad mis ajalooliste vaatluste tekitamiseks
kasutatud parameetrid — sama vektor 8 on mingus nii uute kui ajaloolis-
te vdartuste loomisel. Lisaks eeldame, et uue vaatluse jidk on soltumatu
varasematest jadkidest, e, L€, ja eeldame, et jadkide hajuvus ei muutu:

Deyus = Dej = o2.

5.1 Prognoosiintervall

Tundub olevat maistlik kasutada uue juhusliku suuruse Yy,s prognoosimiseks
suurust

Yuus = XT B

uuUs

xD (XTX)"XTy.

uus

ol
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Sellise prognoosi kasutamisel aset leidev prognoosiviga on

9 T
Yuus - Yuus = Xyus uusﬁ + Euus-

Juhul, kui y ja Yyus on normaaljaotusega, y ~ N(X3;021); Yyus ~ N(xL, .B;0

siis on normaaljaotusega ka prognoosiviga (kahe soltumatu normaaljaotusega
juhusliku suuruse summa on ka normaaljaotusega):
Yius — Yuus ~ N (0 D(qus ) + D(5uus)>
~ N (0;x], (XTX) " xyus0” + 0°)
~ (O; o (1 + XZuS(XTX)fst))

Seega standardiseeritud prognoosiviga on standardse normaaljaotusega ju-
huslik suurus:

Yuus - ?uus
\/02(1 + qus (XTX)ixuus)

~ N(0;1).

Saadud tulemusest oleks kasu prognoosi tipsuse kirjeldamisel siis, kui teaksi-
me jadkide hajuvust (02). Paraku me ei tea jiikide hajuvust tipselt (kuigi
hinnata me teda juba oskame). Jargmisena iiritame sellest tundmatust suuru-
sest kuidagi lahti saada. Appi saame votta varem toestatud tulemuse, vaata
valemit 3.1 lehekiiljelt 33:

YT(I - Px)y L2
o2 Xdf=n—rank(X)"

Kui X ~ N(0;1) jaY ~ ng, siis

X
N

Jarelikult ka (kasutades téhistust p := rank(X)):

Yuus - Yuus yT(I - PX)y
T T / 2 tdf=n—p
\/U 1+ xuus X X)_xuus) o (n - p)
Yuus - 1A/uus
~  lif=n—p

\/0'2 1 +XT XTX)ixuus)

uus

kus 62 = MSE = y' (I - Px)y/(n — p).

2):
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Jiikide tegelik dispersioon o mis meid varem segas on 1puks kadunud.

Saadud tulemust voib kasutada mitmeti. Néiteks voime testida, ega andmeid
genereeriv mehhanism pole vahepeal muutunud (kas uus vaatlus on périt sa-
mast populatsioonist kust parinevad varasemad vaatlused). Sellise hiipoteesi
kontrollimiseks voime kasutada teststatistikut

t = Yuus - Yuus
\/62(1 A %L (XTX) "X yus) '

Nullhiipoteesi kehtides (andmeid genereeriv mehhanism on jidnud samaks)
on t ~ tgr—p_p. Seda tiiiipi testi saab kasutada néiteks kontrollimaks, ega
toostusseadmete seadistus pole t66 kiigus paigast dra ldainud.

Saadud tulemust saab kasutada aga ka prognoosiintervalli leidmiseks.
(1—a)-prognoosiintervall on vahemik, kuhu jargmise juhusliku suuruse védr-
tus jaab toendosusega (1 — «):

Yuus - Yuus
Plt, gy < <t /O df ey = l—«
<o¢/2,df—n p = \/&2(1+X£US(XTX)_qus) > N—a/2;df=n—p

r <yuus + ta/Z;df:n—p \/&2(1 + Xgus (XTX)_XUUS) < YUUS <

< Yuus + tl—a/Q;df:n—p\/&Q(l + Xgus(XTX)_XUUS)> = l-a
Ehk, arvestades et t, = —t1_q, oleme saanud (1 — «)-prognoosiintervalli

leidmiseks valemi:

Yuus * ta/2df=n—p \/&2(1 + %L, s (XTX) " Xyus)-

Antud prognoosiintervalli leidmiseks oleme kasutanud normaaljaotuse
eeldust. Oleme normaaljaotuse eeldust kasutanud ka varem — t¢-testi, F-
testi voi usaldusintervallide konstrueerimisel. Koik eeldused pole aga paraku
siindinud vordsetena. Kui meie andmed pole normaaljaotusega, siis normaal-
jaotuse eeldusest ldhtuv usaldusintervall voi F-testi tulemus on tavaliselt
siiski téiesti aktsepteeritav (voimalik viga on enamasti, vihemalt suuremate
andmestike korral, tiithine). Ulaltoodud valemi abil leitud prognoosiintervall
voib aga osutuda naeruvaérseks isegi suure valimi korral. Uuritava tunnuse
jaotus ei pruugi isegi kuigivord erineda normaaljaotusest, aga juba on leitud
prognoosiintervall kiisitav ja kahtlane.

Mida teha kui andmed pole normaaljaotusega? Lahendusi antud prob-
leemile on vilja pakutud mitmeid. Uheks lihtsasti kasutatavaks lahenduseks
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voiks olla néiteks D.J.Olive (Olive, 2006) poolt pakutud prognoosiintervalli-
de kasutamine:

[}Afuus + an@a/% Yuus + andl—a/?]a

15 n
an = (1 - n) o ) \/1 + xL, (XTX) ™ Xyus

ja a2, d1—as2 on hinnangud regressioonmudeli jaékide (a/2) ja (1 — a/2)-
kvantiilile.

kus

5.2 Parim Prognoos

Prognoosisime uut juhuslikku suurust Y,,s valemiga ﬁms =x7L B Kas see

uus
on ikka tark ja mdistlik prognoos? Milline oleks olemasoleva informatsiooni

(Xuus, ¥, X) valguses tark ja moistlik prognoos?

Definitsioon 5.1 Juhusliku suuruse Yyus parimaks prognoosiks (Best Pre-
dictor) kutsutakse sellist juhuslikku suurust Yius = Yuus(Xuus, ¥, X), mille
puhul keskmine prognoosi ruutviga on minimaalne:

E(Yuus - Yuus)2 S E(Yuus - ?uus)z

mistahes teise juhusliku suuruse Yyus prognoosi ffuus korral.
Keskvddrtus antud definitsioonis on voetud nii ile kotkmoeldavate Yy
vddrtuste kui ka ile kotkmoeldavate valimite y.

Teoreem 5.1 Juhusliku suuruse Yy,s parimaks prognoosiks on tinglik kesk-
vadartus Yp := E(Yyusly)-

Toestus:
Vaatame keskmist ruutviga mingi suvalise prognoosi Yyus = Yaus (¥, Xuus)
korral:

E(Yuus - Yuus>2 = E(Yuus - YO + YO - Yuus)z
= E(Yuus - Y0>2 + E(Yb - ?uus)2 + 2E[(Yuus - }/0>(Yb - i/uus)]

Vaatame viimast liidetavat ja peame meeles, et EX = E[E(XY)]:
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E[(Yaus = ¥0) (Yo~ Vo)) = Ey |Bygpy ((Vius = Y0) (Y0 — Vi) |

= Ey [(YO — ?uus) : EYuuS|y (Yuus - YO)}
Ey[(YO - i}uus) : 0]
=0

Sest antud valimi korral ehk fikseeritud y védartuse korral on Yy — ?ws
konstant ja Ey,usly Yuus = Yo.
Oleme saanud, et

E(Yuus - }N/uus)Q = E(Yuus - %)2 + E(}/E) - }N/uus)Q

kust voime vélja lugeda, et prognoosi ruutvea minimiseerimiseks peame va-
lima Y,y = YE)(: E(Yuus’y))

Seega on parimaks prognoosiks tinglik keskvaértus. Meid huvitavas kon-
tekstis

E(Yuusly) = EYuus = XZusﬁ

sest Yyus ja y on tehtud eelduse kohaselt soltumatud (eyysL€).

Paraku niitab saadud tulemus, et parim prognoos on tavaliselt kéittesaa-
matu luksus — parameetrite 3 tegelikud véértused pole meile ju teada (me
saame neid vaid hinnata, aga tegelik viartus on ju ikkagi veidi midagi muud
kui hinnang).

5.3 Parim Lineaarne Nihketa Prognoos

Eelnevalt nédgime, et parim prognoos on luksus, mida me harva endale luba-
da saame (populatsiooni parameetrite 3 tipne mootmine on enamasti viga
kallis — koiksed uuringud on tavaliselt palju kordi kallimad kui valikuuu-
ringud). Antud peatiikis iiritame otsida parimat prognoosi veidi kitsamast
voimalike prognooside klassist. Me ei otsi enam parimat prognoosi kdikmoel-
davate prognooside seast, vaid otsime parimat prognoosi nihketa lineaarsete
prognooside sest.

Definitsioon 5.2 Juhusliku suuruse Yy, s parimaks lineaarseks nihketa prog-
noosiks (Best Linear Unbiased Predictor) kutsutakse sellist prognoosi Yy,s =

Yuus(Xuus, ¥, X), mis rahuldab jargmiseid noudeid:

1. Lineaarsus

Yuus = Ay +¢;



56 PEATUKK 5. PROGNOOSIMISEST

2. Nihketus

N

EYuus = EYuus (vﬁ)a

3. Parim X B
E(Yuus - Yuus)2 S E(Yuus - Yuus)2

mistahes teise lineaarse nihketa prognoosi Y,s korral.

Kui prognoos on lineaarne ja nihketa, siis

E(Ay +¢) = X8 (V8)
AXB+e = xu8 (V0).

Viimasest vordusest ndeme, et ¢ = 0 (iilaltoodud tingimus peab kehtima ka
B = 0 korral) ja saame, et
AX =xI . (5.1)

Teoreem 5.2 Parim lineaarne nihketa hinnang juhuslikule suurusele Yy
on kujul

B
(XTX)"XTy
= Ay,

YU’LLS

S

X
X

kus A :=xL (XTX)~XT,

Toestus.
Olgu antud kaks lineaarset nihketa hinnangut, Y,,s = Ay ja Y,,s = By.

E(Yuus - BY)Z = E(Yuus - Ay + Ay - BY)2

= E(Yuus - AY)Q + E(Ay - BY)Q +
+2E[(Yuus - AY)(Ay - BY)]
Kui suudaksime niidata, et valiku A := x7 (X7X)~XT puhul oleks vii-
mane liidetav 0, oleksimegi teoreemi toestanud (sest siis on mistahes teise
lineaarse nihketa prognoosi keskmine ruutviga kirja pandav kui prognoosi
Ay keskmine ruutviga pluss midagi mittenegatiivset, seega iga teise moel-
dava prognoosi keskmine ruutviga saab tulla vaid suurem kui prognoosi Ay
keskmine ruutviga.
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Néitame, et E[(Yyus — Ay)(Ay — By)] = 0:

E[(Yuus — Ay)(Ay = By)] = E[(Yuus — Ay)y" (AT —B")] (5.2)
= E[YuusyT(AT - BT)] - E[Any(AT - BT)}

Vaatame esmalt esimest liidetavatest:

E[YuusyT(AT - BT)] = EYuus {EY|Yuus [YuusyT(AT - BT)] }

= By {VausBy . )7 (A7 - B7)}
= EYuus {YuusﬂTXT<AT — BT)}

= EYuus {YUUSBT : O}

=0

sest AX = BX = x/ _ (vaata valemit 5.1) ja jirelikult (A — B)X = 0.

uus
P6ordume tagasi valemi (5.2) juurde ja asume uurima teise liidetava viar-

tust.
E [Any(AT — BT)] = AE (ny) (AT — BT)
= A(o? - I+Ey(Ey)") (AT -B7)
= o’AAT —-BT) + AXpBpTXT (AT - BT)
= 0+0

sest XT(AT — BT) = 0 ja valiku A = x7 (XT"X)~XT korral ka

uus
AAT -BT) =xI (XTX)"XT(AT -B") =x!, (X"X)"-0=0.

- “uus

Oleme seega saanud, et
E(Yuus - BY)2 = E(Yuus - AY)Q + E(Ay - By)2

ja jarelikult ei saa {ikski teine lineaarne nihketa prognoos omada viiksemat
keskmist prognoosiviga kui prognoos Ay = x., 3.
O



