Peatiikk 8

Mudeli headuse kirjeldamine ja
mudeli valik

8.1 Determinatsioonikordaja R? ja kohandatud de-
terminatsioonikordaja Radj2

Uritame kirjeldada, kui palju tipsemaid prognoose me saame tinu oma mu-
delile, tdnu soltuvate tunnuste kasutamisele. Me voime kasutada selleks mu-
deli jadkide summat. Vaatame, milline oleks jadkide ruutude summa siis,
kui me iihtegi tunnust ei kasuta y-tunnuse prognoosimisel ehk kui me leiame
oma prognoosid vaid mudelist Y; = p+¢; ehk y = 1+ e. Sellisel juhul olgu
jadkide ruutude summa

n

1 _
SSE =y I-P1)y =y " (I— —Juxn)y = > (Vi - Y)%
n i=1

Kasutades Y-tunnuse prognoosimisel teiste tunnuste abi on prognoosivead
enamasti veidi viiksemad  ténu lisainformatsioonile  ja prognoosijaéki-
de ruutude summa SSE = y? (I — Px)y tuleb viiksem. Tépsemalt deldes
SSE, — SSE vorra viiksem. Prognoosijaikide ruutude summa suhtelist vé-
henemist kutsutaksegi determinatsioonikordajaks:

R SSEy — SSE - SSE
T SSE; N SSE;’

Sageli viljendatakse determinatsioonikordajat ka protsentides,

_ SSE, - SSE

2= -1 .
R SSE, 00%
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Alternatiivina voime tunda huvi ka jadkide hajuvuse vastu. Mida pare-
mini meie mudel prognoosib, seda viiksem on mudeli jaikide hajuvus (seda
konstantsemad nad on — seda lihemal nullile). Vaatame, palju viheneb
jaakide hajuvus tdnu séltumatute tunnuste (mudeli) kasutamisele. Nihketa
hinnang ja&kide hajuvusele on keskmine ruutviga,

MSE = SSE/(n — rank(X)).

Kui me soltuvaid tunnuseid ei kasutaks, oleks jadkide — prognoosivigade —
hajuvuse hinnanguks

MSEl = SSEl/(n - 1)

Jadkide hajuvuse suhtelist vihenemist kutsutakse kohandatud determinat-
sioonikordajaks:

R MSE; — MSE MSE
adj == MSE; - MSE;,

Modlemat suurust, nii determinatsioonikordajat R? kui ka kohandatud

2_ 2 2

. . . . . a [oa .

determinatsioonikordajat dej saab vaadata kui suuruse 102 =1- —22 hin-
1 1

nangut, kus 0% on jadkide hajuvus ainult vabaliiget sisaldava mudeli korral
(eeldades, et ka z-tunnused on juhuslikud suurused). Lihtsalt determinatsioo-
nikordaja kasutab nihkega suurima toepédra hinnanguid jadkide hajuvusele:
62 = SSE/n ja 63 = SSE;/n, kohandatud determinatsioonikordaja aga
nihketa hinnanguid 62 = SSE/(n — rank(X)) ja 67 = SSE;/(n — rank(1)).

Maérkus: tunnuste lisamisel mudelisse saab determinatsioonikordaja véar-
tus vaid kasvada.

Veendume selles. Olgu X lihtsama mudeli mudeli maatriks ja X rik-
kama mudeli — mudeli, kuhu on lisatud {iks v6i enam tunnust — mudeli
maatriks. Siis rikkama mudeli jidkide summa SSFE; on alati suurem kui
vaesema mudeli jadkide summa SSFEy:

SSEy — SSE; y (I-Px,)y -y (I-Px,)y
yT(le - PXo)y
= y'(Px, — Px,)(Px, — Px,)y
{
0

(Px, — Px,)y} (Px, — Px,)y

>

sest prognooside erinevuste ruutude summa on mittenegatiivne (analoogne
arutelu sellele, mis toimus peatiikis 4, F-testi tutvustavas osas). Aga kui
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SSEy > SSFE, soltumata sellest, kas juurdelisatud tunnused on vajalikud
vOi mitte, siis saabki determinatsioonikordaja tunnuste lisamisel vaid kasva-
da.

Seevastu kohandatud determinatsioonikordaja viartus peaks asjasse mit-
tepuutuva tunnuse lisamisel mudelisse jidma ligikaudu samaks (kuid voib
koikuda veidi siia-ja-sinnapoole hinnangu juhuslikkusest tingitult). Determi-
natsioonikordaja ja kohandatud determinatsioonikordaja kiitumist kirjeldab
joonis 8.1.

Joonis 8.1: Determinatsioonikordaja ja kohandatud determinatsioonikordaja
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Tunnuseid mudelis

Ulesanded. Niita, et kohandatud determinatsioonikordaja ei saa olla suu-
rem kui determinatsioonikordaja.

8.2 Mallows’i ), kriteerium
Oletame, et teame mudelit, mida voib korrektseks pidada:
y=X3+e.

Paraku voib iilaltoodud mudel sisaldada parameetreid, mida pole tegelikult
vaja (osad B elemendid voivad olla ka nullid). Selmet et hakata tegelikult
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nullilise vidrtusega parameetreid otsima votab Mallows’i C), kriteerium ette
julgema lihenemise. Antud kriteeriumist lihtuvalt peaksime eelistama mude-
lit mis viib voimalikult tédpse prognoosini — iikskoik kas siis prognoosimiseks
kasutatav mudel ise on dige voi pole ta seda mitte.

Téapsemalt: kui kaalumise all on erinevad mudelid kujul

y =XiB8; + €,

siis Mallows’i arvates peaksime eelisatama mudelit, mille korral keskmine
ruutviga on minimaalne:

~N\T o
E(X8-X:B) (X8-XB,).
Leidmaks iilaltoodud avaldise vidrtust paneme esmalt tdhele, et
E(XB-X8;) = E(XB-Pxy)

= XB- PX1XIB
= (I - PXz)Xﬂ

ja
D(XB-X8;) = D(Pxy)
= Pxigz.
Meenutame, et lemma 3.1 jargi E (yTAy) = tr(AV) +pul Ay, kus By =
u ja Dy = V. Seega
2\7 > 2 T T
E(XB-X8;) (XB-XiB,) = w(Px,0?)+B'X"(I-Px,)XB
= o’pi+B"X"(1-Px,)XB,

kus p; := rank(Px;) on i. mudeli hinnatavate parameetrite arv.

Raske on soovitud keskmist ruutviga iilaltoodud arvutamisvalemi abil lei-
da, sest tundmatute parameetrite 3 ja o2 tegelikud viiirtused pole enamasti
ju teada. Kiill aga voime meenutada:

Ey'(I-Px,)y = o’tr(I-Px,)+ 87X (I -Px,)Xg
= o*(n—p) +BTXT(I-Px,)Xp
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ja seega annaks statistik kujul

y'I-Px)y

e () P (= p))+y (I-Px)y = MSE(2p; —n)+y" (I-Px,)y

nihketa hinnangu keskmisele ruutveale.

Voiksime seega siis otsustada mudeli kasuks, mille puhul prognooside
keskmine ruutvea nihketa hinnang oleks minimaalne. Mallows soovitas ka-
sutada iilatoodud hinnangu skaleeritud varianti:

MSE(p; — (n—p;)) + y' (I - Px,)y
MSE
- y"(I-Px,)y
y'(I-Px)y/(n—p)

ehk tuleks otsustada sellise mudeli kasuks, mille C), vddrtus on véikseim.
Kui kaalumisel olev i. mudel on ka oige, siis

Cp =

= 2pi—

y'(I-Px,)y =~ o*(n—p)
ja
y (I-Px)y/(n—p)~ o>

Seega voiks sellisel juhul oodata, et C, véértus oleks ligikaudu vordne p;-ga:

2
n—p;)o
Cp%2pi—n+7( 22) = Pi-
g
Tépsemalt:
P —Dpi
EC,=p; +2———
p =Di+ n_p_zv

mis muidugi on peaaegu vordne p; -ga (kui n on suur ja p — p; on suhteliselt
viike). Mallows’i C), alusel valitud mudel voib seega olla nii 6ige kui vale,
vahel voib viikseima keskmise ruutveani viia toepoolest ka (veidike) vale
mudel.

8.2.1 AIC ja Mallows’i C,

Sobivaima mudeli valikuks kasutatakse sageli ka Akaike informatsioonikri-
teeriumi ehk AIC vidrtust. Olgu hinnatavate parameetrite vektor 7. mudelis
©,, parameetrite suurima toepira hinnang ©; ja log-tdepirafunktsioon 1(0;).
Olgu hinnatavate parameetrite arv k;. Sellisel juhul on 7. mudeli AIC viartus
AIC; leitav

AIC; = =2-1(6;) + 2 - k;.
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Akaike soovitas valida sobivaimaks mudeliks mudeli, mille korral AIC; vaar-
tus on voimalikult viike.
Lineaarse mudeli korral tuleb AIC vé#rtuseks (vaata ka valemit 2.13):

y - XiB:) " (y — Xi3;)
262

AIC; = nlog(2m6;%) + 5! + 2k,
kus k; on hinnatavate parameetrite arv (k; = rank(X;) + 1 = p; + 1, sest
lisaks B;-le hinnatakse ka o2 vi#rtust).

Juhul kui teame o2 viirtust, siis tuleks AIC-viirtuseks i. mudeli jaoks:

AT (v — X.3.
(y — X,,@Z) 2(y Xlﬁz) + 2pi’
g

AIC; = nlog(2ma?) +

Vordle viimasena saadud AIC-vddrtuse arvutusvalemit Mallows’i C), ar-
vutusvalemiga (juhul kui o2 viidrtus on teada):

yT(I - PXz‘)y

Cp=2p; —n+ s

Erinevus iilaltoodud valemite vahel seisneb vaid konstandis (-n vs nlog(2m0?)),
mis jddb samaks koigi vorreldavate mudelite korral. Suuresti kdituvad Mal-
lows’i Cp ja AIC sarnaselt, seega valides viiksema AIC-vdédrtusega mudeli
valime tihtlasi ka keskmise ruutvea mottes parima mudeli (vihemat lineaar-
sete mudelite korral on see nii).



