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7.6 Normaaljaotuse eeldusest

Mitmete tulemuste saamiseks (F-test, t-test, prognoosi- ja usaldusinterval-
lid) oleme eeldanud, et vaatlusvektor y on normaaljaotusega juhuslik suurus.
Selle eelduse kontrollimisel peame siiski meeles hoidma, et tegemist on mit-
memdotmelise normaaljatusega (igal vaatlusel on oma keskviartus). Kuna
koik vaatlusvektori elemendid pole sama normaaljaotusega, siis ei saa me
vaatlusvektori y elemente kasutades lihtsalt histogrammi joonistada ja selle
pohjal otsustada normaaljaotuse eelduse kehtivuse iille — sest normaaljao-
tuste segu ei ole normaaljaotusega! Histogramm (voi teisedki normaaljaotuse
eelduse kontrollimiseks moeldud tehnikad) eeldavad, et vaatlused oleksid sa-
ma normaaljaotusega. Kuidas teisendada erinevaid normaaljatuseid samaks
normaaljaotuseks? Selleks lahutame esmalt igast vaatlusest maha tema kesk-
vadrtuse (lelame mudeli jadgid). Jadkide keskvddrtus (kui mudeli kuju on
oige) on 0. Seejarel peame jadgid jagama tema oodatava standardhilbega
sest (hinnatud) jadkide hajuvused on erinevad. Seega peame normaaljaotuse
eelduse kontrollimiseks kasutama standardiseeritud jadike — standardiseeri-
tud jaagid peaksid olema koik sama jaotusega (normaaljaotusega keskvéidar-
tusega 0, dispersiooniga 1). Seda muidugi vaid siis, kui mudeli kuju ja jadkide
konstantse dispersiooni eeldused kehtivad. Vaata ka joonist 7.1.

Joonis 7.1: Normaaljatuse eeldus. Kaks juhtumit.
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Histogramm pole muidugi mitte koige mugavam graafik jaotuse eelduse
kontrollimiseks. Uheks levinuimaks graafikuks on tdensiosuspaber ehk kvantiil-
kvantiil graafik (Q-Q plot). Kvantiil-kvantiil graafikutelt on mérksa kergem
méirgata korvalekaldeid eeldatavast jaotusest, eriti kui korvalekalded leiavad
pigem aset jaotuste sabaosas (tiilipiline hdda praktikas). Sellel graafikul ku-
jutatakse y-teljel standardiseeritud jadkide variatsioonrea elemente (mida
voib vaadata kui mitteparameetrilisi hinnanguid kvantiilidele, vaata ka joo-
nist 7.2), y-teljele aga kantakse variatsioonirea elementide oodatavad vaar-
tused (ehk keskvidrtused), mis on arvutatud eeldades, et standardiseeritud
jédgid on standardse normaaljatusega.

Joonis 7.2: Variatsioonrea element kui kvantiili hinnang. Ndide n = 9 jaoks.
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Kuna variatsioonrea elementide keskviartust on tipselt leida iisna tiilikas
(seda on tehtud monede valimi suuruste jaoks), siis iiritatakse arvutust liht-
sustada kasutades ligikaudseid arvutusvalemeid. Nimelt kui vaatame valimit
suurusega n, siis on suuruselt i. standardiseeritud jééigi s(;) keskviirtus (ju-
hul kui jadkide jaotuseks on normaaljaotus) ligikaudu leitav kui (kasutusel
on erinevaid lihendeid):

E(s@) = zi/(nt1)
~ 2(i—3/8)/(n+1-2-3/8)

N Z(i-1/2)/(n4+1-21/2)>

Kus z, tdhistab standardse normaaljaotuse a-kvantiili.

Variatsioonrea viie esimese elemendi keskvdédrtused ja nende ldhendid
standardse normaaljatuse kvantiilide abil juhu n =9 jaoks:



7.6. NORMAALJAOTUSE EELDUSEST 91

Esi) | Zijne1)  2(-3/8)/(nt1-23/8)
-1.485 | -1.282 -1.494

-0.932 | -0.842  -0.932

-0.572 | -0.524  -0.572

-0.275 1 -0.253  -0.274

0 0 0

Tt = W N | =

Mérkus: need keskvéddrtused on leitud eeldades vaatluste soltumatust.
Standardiseeritud jadgid pole soltumatud, kuid enamasti on soltuvused pii-
savalt viikesed, et neid ignoreerida.

Kui standardiseeritud jadkide jaotuseks on tegelikult ka normaaljaotus,
siis (jarjestatud) standardiseeritud jasigid ja nende oodatavad viartused (lei-
tud eeldades normaaljaotust) peaksid tulema sarnased. Seega kvantiil-kvantiil
graafik voiks normaaljaotuse eelduse kehtides olla ligilahedaselt sirge (vaata
joonist 7.3). Kui kvantiil-kvantiil graafik pole kiill tdiesti sirge, aga piisib
referentsjoonel naiteks vahemikus —1,96...1,96 (joonis 7.3, D) siis kiituvad
jadkide kvantiilid vahemikus 0,025-kvantiilist kuni 0,975-kvantiilini nii nagu
nad normaaljaotuse puhul peaksid kidituma ja néiteks normaaljaotuse eeldust
kasutades leitud 0,95-prognoosiintervalli voib siiski usaldada.

Joonis 7.3: Kvantiil-kvantiil graafikud. Neli andmestikku.
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Kui oluline on normaaljaotuse eeldus F-testi ja t-testi jaoks? Uhe kasu-
liku vihje voib leida jérgmisest artiklist:
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Arnold, S. F. (1980). Asymptotic validity of F tests for the ordinary
linear model and the multiple correlation model. Journal of the American
Statistical Association, T5(372), 890-894.

Selles artiklis nédidatakse, et kui maksimaalne md&jukus koondub nulliks
(ja kui rank(X')/n — 0 ning mudeli jadkide dispersioon on l6pmatusest viik-
sem) siis F-test ja t-test jddvad asiimptootiliselt korrektseteks testideks (ja
ka usaldusintervallid keskvéiértusele on asiimptootiliselt korrektsed) ka siis,
kui vaatlused pole normaaljaotusega. Samas néiteks usaldusintervallid ja&dki-
de dispersioonile ei ole isegi asiimptootiliselt korrektsed kui jadkide jaotuseks
pole normaaljaotus.

Viiksemate valimite (ja néiteks prognoosiintervallidega) jadb normaal-
jaotuse eeldus ikkagi oluliseks. Mida siis teha, kui uuritava tunnuse jaotuseks
pole normaaljaotus? Uheks voimaluseks on uuritavat tunnust transformeeri-
da, kasutada néiteks lineaarses mudelis soltuva tunnusena log(y)-t y-i asemel,
vaata ka joonist 7.4.

Joonis 7.4: Enamkasutatavad transformatsioonid
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Aga vahel voib ka kogenud praktikul esineda raskuseid sobiva transfor-
matsiooni leidmisel (rddkimata siis oma lennuka karjaéri alguses olevast tu-
dengist). Sestap voib vahel abi otsida (pool)automaatsetest meetoditest, néi-
teks kasutada Box-Cox’i transformatsiooni.
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7.6.1 Box-Cox’i transformatsioon

Box-Cox’i transformatsioon otsib sobivaimat astmefunktsiooni (kuid kaalu-
takse ka logaritmi), mis transformeeriks y-tunnuse nii, et transformeeritud
tunnust kasutava mudeli jadkide jaotus oleks voimalikult 1dhedane normaal-
jaotusele. Tapsemalt, otsitakse transformatsiooni kujul:

Y*:{ (YA —1)/A A#0

In(Y) A=0

Box-Cox'i transformatsiooni saab kasutada siis, kui y-tunnuse vaértused
on positiivsed.

Miks on otsitav transformatsiooni just sellisel kujul? Antud transformat-
sioon soltub iihestainsast parameetrist A\. Teades A vidrtust teame ka otsi-
tavat transformatsiooni. Aga soovitakse, et transformatsioon oleks otsitava
parameetri A suhtes pidev funktsioon ja iihe parameetri vadrtuse (A = 0)
korral saaksime tulemuseks ka sageli kasutatava log-transformatsiooni. Va-
litud kuju puhul on transformatsiooni piirvidrtus juhul kui A — 0 vordne
logaritmiga (kasutame L’Hospitali reeglit ja reeglit %L; = a”1In(a)):

. . O(Yr—1)/0A
A _ S S
Jim (V7 = 1)/ = T =537
X
oy YY)
A—0 1
= In(Y).

Aga kuidas leida parameetri A vidrtust? Suurima toepara meetodil mui-
dugi. Eeldame, et peale edukat transformatsiooni on transformeeritud tunnus

normaaljaotusega:
y* ~ N(X3;0°T).

ehk transformeeritud valimivektori tihedus avaldub kujul:

fye = 2m0l| "% exp (=0,5(y" — XB)" (¢*D) ' (y* — X)) .

Lahme siit iile esialgse juhusliku suuruse tiheduse peale:

fy = [2mo1| "% exp (—=0,5(y* — XB)" (¢°T) ' (y* — XB)) - [J(y, N

= 2n0T| " exp (-0,5(y* — XB) (1) H(y* — X)) - H vt
=1
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Saadud tihedust voime vaadelda ka kui toeparafunktsiooni (vaatleme se-
da y funktsiooni asemel tundmatute parameetrite funktsioonina) ja me voi-
me leida, milline A védrtus maksimiseerib selle tdepédra (niiteks kasutades
numbrilisi meetodeid).

R-is saab parimat transformatsiooni otsida kidsu boxcox abil:

library(MASS)
boxcox(y~x, lambda=seq(-1,2,0.01))

Mirksona lambda= abil saab méérata, milliseid lambda-viirtuseid toe-
pédra maksimiseerimisel proovitakse. Juhul kui parimat transformatsiooni
niitava lambda-parameetri vidrtus tuleb sarnane monele tuntud transfor-
matsioonile (niiteks A = 0,092 voi A = 0,492) siis soovitatakse pigem kasuta-
da ldhedast tuntud transformatsiooni (vastavalt siis logaritmi voi ruutjuurt).



