Peatikk 7

Mudeli eelduste kontrollimisest

Réadkides mudelite vordlemisest voi ka teiste teemade juures oleme teinud
eelduseid noudnud, et vaatlused oleksid normaaljaotusega ja konstantse
hajuvusega, meie mudel peab olema kindla kujuga jne. Moningaid tehtud
eeldustest saab aga kontrollida. Enamasti nouab mudeli eelduste kontroll
mudeli jadkide pohjalikumat uurimist. Sestap iiritada esmalt aru saada, mil-
liste omadustega on mudeli jadgid.

7.1 Jaakidest

Praktikas ei saa me vaadelda mitte tegelikke jééke e, vaid mudeli (hinnatud)
jadke, e ;= y — X3 ehk e = (I — Px)y. Jirgnevalt toome dra moned téhe-
lepanekud vektori e = (eq;...;e,) kohta.

Esiteks, kui 1 = (1,1,...,1)T ¢ €(X), siis 17Px = 17 ja jérelikult
1Te = 17(I - Px)y = 07 -y = 0 ehk jiikide summa (ja keskmine) on
alati null (iikskoik, kas kehtib vordus Ey = X3 vo0i mitte...). Seega ei saa
hinnatud jadkide keskmise €; abil kontrollida, kas jiddkide keskviartus ikka
on 0, Ee = 0.

Teiseks, isegi kui De = oI, on De = D(I — Px)y = (I — Px)Dy(I —
Px) = 0%(I — Px), ehk vaadeldud jiigid pole soltumatud ja ei pruugi olla
ka sama dispersiooniga (soltuvalt maatriksi I — Px kujust) isegi siis, kui
mudeli tegelikud jaégid on soltumatud ja konstantse dispersiooniga. See, et
jaagid ei pruugi olla sama dispersiooniga (isegi kui tegelikud jidgid e seda
on), tekitab mitmetes kontrollprotseduurides ménevorra segadust. Sestap ka-
sutatakse sageli nn. standardiseeritud jadke: hinnatakse vaatluste jadkide e;
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dispersioon (maatriksi 62(I — Px) = MSE(I — Px) diagonaali elemendid),
eeldades jadkide e konstantsent dispersiooni. Seejirel leitakse suurused

ri=¢e;/ ﬁ(ei):ei/ MSE(1— hy),

kus hj;-ga on tahistatud maatriksi Px (tuntud ka miitsimaatriksi H — hat-
matriz — nime all) diagonaali . element. Standardiseeritud jaiake tuleks
kasutada jiadkide konstantse hajuvuse ja normaaljaotuse eelduste kontrolli-
misel. Mérkus: vanemas kirjanduses on vahel (harva) kasutatud standardisee-
ritud jadkide moistet tdhistamaks suurust e/v/ M SE. Nimetatud suurustega
pole suurt midagi peale hakata.

R’is saab hinnatud mudeli mudel standardiseeritud jéike tellida kisuga
rstandard(mudel), SAS’is GLM-protseduuris saab standardiseeritud jééke

Y

salvestada kasutades OUTPUT-késu votmesona STUDENT.
Iseloomustamaks voimaliku muutuse suurust, vaatame jargmist mudelit:

Yi = co + c1x1; + caro; + c3liimp—a + C4I(linn = B) + &;.

Mudeli hindamiseks kasutatud andmed on toodud tabelis 7.1.

Tabel 7.1: Tavalised ja standardiseeritud jéagid.

y x1  xo linn e ei/VMSE 7
283 50 01 A | 0,053 0,061 0,752
346 1,0 4,0 A -0,053 -0,061 -0,752
10,0 20 02 B |-0,082 20,094 -0,119

97 15 03 B | 0,723 0,825 0,890
57 12 01 B |-1,334 1,522 -1,765
70 1,1 01 B | 0285 0,326 0,399
9,2 18 0,3 B -0,735 -0,839 -0.,995
89 1,3 05 B -0,421 -0,481 -0,520
73 1,0 02 B | 0413 0,471 0,576
103 14 04 B | 1,151 1,313 1417

Kahtleme, kas linnas A ja linnas B on ikka uuritava tunnuse hajuvus
samasugune. Vordleme jadkide (e) ja standardiseeritud jadkide (r) hajuvust
— standardhélvet — linnas A ja linnas B:
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\/ﬁ(e|linn =A) \/ﬁ(e|lmn = B) suhe
0.075 0.811 0.093

\/ﬁ(rﬂinn =A) \/ﬁ(rﬂmn = B) suhe
1.06 1.05 1.02

Mérkame, et jddkide pohjal tehtud otsus hajuvuse konstantsuse (ho-
moscedasity) kohta ja standardiseeritud jidkide pohjal tehtud otsus voivad
olla mérkimisvaarselt erinevad.

Markus:

Kui soovime mudeli jidke kasutada sisestusvigade vms leidmiseks, siis voib
juhtuda, et tdnu monele vigaselt sisestatud vaatlusele hinnatakse jadkide ha-
juvus (MSE) ekslikult liiga suureks. Kui aga MSE on ekslikult liiga suur, siis
tulevad ka standardiseeritud jadgid pisikesed. Sestap tekib inimestel vahel
soov vaadata selliseid jédke, kus jadkide dispersiooni hindamisel pole kasu-
tatud seda vaatlust, mille jadki parajasti leitakse. Sellisel juhul kasutatakse
nn Studentiseeritud jadke Studentized residuals’i:

rt = ei/\/MSE(_i)(l — hai),

kus MSE_; on MSE (jaiékide dispersiooni hinnang), mille saaksime, kui
kasutaksime jédkide dispersiooni hindamiseks andmestikku, kust . vaat-
lus on eemaldatud. Statistikapaketis R saab selliseid jédke leida funktsiooni
rstudent abil, SAS’i GLM-protseduuris saab neid jadke salvestada kasutades
OUTPUT-kdisu votmesona RSTUDENT. Rusikareegel — kui standardisee-
ritud voi Studentiseeritud jadk pole vahemikus [—2...2], siis on tegemist
veidrikuga ja vajalikuks voib osutuda tdiendav uurimine (dkki on andmete
sisestamisel tehtud viga?).

7.2 Mojukus

Mitte koik vaatlused pole siindinud vordsena. Monel vaatlusel voib olla suu-
rem roll tulemuste kujundamisel kui monel teisel. Enamasti on vaatluste
moju tingitud sellest, et nad on erilised. Uks vaatlus ehk objekt voib ol-
la eriline mitmel moel. Tal vdib olla ebaharilik Y-tunnuse vidrtus voi voib
ebatiiiipiliseks osutuda just tema rida mudeli maatriksis X (tema soltuma-
tute tunnuste vairtused on veidrad). Esmalt vaatame neid vaatluseid, kel-
lel soltumatute tunnuste vadrtused on veidrad. Neid kutsutakse mojukateks
vaatlusteks (leverage).
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Tépsem definitsioon oleks jargmine: i. vaatluse mojukuseks (mojukus on
inglise keeles leverage) kutsume maatriksi Px diagonaali . elementi h;;. Mér-
kus: R’is saab mudeli hindamiseks kasutatud vaatluste mojukust arvutada
kiisuga hatvalues(mudel).

Uks voimalus moelda mojukuse peale oleks jirgmine. Leiame mudeli
maatriksi ridade keskmise (keskmise rea), X. Arutleme, kui kaugel on i.
vaatlusele vastav mudeli maatriksi rida x; keskmisest reast X. Siin ei sobi
kasutada lihtlabast kaugust, nagu néiteks Eukleidilist kaugust (kas moistad,
miks eukleidiline kaugus ei sobi? Motle, mis saaks siis, kui muudaksime iihe
seletava tunnuse mootiithikut — hakkaksime pikkust mootma sentimeetrite
asemel meetrites?). Sobivam kauguse mo6t on Mahalanobise kaugus:

Di2 = (Xi — i)Tsil(Xi — i),

kus S on soltumatute tunnuste (mudeli maatriksi X veergude) kovariat-
sioonimaatriksi hinnang (tosi, kisitleme mudeli maatriksit ju fikseerituna
ja konstandil puudub rangelt vottes dispersioon... aga siiski voime kasutada
sama valemit, mille abil tavaliselt hindame juhuslike suuruste kovariatsioo-
nimaatriksit...).

Annab n#idata, et vaatluse mojukus ja tema Mahalanobise kaugus , kesk-
misest X-ist“ on teineteisest saadavad lihtsa lineaarteisenduse abil ~ mida
suurem on vaatluse ¢ mojukus, seda suurem on temale vastava mudeli maat-
riksi X rea x; kaugus keskmisest reast X (toestusel tuleb jdlgida, et enamasti
pole S pooratav — ja seega peame end Mahalanobise kauguse mottes tépse-
malt viljendama oppima...):

n n-—1

Suure mojukusega (hy; ~ 1) vaatlustele vastavate jadkide dispersioon
0%(1 — hy) on viike, nullilihedane. Kuna jiikide keskviidrtus on null, siis
viikesest dispersioonist jareldub, et vastavad jédgid peavad olema véike-
sed, nullilihedased. Pohjuseks on asjaolu, et suure mojukusega punktid si-
kutavad lineaarse mudeli parameetrite hinnangud endale sobivaks néi-
teks tirib mojukas vaatlus regressioonjoone selliseks, et regressioonjoon ik-
ka mojuka punkti vahetus ldheduses piisiks, vaata ka alljirgnevat joonist.
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Kui suur h;; vidrtus on suur? Leiame esmalt koigi mojukuste summa.
Koigi mojukuste summa on aga idempotentse maatriksi Px koigi omavaar-
tuste summa. Viimane on aga idempotentse maatriksi puhul vordne maat-
riksi astakuga:

Zh” = rank(PX)

= rank(X) =: p.

Kuna vaatluseid on n, saame keskmiseks mojukuseks p/n (= parameetrite
arv jagatud vaatluste arvuga).

Milliseid mé&jukuse viartuseid voime ndha? Kuna Px on idempotentne,
Px = PxPx, ja siimmeetriline, siis

hii = zn: hijhi = i hij = hii + Zn: hi;
j=1 Jj=1

J#i

ja jarelikult (esitatav ruutude summana) peavad mojukused olema mittene-
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gatiivsed, hy;; > 0. Kuna

hio =5 = Y b
i

n
hi(1 = hi) = > hi;
JFi

ja hy > 0, siis jarelikult ka 1 — hy; > 0 ehk hy; < 1. Seega vaatluse mojukus
on vahemikus 0..1 ja keskmine méjukus on p/n. Kui mingi vaatluse méjukus
on tugevalt suurem hallist keskmisest, siis jarelikult on tegemist VIP-iga
ja vaatlus vairib erikohtlemist. Rusikareegeleid on palju, aga mainime siin
dra moned: kui h;; > %p voi kui hy € [0,2..0,5], siis on tegemist mojuka
vaatlusega, kui h;; > 0,5, siis on tegemist juba ddrmiselt mojuka vaatlusega.

Mojukad vaatlused pole iseenesest halvad vaatlused — pigem vastupidi.
Suur mojukus ju néitab, et me vajame seda vaatlust hddasti parameetri-
te hindamisel. Pigem voib mojukust silmas pidada uuringuplaani koostades
— hea uuringuplaani/katseplaani puhul ei jd& uuringu tulemused séltuma
iithest- kahest mootmisest! Muuseas, mojukust saab vélja arvutada juba en-
ne y-tunnuse vadrtuste mootmist, seega voime vaatluste mdéjukust uurida
juba katse planeerimise ajal.

Kui aga on juhtunud nii, et meie poolt analiiiisitavas andmestikus on
sees moni majukas vaatlus, peame tegema koik mis voimalik selleks, et selle
vaatlusega midagi korrast dra poleks sest sellest vaatlusest voib soltuda
viga palju... .

7.3 Cook’i kaugus

Cook’i kaugust on voimalik defineerida péris mitmel moel, kusjuures koigile
neile voimalustele voib anda ka erineva kuid ilusa interpretatsiooni.
Esimene voimalus Cook’i kaugust konstrueerida.

Meie mudeli prognoos vaatlusvektorile on ¥ = Pxy. Kui viskaksime and-
mestikust vélja i. vaatluse, saaksime veidi teistsuguse prognoosi neile sa-
madele n vaatlusele, y[_;. Leiame prognooside erinevuste ruutude summa,
(y—y[,ﬂ)T(y—y[,ﬂ). Edasi arvutame prognoosi muutuse parameetri kohta,
moodetuna standardhélbe ithikutes. Saadud suurust kutsutaksegi (i. vaat-
luse) Cook’i kauguseks:
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Teine voimalus Cook’i kaugust defineerida on vaadata parameetrite hinnan-
gute muutust ¢. vaatluse eemaldamisel andmestikust. Kui koiki vaatluseid
kasutame, saame parameetervektori hinnanguks B Ilma i. vaatluseta saak-
sime hinnanguks B[i]' Soovime niilid kirjeldada, kui erinevad need kaks pa-
rameetervektori hinnangut on. Erinevuste ruutude summa vo6i nende vek-
torite eukleidiline kaugus aga praegu eriti hésti ei sobi — sest erinevad
X-tunnused on moodetud erinevates mootiithikutes ja kaugus jadks seega
soltuma soltumatute tunnuste mootmiseks kasutatud mdootithikutest. Sestap
kasutame Mahalanobise kaugust (tfipsemiﬂt: Mahalanobise kauguse ruutu),
(8- By)"D(B)"1(B — B_y). Kuna D(B) = 0>(X7X)"L, siis D(B)~ hin-
nanguks voiks sobida (X7X) /M SE. Kui me niiiid vaatame kahe parameeter-
vektori hinnangu vahelist kaugust per parameeter, saamegi Cook’i kauguse:

(B—By)"XTX(B - Bi_y)
p-MSE )

C; =

Muuseas, Cook’i kaugus on leitav mudeli jadki ja méjukust kasutades:

o, = ei’ hii '
pMSE (1,hii)2

Seega, kui mojukus on viike, h;; = 0, siis on raske saada suurt Cook’i kaugust
— sellest vaatlusest ei soltu midagi, hinnangud ei muutu iikskoik kas me
jatame ta mudelisse voi mitte...

Samuti, kui mudeli jadk e; = 0, siis olgu vastav vaatlus kuitahes mdjukas
— kui tema arvamus iihtib iilejddnute arvamusega, siis tema eemaldamine
mudelist ei muuda samuti midagi...

Kui suur Cook’i kaugus on suur? Oletame,et tahame kontrollida hiipo-
teesi Hy : B3 = B[_i]. Milline ndeks vélja sellisele hiipoteesile vastava F-
testi teststatistik? Sageli vaadeldakse sellist F-testi olulisuse nivool 0,5 (iihe
vaatluse pérast iilejaddnud vaatluste pohjal arvutatud parameetervektori hin-
nangu vélistamine on nagunii ennekuulmatu, sestap olgem olulisuse nivooga
veidi leebemad kui tavaliselt...). Aga F-jaotuse Fj,,—, 0,5-kvantiil on ligi-
kaudu 1, fos.pm—p =~ 1, seega C; > 1 loetakse viigagi meelerahu héirivaks
olukorraks.

7.4 Durbin-Watson’i test

Lineaarsete mudelite kursuses oleme eeldanud, et vaatlused on soltumatud.
Paraku alati nii see pole. Eriti tihti voivad tekkida probleemid jarjestikus-
te mootmiste korral. Moodame niiteks taimede pikkuseid. Kasutame selleks
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mingit mooteriista, néditeks joonlauda. Mootmiseid alustades, varahommikul,
on veel {isna kiilm. Pdeva edenedes ldheb aga aina soojemaks. Mida sooje-
maks liheb, seda pikemaks aga venib soojuspaisumise tottu ka meie mitte-
kvaliteetne joonlaud ja seda suuremaid vaatlustulemusi saame. Tulemuseks
on soltuvad vaatlused /vaatlusvead  kui iks mo6tmine néitab ebaloogiliselt
pikka taime, siis jirgmisena moodetud taim on kardetavasti ka ,liiga pikk®
— sest ka tema moodeti péeva koige kuumemal ajal. Taolistest mooteapara-
tuuri kalibreerimisvigadest, kiisitlejate osavuse tousust tingitud nihetest jne
ei pruugi me teadlikud olla. Sestap voib osutuda moistlikuks kontrollida, ega
meie andmetes sedalaadi probleemi ei esine.

Jarjestikuste vaatluste korreleeritust kontrollitakse sageli Durbin-Watson'i
testi abil. Antud testi teststatistikuks on suurus

—1 /2 A2
i (Ei1 — &)
)
> i1 €
Kuidas saadud statistikut interpreteerida?

Kui iihel mootmisel tehtud viga ,kandub iile ka jirgmisesse mootmisesse,
siis voime kirja panna nn. autoregressiivse mudeli lineaarse mudeli jadkidele:

d:

€i+1 = PEi + Tit1,

kus p € [0...1] iseloomustab, kui suur osa veast kandub edasi jirgmisse
mootmisse. Suurus 7,41 on aga varasematest mootmistest soltumatu, uus,
vea komponent: 7,41 L 7;. Nditeks moodetava indiviidi isikupéra, konkreetsel
mootmisel tehtav mootmisviga, mis ei soltu mooteriista kalibratsiooniveast
jne. Sellisel juhul

E (g1 — 51)2 = D(eit1 — &)
= D (pei + Tit1 — i)
= D((p— Ve + 7it1)
= (p—1)202+D(7i41).

Kuna aga
D(ei) = D(eiy1)
o? = D(pei+7it1)
o2 = p?c®+D(ri11)

D(Ti+1) = (1 — ,02)0'2.
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siis saame, et
E(eip1—)’ = (p—1)%6% + 02(1 — p?).

Statistiku d arvutusvalemis nimetajas asuvad liidetavad on kujul > 7" | é? =

né? ~ nE(g)° = no?. Lugejaga saame ldbi viia samasuguse lihenduse,

S (i — )~ (n—1) - E (g1 — &)” ja jérelikult, ligikaudu,

(n—1)((p—1)%0* + (1 - p?))
no?

(p=1)2*+(1-p

~ 2-—2p.

Jarelikult, kui Durbin-Watsoni statistik on ligikaudu 2, voiks mudeli eel-
dustega koik korras olla. Kui aga statistiku vidrtus on méarkimisvéiirselt ka-
hest viiksem, on pohjust muretsemiseks.

Muidugi tuleb meeles pidada, et Durbin-Watsoni testi on motet kasutada
vaid siis, kui andmestik on eelnevalt jirjestatud mingis motekas jirjekorras
— néiteks andmete kogumise/mdotmise jérjekorras vms.

7.5 Mudeli piisavuse test (Lack of fit test)

Vahel kerkib esile kiisimus selle kohta, kas me oleme seost tunnuste vahel
kirjeldanud piisavalt histi. Kas mudel, mille abil kirjeldame y-tunnuse sol-
tuvust pidevast tunnusest x sobib? Kas mudel, kus modelleerime keskmist
palka maakonna, inimese soo ja vanuseklassi abil on piisavalt hea?
Sellistele kiisimustele vastamiseks tehakse sageli nn. mudeli piisavuse
test. Mudeli piisavuse testi puhul vorreldakse kahte mudelit. Uks neist mu-
delitest on koige tiielikum, koige rikkam moeldav mudel. Teine aga meie
mudel, see mudel, mida oleme otsustanud kasutada. Lineaarse regressioon-
mudeli korral voime néiteks vorrelda lineaarse regressioonimudelit sellise mu-
deliga, kus iga x-tunnuse vidrtuse jaoks hinnatakse uus y-tunnuse keskmine.
Selline mudelite vordlemine on muidugi voimalik vaid siis, kui andmestikus
vihemalt moned z-tunnuse véértused esinevad mitu korda. Kolme faktor-
tunnust sisaldava mudeli puhul voiksime néiteks peamdjudega mudelit vor-
relda mudeliga, kus on sees ka kdik méeldavad koosmojud (sugu*maakond,
sugu*vanuseklass, vanuseklass*maakond, sugu*vanuseklass*maakond). Kui
mudelite vordlemiseks kasutatav F-test niitab, et lihtsam mudel on sama
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hea kui koige keerulisem moeldav mudel, voime enda poolt valitud mude-
liga rahule jadda. Kui aga keerukam mudel osutub tdestatavalt paremaks,
siis peaksime oma mudeliga edasi to6tama. Enamasti pole motekas siis kohe
koige keerukamat moeldavat mudelit kasutama hakata  sageli piisab vaid
oma mudeli viikesest parandamisest (néiteks lisame ruutliikme ka mudelisse
vOi...).



