6.2. TUKEY MEETOD 71

6.2 Tukey meetod

Tukey meetodit tuntakse ka Tukey HSD (Honestly Significant Difference)
meetodina.

Olgu antud t soltumatut sama hajuvusega normaaljaotusega juhuslik-
ku suurust, Y; ~ N(u;0?). Lisaks eeldame, et on olemas neist ¢ vaatlusest
soltumatu hinnang dispersioonile (S2):

af - $* 2
Tukey’t huvitas, kui kaugele teineteisest voivad {iksikvaatlused sattuda (moo-
detuna standardhélbe iihikutes). Ta kirjeldas &ra juhusliku suuruse
max Y; — minY;

Q=

jaotuse. Kahest parameetrist (¢ ja df) soltuvat jaotust tuntakse Studenti
haardejaotuse (,The Studentized Range Distribution®) nime all, vaata ka joo-
nist 6.2.

Joonis 6.2: Studenti haardejaotus, t—3; df—18
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Kuidas Studenti haardejaotust kasutada? Soovime néiiteks vorrelda kol-
me populatsiooni keskvédrtuseid. Igast populatsioonist olgu meil tehtud 7
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vaatlust. Eeldame, et uuritava tunnuse hajuvus on koigis populatsioonides
samasugune, o2. Valimikeskmiste jaotus on sellisel juhul normaaljaotus (vii-
hemalt ligikaudselt),

?i. g N(/Li; 02/7).

Samuti on meie kisutuses valimikeskmistest soltumatu hinnang vaatluste
dispersioonile, MSE (vabadusastmete arvuga n —p =n —rank(X) =7-3 —
3 = 18), ja valimikeskmiste dispersioonile (MSE/7). Juhul, kui keskvéértu-
sed oleksid koigis uuritavates populatsioonides samad, oleks valimikeskmiste
maksimaalne erinevus jagatud /M SFE/T-ga jarelikult Studenti haardejao-
tusega juhuslik suurus.

Olgu kolme valimi keskmised jargmised: Y| = 14,2;Y5 = 6;Y3 = 6,2.
Nihketa hinnang jaakide dispersioonile olgu MSE=28. Studenti haare on see-
ga (14,2 — 6)/\/MSE/7 = 4,1 Kuna standardiseeritud erinevus keskmiste
vahel on viga suur — sedavord suurt voi veel suuremat maksimaalset eri-
nevust kolme valimi keskmiste vahel ndeksime nullhiipoteesi kehtides (kesk-
vaartused pole erinevad) koigest toendosusega 0,025 (vaata joonist 6.2), siis
loeme esimese ja teise populatsiooni keskviirtused toestatavalt erinevaks.
Vorreldes 1. ja 3. populatsiooni saame Studenti haardeks 4  sedavord suur
maksimaalne voimalik erinevus keskmiste vahel esineks nullhiipoteesi kehti-
des koigest toendosusega 0,028 — seega saame ka 1. ja 3. populatsiooni
keskvaartused erinevateks lugeda. Markus: R’is saab Studenti haardejaotuse
kvantiile ja jaotusfunktsiooni vidrtust leida funktsioonide qtukey ja ptukey
abil.

Proovime esitatud arutluskiigu kirja panna veidi iildisemal kujul. Oleta-
me, et igal faktori tasemel (néiteks igas maakonnas) on tehtud k vaatlust,
uuritaval faktoril oli kokku ¢ erinevat taset (¢ erinevat maakonda). Kuna
vaatluseid on igal faktori tasemel tehtud sama arv, siis on ka koigi gruppide
keskmised sama dispersiooniga, 02/k. Jarelikult

max; Y; —min; Y

i ~Qtik-t—1).

VMSE/k

Kuna max; Y, —min; Y; > |Y,; — Y |Vi,j siis

Y: - Y,
< Q1_at kit =1—a.
O{ MSE/k Qr—ast;kt—t
J
kus Q1—q;t:k-t—¢ tahistab parameetritega ¢ ja k-t—t Studenti haardejaotuse 1—

a-kvantiili. Vabadusastmete arv k-t —t on antud néites dispersioonihinnangu
(MSE) vabadusaastmete arv (meil enamasti varem esitatud kui n — p).
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Seega kui loeme 7. ja j. grupi keskvidrtused erinevateks, kui

‘?Z - ?J‘ > MSE/k . Ql—a;t;n—;m

siis voime olla kindlad, et I-liiki viga ei tehta koigi vordluste peale kokku
suurema toendosusega kui a.

Muuseas, F-testi jargi vajadus puudub: me voime teha otse koigi grup-
pide omavahelised vordlused Tukey meetodil. Saame olla kindlad, et koigi
oluliseks loetud tulemuste peale kokku me ei tee I-liiki viga suurema toe-
ndosusega kui a. Kui leiame erinevuse — tore. Kui ei leia erinevust — no
siis pole midagi teha. Tdestatavaid erinevusi siis lihtsalt pole. Aga milleks
meile siis veel F-test? Ehk Tukey meetod pakub ahvatlevat alternatiivi F-
testile tema eeliseks on see, et kummutades nullhiipoteesi on kohe ka
voimalik delda, millised keskvadrtused siis pole vordsed (erinevalt F-testist,
mis piirdub mérksa ebamédrasema tulemusega: leidub teineteisest erinevaid
keskvaartuseid).

Paraku eeldab Tukey meetod oma algsel kujul, et igal faktori tasemel
on tehtud sama arv mootmisi (valim peab olema tasakaalustatud, balanced
sample).

Uheks tasakaalulise andmestiku nouet leevendavaks meetodiks on Tukey-
Kramer’i meetod. Moistmaks seda, kuidas Tukey meetodit saaks kasutada
ka mittetasakaaluliste andmestike korral, kirjutame Tukey meetodi pohiviite
veidi teisele kujule:

P m {|?Z B ?J| S v &Q/k ’ Ql—a;t;n—p} = l-«
1]
P ﬂ{|?’ _?j-| < v 2'&2/k'Qlfa;tm*P/\/§} = l-a
()
P m {|Y1 - ?]| < \/ﬁ(?zi_?]) : Qla;t;np/\/i} = 1l—-«

i7j

Aga suurust D(?Z —Y ;) oskame ju kergesti arvutada ka siis, kui valimite
suurused pole samasuured: D(Y; — Y ;) = 62/n; + 62/n;. Tukey-Kramer’i
meetodi puhul loetaksegi i. ja j. grupi keskvédrtused statistiliselt oluliselt
erinevateks, kui

Y, — ?j. > 5'2(1/712 + 1/”]) ’ Ql—a;t;n—p/\/é'
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Tukey-Kramer’i meetod on suuresti ebateaduslik meetod, aga todtab
praktikas hésti. Selle meetodi abiga saadud testid voi usaldusintervallid voivad
olla liiga konservatiivsed, kui eri gruppides on moodetud kiimneid kordi eri-
nev arv vaatluseid, aga antud meetod ei tee kunagi I-liiki viga suurema toe-
naosusega kui lubatud (vt Hayter, 1984). Kui Tukey-Krameri meetodi abil
onnestub toestada keskvidrtuste erinevus, siis voime olla kindlad, et me pole
teinud I-liiki viga suurema toendosusega kui lubasime.

Kui suur see liigne konservatiivsus siis on? Kui vordleme kolme grupi
keskvaartuseid, n; = 100, n2 = 10,n3 = 10 (ehk gruppide suurused erinevad
10 korda), ja kasutame olulisuse nivood « = 0,05, siis nullhiipoteesi kehtides
(koik keskvadrtused on tegelikult vordsed) on Tukey-Krameri meetodi tegelik
I-liiki vea tegemise toendosus 0,048. Ehkki tulemus on viiksem kui 0,05,
on erinevus siiski viga viike ja enamasti praktiliste iileannete lahendamisel
ignoreeritav.

6.3 Mitmemootmelisel t-jaotusel baseeruvad testid

Tukey meetod on tépne tasakaalulise andmestiku korral. Mittetasakaalulise
andmestiku voi keerukamate hiipoteeside korral tuleb hea lahenduse leid-
miseks otsida uudset ldhenemisviisi. Alustame oma otsinguid iihe lihtsa néi-
tega.
Vaatame kahe tasemega faktrotunnust sisaldavat dispersioonanaliiiisi mu-
delit:
Y;j =p;+tey 1=127=1,...,n,

ehk Y = X + ¢, kus BT = (u1; p2). Keskmiste vahe oleks sellises mude-
lis AT, kus AT = (1;—1). Juhul kui keskviiirtused ei erine iiksteisest, siis
M3 = 0. Sellisel erijuhul véime Tukey viite kirja panna jirgmisel kujul:
toendosusega 1 — « jadb valimikeskmiste erinevus (nullhiipoteesi kehtides -
keskvéartused ei erine) vahemikku

ATB
—C1_n29m_9 < —_— < 9O
Q1-a22n—2 < ASER S Q1-a;2:2n—2

TA T
_Ql—a;2;2n—2 < % < Ql—a;Q;Qn—Z
V D(ATB)/V2

TA_ T
_621—04;2;271—2/\/§ < % < Ql—a;2;2n—2/\/§-
V D(ATB)

Kuna nullhiipoteesi kehtides on vorratuse keskmine osa t-jaotusega, saa-
me siit iihe seose Studenti haardejaotuse ja t-jaotuse kvantiilide kohta: Ql_a;g;df/\/i =
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t1—a/2;qr- Paneme téhele, et 2 valimi korral on ¢-jaotusel baseeruv hiipoteeside
kontrollimine méarksa mugavam vorreldes Tukey haardejaotuse kasutamisega
— pole piiranguid valimimahule, lubatud on keerukamad hiipoteesid (me ei
pea piirduma vaid kahe grupi keskvidrtuste vordlemisega, vaid voime kiisi-
da ka keerukamaid kiisimusi). Takistuseks on vaid asjaolu, et me justnagu
ei saaks kiisida samaaegselt rohkem kui iihte kiisimust — saame korraga
teostada vaid {ihe keskvéartuste vordluse.

Kuidas suudaksime t-testi alla mahutada néiteks kolme keskvéiirtuse sa-
maaegsed vordlused? Appi tuleb votta mitmemodtmeline t-jaotus.

Defineerime esmalt mitmemodtmelise -jaotuse.

Olgu y d-mdotmelise normaaljaotusega juhuslik suurus, y ~ Ng(0; 3).
Olgu antud ka vektorist y soltumatu hii-ruut jaotusega juhuslik suurus Z ~

2
Xdf-
y

Siis x := NI

ja kovariatsioonimaatriksiga ) juhuslik suurus,

on d-mootmelise t-jaotusega (vabadusastmete arvuga df

x ~ tq(df; 3).
Defineerime hiiperkuubi mille kiilje pikkuseks on 2c:
hkuup(c) :== {x = (x1;...;29)7 | —c < z; < ¢}

Jargnevalt valime konstandi ¢ vidrtuse selliselt, et mitmemootmelise t-
jaotusega juhuslik suurus x ~ t4(df; ) satuks hiiperkuupi toendosusega
1—a:

P (x € hkuup(c)) =1 — a.

Niiteks themdotmelise (Studenti) t-jaotuse korral rahuldab iilaltoodud tin-
gimust valik ¢ = t1_ /9,45 Uldjuhul voime kasutada konstandi ¢ leidmiseks
monda arvutiprogrammi  niiteks R-is saab soovitud konstante leida lisa-
moodulis mvtnorm paikneva funktsiooni qmvt abil.

Kuidas kasutada mitmemootmelist ¢-jaotust ja leitud konstanti ¢ mitmese
testimise probleemi lahendamisel?

Olgu antud hinnatavad parameetrite lineaarkombinatsioonid )\F{ﬂ; ces )\5,8.
Soovime leida neile lineaarkombinatsioonidele {ihiseid usaldusvahemikke —
selliseid vahemikke, millesse koigi nende lineaarkombinatsioonide tegelikud
vadrtused jadvad toendosusega 1 — a.

Moodustame lineaarkombinatsioonidest maatriksi A = (Aq]...|Ag). Mér-
kame, et

AT ([3 - B) ~ N(0;0*AT(XTX)~A).
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Jirgnevalt korrutame vektori AT (3 — @) libi diagonaalmaatriksiga M

mille diagonaalil on suurused W

o1
VAT(XTX)=A02 0
M= : ) :
S S
0 T VAT(XTX) A0

Ka vektor MAT(,@ — ) on k-modtmelise normaaljaotusega juhuslik suurus,
MA”(B - B) ~ N (0:MD(ATB)M" ).

ja sobib mitmemodtmelise ¢-jaotuse definitsioonis vektori y rolli (muuseas,
osad mitmemodtmelise ¢-jaotuse definitsioonid nouavad, et juhusliku vektori
y kovariatsioonimaatriksi X diagonaalil oleksid iihed. Antud vektor rahuldab
ka seda nouet, koigi elementide dispersioonid on vordsed iihega).

Juhusliku suuruse Z osasse sobib aga suurepéraselt juhuslik suurus (n —
p)MSE/c? ~ X?if:n—p: kus p = rank(X). Seega on definitsiooni kohaselt

MA”(3 - 8)/\/MSE /o> ~ ty(n — p; MD(AT B)M").
Konstrueeritud k-mootmelise t-jaotusega vektori ¢. element
A (8- 8)
VAT (XTX)-\MSE

ei soltu tundmatust parameetrist o (kiill aga on tundmatu parameetri 3
funktsioon).

Samuti voime veenduda, et kovariatsioonimaatriks MD(A”B)MT ei si-
salda tundmatuid parameetreid — sest o2 esineb nii maatriksis D(AT3) =
02AT(XTX)’)\T kui ka maatriksis M ja taandub vilja.

Saadud tulemust saame kasutada iihiste usaldusvahemike konstrueeri-
miseks. Kuna

o (MATG
VMSE/o?

€ hk:uup(c)) =1-a«

siis jarelikult
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T4 AT
P ﬂ —c< AiB-A B <c =1—-«
i1k VAT (XTX)-\MSE

Pl N {—Afﬁ —c- \/)\iT(XTX)*)\,-MSE <-Al'p<
i=1,...,k

<-AB+e \//\?<XTX)—>\¢MSE}) —1-a

PN {Az‘TB te \/AzT(XTX)_)\iMSE >A\7'g >
i=1,....k

? PARRE)

>3 —c- \/)\f(XTX))\Z-MSE}) =1-a

Saadud tulemust saab kasutada ka hiipoteeside mitmese testimise juures.
Tahame garanteerida, et koigi k hiipoteesi

Ho: M8 =2TBy:...:Hy: AI8 =213,

peale kokku ei tekiks I-liiki viga suurema toendosusega kui «. Kui votame
alternatiivse hiipoteesi vastu vaid siis, kui vastav t-statistik jadb véljapoole
16iku [—c...¢], siis el saa me I-liiki viga teha suurema toendosusega kui «,
sest vordusest 6.4 jareldub

T3 _ \T
ieHo VAT (XTX)~\MSE
'8 —Al8y

P
ietto | /AT (XTX)-\MSE

Z[—c...q <a,

kus Hy tdhistab nende indeksite ¢ hulka, mille korral nullhiipotees Hy :
A3 = AT'3, kehtib.

Maérkused
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Tasakaalulise andmestiku korral langevad mitmemodtmelisel ¢-jaotusel
baseeruvad otsused kokku Tukey-meetodi otsustega (juhul, kui meid huvita-
vad koikvoimalike gruppide keskviartuste omavahelised vordlused).

Tehes palju teste (vorreldes koiki faktortunnuse nivoosid omavahel vms)
soovime enamasti tagada, et koigi tehtud vordluste peale kokku (eksperi-
mendi peale kokku) me I-liiki viga ei tee suurema toendosusega kui meie
poolt valitud «. Nii Bonferroni, Tukey (iildjuhul mitmemodotmelist ¢-jaotust
kasutav variant) kui ka Scheffé meetod kontrollivad eksperimendi kiigus I-
liiki vea tekkimise toendosust, iikskoik, kas nullhiipotees kehtib vaid osaliselt
(osade testitavate vordluste puhul) voi téielikult (inglise keeles: controls the
mazimum familywise error rate attainable under any complete or partial null
hypothesis). Juhul, kui meid huvitab vaid paar etteméédratavat testi (néiteks
koikvoimalike grupikeskmiste omavaheline vordlemine), on vaadeldud meeto-
dite seast koige voimsamaks mitmese testimise meetodiks mitmemaootmelist
t-jaotust kasutav meetod.

Lisaks on moningaid kirjeldatud meetodeid voimalik kombineerida nn
step-down voi step-up meetoditega (mis arvestavad voimalusega, et mitte
koigi testitavate hiipoteeside korral ei pruugi kehtida nullhiipotees). Naiteks
Bonferroni meetodit on voimalik kombineerida step-down protseduuri-ideega
ja saada Bonferron-Holmi meetod, mis on voimsam kui Bonferroni meetod
(Bonferron-Holmi meetodi voimsus ei ole kunagi viiksem kui Bonferroni mee-
todi oma). Bonferron-Holmi meetod on sageli isegi suurema voimsusega kui
Tukey voi mitmemootmelisel ¢-jaotusel pohinev meetod. Samas on voimalik
ka Tukey meetodit step-down voi step-up ideedest 1ahtuvalt modifitseerida ja
jouda meetoditeni, mille voimsus on jille omakorda Bonferron-Holmi mee-
todist parem. Niiteks Ryan-Einot-Gabriel-Welsch’i (REGW) test, mille saa-
me Tukey-meetodi tdiendamisel step-down-meetodi alusel. Samas nimetatud
meetodi implementatsioonid tarkvaras teevad sageli tdiendavaid eelduseid
(naiteks sama arv vaatluseid igast grupist).



