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4.2 F-testi geomeetrilisest interpretatsioonist

Vaatlusvektor y ,elab® vektorruumis R™. Jagame selle vektorruumi kolmeks
(ortogonaalseks) osaks:

R" = C(X1)J‘ ® C(Px, — Px,) ® C(Px,).

Pane tahele: C(le) = C(le - PXO) D C(PXO)-

F-test kontrollib, kas vaatlusvektori vari (matemaatilises keeles projekt-
sioon) ruumis C(Px, — Px,) on sama hiiplev kui ruumis C(X;)* (kus kogu
varieeruvus on meile teadaolevalt pohjustatud vaid juhusest). Kui kahtlusalu-
ses osas vaatlusvektori varieeruvus on samasugune nagu taustavarieeruvus,
siis pole meil otseselt vajadust oma lihtsama mudeli mudelimaatriksi poolt
genereeritavat vektorruumi C(Xy) taiendada.

Naiide.

Tehakse seitse mootmist. Kolme esimese mootmise ajal oleme kindlad, et
signaali pole koéik mida ndeme, on miira: Y; = ¢;,¢ = 1..3. Kaks viimast
mootmist sisaldavad kindlalt signaali, Y; = p; +¢,7 = 6,7. Aga vahepealsed
mootmised nende puhul pole me kindlad. Voib olla, et vaatluste 4 ja 5
korral kehtib lihtsam mudel, Y; = ¢;, aga voib olla algas signaali edastamine
varem, ja oigem oleks keerukam variant Y; = p; + €. Antud juhul on
lihtsam mudel erijuht keerukamast.

2 2 0 0
—10 —10 0 0
5 5 0 0
—4 = 0 + —4 |+ 0
8 0 8 0
89 0 0 89
60 0 0 60
Yy (I —Px,)y (PX1 - Pxo)y Px,y
rank =6 rank =3 rank = 2 rank = 2
vaatlusvektor kindlasti miira ebaselge kindlasti midagi

Hindame jadkide dispersiooni kahel viisil.

Dispersioonihinnangu y? (Px, — Px,)y/rank(Px, — Px,) = ((—4)% +
82)/2 puhul jagame jiikide ruutude summat kahega, sest (sisuliselt) kasu-
tame esialgsetest vaatlustest vaid kahte.
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Kui hindame jiikide dispersiooni valemiga y (I-Px, )y /rank(I-Px,) =
(22 + (—10)? +52) /3 siis jagame ruutude summa lébi 3-ga, sest sisuliselt ka-
sutame dispersiooni hindamiseks vaid kolme vaatlust — teisi ruumisuundi
me ignoreerime.

Kahe mudeli vordlemiseks kasutatava F-statistiku vidrtuseks saame F' =

% ~ 0,93 mis annab F-testi olulisustéenfosuseks 0,48.... Seega jadb null-
hiipotees kummutamata — on voimalik, et vaatluste 4 ja 5 ajal signaali

edastamist ei toimunud.

4.3 F-test hiipoteeside kontrollimiseks mudeli pa-
rameetrite kohta

Hinnatava parameeterfunktsiooni A”8 hinnangu jaotuseks (kui vaatlusvek-
tor y on normaaljaotusega; kehtib ligikaudu ka siis, kui on tegemist suure
valimiga...) on normaaljaotus :

A3~ N (A3 AT(XTX)"Ao?).
Nullhiipoteesi Hy : AT 3 = )\Tﬁo kehtides on seega
A8 - A",
VAT(XTX) A0?

~ N(0;1).

ehk .
(ATB-ATBy) (ATB-ATB,)
AT (XTX)~ Ac? Tt

Kuna A3 oli soltumatu MSE’st (vaata peatiikki 3), saame:

“ T R
(}\T/B _ AT,B0> (ATB _ ATBO) HO
M(XTX)-X- MSE ~ Faf, —1,dfy=n-rank(x)-

F-testi kasutav ldhenemisviis on mugavam, kui soovime kontrollida mi-
tut kiisimust samaaegselt. Néiteks tahame teada, kas samaaegselt kehtivad
viited AiT8 = AT ja Al B = AT B,. Sellisel juhul véime moodusta-
da maatriksi AT pannes iiksteise peale vektorid A1 ja Ao Nullhiipoteesi
kehtides oleks siis

ATB - ATB, %0 N (0; AT(XTX)" Ac?)



4.3. F-TEST HUPOTEESIDE KONTROLLIMISEKS MUDELI PARAMEETRITE KOHTAAT
ja
(AT(XTX)"Ac?) "/ (AT[a - ATﬂO> ~ N (0;1)
ning
T
Tz T Ti~T~x\— A ~2Y "L (AT 7 T 2
<A B-A BO) (AT(XTX)~Ao?) (A B-A 50) ~ XAfrankia)

Seega saaksime meid huvitava hiipoteesipaari testimiseks kasutada jargmist
F-testi:

(ATB - ATﬁo)T (AT(XTX)"A - MSE) " (ATB . ATﬁO) Jrank(A) ~

~ Fdﬂ:rank(A);de:n—rank(X)'
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4.4 Testi voimsus

Mudelite vordlemisel F-testi abil eeldasime, et keerukam mudel on kindlasti
oige. Lihtsam kahest vorreldavast mudelist vois aga ei pruukinud olla dige.
Nullhiipotees véitis, et ka lihtsam mudel on o6ige. Mis juhtub aga siis, kui
lihtsam mudel pole dige? Kas ja millise toenfosusega suudame F-testi abil
toestada, et lihtsam mudel pole 6ige? Alljargnevalt arvutamegi, kui hea on
F-testi voime toestada alternatiivset hiipoteesi ehk milline on F-testi voim-
Sus.

Dramatis personae:

e Mp:y=Xp8,+e.
Lihtsaim mudelitest. Nullhiipoteesi véide. Siin peatiikis osutub valeks
valikuks.

e M, :y=X,3, +e.
Rikkam meie poolt kaalutav mudel. Oige mudel (kuid véib sisalda-
da mittevajalikke parameetreid, osad parameetervektori 8, elemendid
voivad olla ka nullid).

Meenutame varem toesatud teoreemi 3.1:

Olgu'y ~ N(u;1), ja olgu maatriks A ortogonaalne projektor (siimmeet-
riline ja idempotentne). Siis y' Ay ~ x%(r,ncp), kus r := rank(A), ncp =
" Ap.

Ulalmainitud teoreemist jareldus (vaata niiteks valemit 3.1), et

yT(I - PX1)Y/02 ~ Xif:n—pl
ja juhul kui kehtib keerukam mudel, E(y) = X;8;:

T
(y/o)" (Px, = Px,)(y/0) ~ Xdf=p —ponep=EyT (Px, ~Px,)Ey/o?
T 2
Y (Px, =Px0)¥/0" ~ Xgpmpyponep=pTXT (Px, —Px,) X108, /0"

Juhul, kui 6ige on vaid keerukam mudel, siis antud avaldises mittetsentraal-
suse parameeter ei muutu nulliks. Selgitame siinkohal veidi l&hemalt mitte-
tsentraalsuse parameetri arvutuseeskirja. Esmalt asendame koik vaatlused
oma andmestikus nende keskviartustega. Seejirel leiame sellise vigadeta
andmestiku pealt prognoosid samadele vaatlustele molema mudeli abil — nii
lihtsama kui ka keerukama (6ige) mudeli abil. Saadud prognooside erinevuste
ruutude summa jagame jadkide dispersiooniga ja saamegi mittetsentraalsuse
parameetri viartuse.
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Definitsioon 4.1 Olgu

2 2
X~ Xafymeps Y~ Xap,

sits juhusliku suuruse
_ x/dp
Y/dfs
jaotuseks on mittetsentraalne F-jaotus vabadusastmete arvudega dfy, dfs ja
mittetsentraalsuse parameetriga ncp.

Tsentraalse ja mittetsentraalse F-jaotuse tihedusfunktsioonid on toodud ka
joonisel 4.1.

Joonis 4.1: Tsentraalne ja mittetsentraalne F-jaotus

g |
= :
i fl} 95;3.10
g | 1 o P(X > fg,95;3;1g) =0.05
X"F3;10;ncp20 i P(Y > fg,95;3;m) =0.31
pige i
° E P(Z > fg.05.3,10) = 0.58
< i
< i
= i
o i
o i
Y“F3;1U;ncp:5 i
- el ;
o ¢ '
’ H
Il ‘: ) Z‘F3;1U;ncp:10
s |/ | R
) ' LT

Seega tegelik F-statistiku jaotus juhul, kui 6ige on alternatiivne hiipotees
(keerukam mudel) on

B~ Fopy 1 —posdfa=n—p1mep=BT XT (Px, —Px) X106, /02"
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Kuna testi voimsus on toendosus kummutada nullhiipotees (ehk saada krii-
tilisest vddrtusest suurem teststatistiku védrtus), siis voime testi voimsust
leida valemiga

1 - Fdf1 =p1—po;dfe=n—p1 ;ncp:ﬁ{X?(le —Px,)X184/0? (f0,95;p1 —Ppo;n—p1 )’

kus fo.95:p,—po:n—p, tahistab tsentraalse F-jaotuse df1 = p1 —po(= rank(X;)—
rank(Xy)); dfa = n — p1(=n — rank(Xy)) 0,95-kvantiili.

Niide 4.4 Raha jatkub stivauuringute tegemiseks kiimnele saarlasele, kiim-
nele virumaalasele ja veerandsagjale tartlasele (tartlaste puhul ei pea me maks-
ma soidu- ega dobimiskulusi). Varasemate uuringute pohjal oletame, et wuri-
tava tunnuse standardhdilve on ligikaudu o ~ 25. Uuritava tunnuse kesk-
vadrtused on the vastava ala tippspetsialisti arvates jirgmised: saariased =
1005 phyiruiased = 1255 trartiased = 108. Milline on téendosus, et suudame F-
testi abil tuvastada piirkondlike erinevuste olemasolu?

Lahendus:
Lihtsama mudeli Y; = u + €; prognoos koigile inimestele (kui inimeste kesk-
vadrtused oleksid téapselt teada) oleks iildkeskmine,

ft=(100-10 + 125 - 10 + 108 - 25) /(10 + 10 + 25) = 110.

Keerukama mudeli prognoosiks oleks saarlastele saarlaste keskvédartus jne.
Prognooside erienvuste ruutude summa tuleks

(100 — 110)% - 10 + (125 — 110)% - 10 + (108 — 110)* - 25 = 3350

ja mittetsentraalsuse parameetriks saaksime ncp = 3350/252 = 5,36. Tes-
ti voimsuse leidmiseks peaksime veel tabelist voi arvutist vélja uurima F-
jaotuse (dfi = 3 — 1, dfy = 45 — 3) kriitilise védrtuse (foo9s5.242 = 3,22)
ja voimegi leida, millise toenfosusega kavandatava uuringu abil on voimalik
toestada alternatiivse hiipoteesi paikapidavust (testi voimsus):

1 — Fypy—odfy—42mep—5.36(3,22) = 0,5027 . ...

Kui kasutaksime kavandatud valimimahte, siis oleks regionaalsete erinevuste
olemasolu toestamise Sansid ligikaudu 1:1.



