Peatukk 3

Parameeterfunktsiooni )\Tﬂ
hinnangust

Vaatame hinnatavat parameeterfunktsiooni AT 8 = v’ X 3. Nagu juba teame,
on hinnang }\T,B nihketa, E ()\TB) = AB. Ka hinnangu dispersioon on liht-
salt leitav:

D(ATB) = D(v'Pxy)
VTPXD(y)PXV
O'QVTPXv
= AANXTX)™ A

Paneme téihele, et juhul kui 8 on ise hinnatav, siis on ka hinnangu B disper-
sioon iiheselt méaratud:

D(B) = o*(XTX) ™!
ja sellisel juhul voime kirjutada:
D(ATB) = ATD(B)A.

Juhul, kui vaatlusvektor on normaaljaotusega, y ~ N(X3;0I), siis on
ka hinnangu A3 jaotuseks normaaljaotus (sest lineaarteisendus ei hévita
normaaljaotust): K

A3 ~ NATB AT (XTX) " Ac?).
Juhul kui 3 ise on hinnatav, siis

A

B~ N(B; (XTX)"1o?).
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Et saada reaalselt arvutatavat [3 dispersiooni hinnangut, peaksime leid-
ma viisi hindamaks parameetrit 2. Soovitav oleks nihketa hinnang — po-
leks ju ilus oma t66 tépsuse iseloomustamisel tehtavat viga pisemaks muuta.
Alustuseks nurime, milline tuleb vigade ruutude summa y” (I — Px )y kesk-
vaartus. Esmalt aga tdestame tihe abitulemuse:

Lemma 3.1 Olgu A suvaline n X n maatriks, By = p ja Dy = V. Siis
E(yTAy) = tr(AV) + uT Ap.
Toestus.

E(y" Ay) =E(tr(Ayy"))
—tr(AE(yy"))
=tr (A(V + pp"))
=tr (AV) + " Ap.

Varustatud iilaltoodud abitulemusega, on edasine muidugi lihtne:

E[y"I-Px)y] = tr(I-Px)o?) +8"X"(1-Px)X3
= tr((I-Px)o?)
= o’tr(I - Px)

= o*(n — rank(X)).
Seega voiksime kasutada o2 nihketa hinnanguna suurust:
62 = yT'(I - Px)y/rank(I — Px)

antud suurust tuntakse ka nime keskmine ruutviga ehk MSE (Mean Square
Error) all.

Definitsioon 3.1 Kui p x 1 vektor y on normaaljaotusega, y ~ N(u;1),
siis y1y on mittetsentraalse hii-ruut (x?) jaotusega juhuslik suurus vabadus-

astmete arvuga p ja mittetsentraalsuse parameetriga ncp = uTu,

T 2
Y Y ™ Xdf=p;nep=pTp
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Teoreem 3.1 Olguy ~ N(p;1), ja olgu maatriks A ortogonaalne projektor
(stimmeetriline ja idempotentne). Siis

T 2
y Ay ~ de:’/‘ank(A);ncp:uTAu'

Toestus.
Maatriksi A saame esitada kahe ortogonaalse maatriksi korrutisena (maat-
riksi spektraallahutus, idempotentse maatriksi omavértused saavad olla vaid
kas 0 voi 1): A = 007, kusjuures OTO = I,.. Seega

0Ty ~ N(Op; 007 (=1,))
ja jarelikult (definitsiooni kohaselt)
T 2
T 2
y Ay ~ Xrank(A),uT Ap’

O

Maérkus 1: analoogne tulemus on toestatav ka veidi iildisemal kujul:

Teoreem 3.2 Kuiy ~ N(u; V), siis yl Ay ~ X%ncp, r = rank(A), ncp :=
wl A siis ja ainult siis kui maatriks AV on idempotentne.

Maérkus 2: Kuna maatriks I — Px on ortogonaalne projektor (stimmeet-
riline ja idempotentne), siis prognoosijiikide ruutude summa jagatud o2-ga
on hii-ruut jaotusega:

yT(I - Px)y/O'Q ~ X?ank(I—Px)
2
~ Xp_rank(x) (3.1)

Saadud tulemust saab kasutada niiteks o2-le usaldusintervalli leidmiseks.
Kui tdhistame vabadusastmete arvuga df hii-ruut jaotuse o kvantiili siim-
boliga Xq;qr siis voime tulemust 3.1 kasutades kirjutada

P (Xa/?;n—p < yT(I - 1:‘)()3’/0—2 < Xl—a/?;n—p) =l-a
0_2
Pl1 . > >1 . =1-
( /Xa/Q,n—p = yT(I — PX)y = /Xl—a/Q,n—p) «

P (yT(I - PX)y/Xa/Q;n—p > o’ > yT(I - PX)Y/Xl—a/2;n—p) =1-q

Ehk siis 1 — « usaldusintervalli jédkide dispersioonile avaldub kujul:

yT(I - PX)Y/lea/Q;nfp . yT(I - PX)y/XOL/Q;Tpr'
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Uritame niiiid kokku panna teadmised hinnatava parameeterfunktsiooni
hinnangu jaotuse ja prognoosijadkide ruutude summa kohta. Esmalt téhel-
dame, et juhuslikud suurused Pxy ja (I — Px)y on soltumatud (juhul kui
y on normaaljaotusega piisab, kui néditame, et kovariatsioon on 0):

cov(Pxy,(I-Px)y) = Pxcov(y,y)(I-Px)"
?Px (I - Px)T
=0

Aga kui Y] ja Y5 on soltumatud juhuslikud suurused Y] 1 Ys, siis on soltu-
matud ka nende juhuslike suuruste mistahes funktsioonid, f(Y7) L f(Y2).

Hinnatava parameeterfunktsiooni A3 hinnangu jaotus oli normaaljao-
tus:

A3~ NOATB,AT(XTX)"Ao?)
A3 - 2T
VAT (XTX)~Ao?

~ N(0;1)

ja jadkide ruutude summa jaotus oli hii-ruut jaotus. Kui Y; ~ N(0;1) ja
Yo ~ X2, ja kui Yy L Yo, siis t = Vi /\/Ya/k ~ t). Seega

L _ATB-MB [y -Px)y
JAT(xTX) A2 | (Pl
AT3 - 2T

VMSE - AT(XTX)~A

on t-jaotusega juhuslik suurus, ¢ ~ ¢,_,, kus p := rank(X).
Milleks saame seda teadmist kasutada? Muidugi hiipoteeside testimiseks:

— ATB - >‘T:60 Hy
VMSE - AT(XTX)A

t T

Mirkus: K
Kuna D(A"8) = AT(XTX)~Ao? ja E(MSE) = 0? siis nihketa hinnanguks

hinnangu AT 3 dispersioonile on

—

DATB) = MSE - AT(XTX)~" A
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Seega voime t-statistiku iilestdhendamisel kasutada ka ehk tuttavamana néi-
vat kirjapilti:
L ATB- T8,

—

D(XTB)
Samuti saame vilja kirjutada (1 — «)-usaldusintervalli A7 3-le:
Th _\T
P 7faz/2 < w < tl—a/2 = l-«a
D(ATB)

P <AT£3 +tanVDATB) <ATB < ATB + tl_a/g\/D()\TB)) = 1-aq,
kus ¢1_, /o tdhistab vabadusastmete arvuga n —p t-jaotuse 1 — a/2-kvantiili.

Ulesanded*

1. Vaata lihtsat dispersioonanaliiiisi mudelit
Yij = U+ o + €45, 1=12;5=1,...,n,.

Defineerime 87 = (1, a1, ). Antud mudeli parameetreid hinnati muis-
te kahe erineva teadlase poolt (kahes soltumatus uuringus). Esimeses
uuringus n; = 2;ne = 5; teises uuringus n; = 10;ny = 30. Esimesest
uuringust on séilinud suuruse A7 3 hinnang )\TB, kus AT = (0;1;—1).
Paraku pole aga esimese uuringu autor kirja pannud jaakide disper-
siooni hinnangut. Teisest uuringust on siilinud jadkide dispersiooni
hinnang M SFEs, kuid pole paraku siilinud parameetervektori 8 hin-
nangut. Tahame testida hiipoteesi Hy : AT 8 = 0 ja kasutame selleks
teststatistikut

_ A3

VMSE, - XT(XTX)A

t

o Kas t-statistiku valemis peaks mudelimaatriks X olema 1. uuringu
mudelimaatriks v&i 2. uuringu mudelimaatriks?

e Niita, et iilaltoodud ¢-statistik on nullhiipoteesi kehtides t-jaotusega.
Leia antud ¢-statistiku vabadusastmete arv.



