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2.5 Identifitseeritavus ja hinnatavus

Juhusliku suuruse jaotuse parameeter 6 on identifitseeritav, kui kahe pa-
rameetri 6 voimaliku vadrtuse #; ja 6o korral jireldub jaotusfunktsioonide
vordsusest parameetrite vordsus:

Fy, (x) = Fy,(z) Yz = 01 = 0s.

Liikudes mudelite ja valimite juurde voime delda: parameetervektor 6 on
identifitseeritav, kui valimi toepédrafunktsioonide vordsusest jireldub para-
meetrite vordsus:

L(0:|x) = L(62]x) Vx = 601 = 0,.

Kui valime sellise parameetervektori, mis ei ole miskitmoodi uuritava
tunnusega seotud, siis parameetervektor pole identifitseeritav (parameeter-
vektorit, mis sisaldab kojamehe vanaema siinniaastat, ei saa identifitseerida
kirja-ja-kulli viskamise teel — kirjade-kullide jaotus on ikka iihesugune, olgu
vanaema siinniaasta siis 1923 voi 1932).

Parameetervektori 6 funktsioon ¢g(@) on identifitseeritav, kui valimi toe-
péarafunktsioonide vordsusest jareldub funktsioonide vordsus, L(01|x) = L(02]x) =
9(61) = g(02).

Lineaarsete mudelite ja normaaljaotuse eelduse kontekstis on lihtne né-
ha, et funktsioon h(3) on identifitseeritav vaid siis, kui tegemist on X3
funktsiooniga, st kui leidub funktsioon g, nii et h(3) = g(X3).

Niitame esmalt, et kui h(3) on kirja pandav kui X3 funktsioon, h(3) =
9(X3), siis on tegemist parameetrite 3 identifitseeritava funktsiooniga.

Vordusest h(3) = g(X3) jareldub, et kui X3, = X8, siis h(8;) =
h(By), sest h(B,) = g(XB;) = 9(XBy) = h(By).

Vaatame, kas sellisel juhul on h(8) identifitseeritav?

Selgub, et mistahes X3 funktsioon on identifitseeritav, sest:

L(B1) = L(By)
corp (~5ra v = X80 (v - XBY)) = coxp (~55(y X8 (v - X5 )
(y — Xﬁ1)T(y -XB) = (y- X,@2)T(y - XBs)
Valides y = X3, saame

(y - Xﬁl)T(y - Xﬁl) = (y - XBQ)T(Y - Xﬁz)
0 = (XB;—XBy)T(XB, —XBy)
X8, = XpB,
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Seega toeparafunktsioonide vordsusest jareldus, et X3, = X3,5. Kui aga
h(B) on X3 funktsioon, siis jareldub sellest ka soovitud tulemus — h(83;) =
h(B5) ehk h(B) identifitseeritavus.

Kui vaatleme funktsiooni h(3) mis pole vaadeldav X3 funktsioonina, st.
kui leiduvad 3, ja By, nii et X8, = X3, aga h(8;) # h(8,), siis pole vastav

funktsioon ka identifitseeritav:

XBy =XBy = L(By) = L(By),
aga eelduse jargi h(8;) # h(Bs), seega h(3) pole identifitseeritav.

Parameetervektor 3 on identifitseeritav, kui X7 X on pooratav (siis B =
(XTX)"1XTX3 = g(XB)).

Identifitseeritavus on seotud uuritava tunnuse y jaotusega. Vahel soovi-
takse kasutada identifitseeritavusega sarnast moistet ilma uuritava tunnuse
jaotust mangu toomata.

Definitsioon 2.1 Parameetrite lineaarne funktsioon AT 3 on hinnatav, kui
leidub selline vektor v, et E(v'y) = AT 3 (mistahes B3 vidrtuse korral).

Teisisonu — parameetrite 8 funktsioon AT 3 on hinnatav, kui on voimalik
leida lineaarset nihketa hinnangut A7 3-le.

On lihtne ndha, et parameetrite lineaarse funktsiooni hinnatavus on nor-
maaljaotuse eelduse kehtides samavéirne parameetrite lineaarse funktsiooni
identifitseeritavusega. Kui parameetervektor A”3 on hinnatav, siis

ENvTy) = X'Bvg
viXg = Apvg
viX = AT

ja jirelikult on AT 3 esitatav kui X3 (lineaarne) funktsioon (mis on identi-
fitseeritav, kui vaatlusvektor on normaaljaotusega).

Kui aga y on normaaljaotusega ja parameetrite lineaarne funktsioon A7 3
on identifitseeritav, siis AT 3 = vI' X8 = E(vTy) (sest AT peab olema X3
funktsioon) ja seega on ta ka hinnatav.

Hinnatavuse (estimability) eeliseks on see, et tema kontrollimiseks pole
tarvis teha eelduseid uuritava tunnuse jaotuse kohta.

Meenutuseks:

e A3 on hinnatav < 3v, nii et vI'X = AT,

e Kui maatriks XTX on péoratav, siis on parameetervektor 3 ise hinna-
tav ning hinnatavad on ka koik voimalikud parameetrite lineaarkom-
binatsioonid.
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e Mitte koik parameetrite identifitseeritavad funktsioonid (naiteks 3,/085)
ei pruugi olla hinnatavad (sest 3, /83, pole parameetrite lineaarne funkt-
sioon). Koik hinnatavad funktsioonid on aga (vihemalt normaaljaotuse
kontekstis) identifitseeritavad.

e Koik hinnatavad parameeterfunktsioonid on kirja pandavad kui suuru-
se X3 (=Ey) funktsioonid.

Seega mistahes olemasolevate vaatluste lineaarkombinatsiooni kesk-
vadrtus on hinnatav. Néiteks kujuta endale ette lihtsat iihefaktorilist
dispersioonanaliiiisi, faktortunnuseks olgu sugu. Kui valimis on vihe-
malt 1 mees, on meeste keskvidrtus hinnatav. Kui valimis on vihemalt
1 naine, on naiste keskviidrtus hinnatav. Kui valimis on vihemalt 1
mees ja 1 naine, siis on meeste ja naiste erinevuse keskvi#rtus hinna-
tav.

Ulesanded*

Oletame, et 5-1 objektil on moddetud kolme tunnuse (Y, Xp, Xy védrtu-
sed). Saadud andmeid kasutatakse hindamaks mitmest regressioonimudelit
(Y = cop + 1 X1 + 2 X2 + €). Kasutatav andmestik on jargmine:

Y [1 1.1 2 2

X111 2 2 4 5

Xo|0 0 0 0 O
Tihistame 87 := (co,c1,c2) . Kas parameeterfunktsioon AT on hinnatav,
kui:
a) AT = (1,1,0)

b) AT =(1,1,1)?
Pohjenda oma otsust!
Vali iilaltoodutest vilja hinnatav parameeterfunktsioon ja leia kisitsi

(ndita arvutusi!) AT
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2.6 Parim lineaarne nihketa hinnang - Best Linear
Unbiased Estimator (BLUE)

Soovime hinnata hinnatavat parameeterfunktsiooni A7 8. Soovime, et hin-
nang oleks nihketa hinnangute seas viiksema voimaliku varieeruvusega (vea-
ga). Millist hinnangut peaksime kasutama?

Definitsioon 2.2 Hinnangut AT 8 kutsutakse parimaks lineaarseks nihketa
hinnanguks (BLUE), kui ta rahuldab jirgmiseid noudeid:

1. Lineaarsus -
ATg=a"y

2. Nihketus -
v8 E(TB) = AT

3. Minimaalne dispersioon (minimaalne keskmine ruutviga):
DNTB) < DITB)
V)\ATJB korral mis rahuldab noudeid (1) ja (2). Teisisonu:
D(a'y) < D(b"y)
Vb korral, mille puhul EbTy = XT38 (V3).

Markus:
Noude (3) voib kirja panna ka kujul

E(@"y - AT8)? <E(b"y — A"B)%.

Seega otsime lineaarset nihketa hinnangut mille korral hinnangu oodatav
ruutviga oleks minimaalne.

Teoreem 2.6 Gauss-Markovi teoreem
Vaatame mudelit
Ey =X3, D(y) =L

Kui AT 3 on hinnatav, siis
ATB = AT(X"X)" X"y (2.17)

on parim lineaarne nihketa hinnang AT 3-le.
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Toestus
Esmalt paneme tihele, et nihketuse noudest (2) jareldub:

v8 EATB) = A7g
V8 E(a'y) = A'B
v aTXp = A

a’X = AT

Kuna sama noue peab kehtima ka mingi teise lineaarse hinnangu b’y jaoks,
saame:

(@l — )X =0.

Vaatame selle teise lineaarse nihketa hinnangu dispersiooni:

o

D(b"y) = D(b'y-a'y+a'y)
= Db’y —a’y)+D(a’y) + 2cov(b’y —a’y,a’y)
= D(bTy — aTy) + D(aTy) + 2(bT — aT)cov(y, y)a

Juhul, kui aTy = AT8 = vIPxy = vIX(XTX)~ X"y, siis 02(b? —aT)a =
0 (sest (bT —aT)X = 0) ja saame tulemuseks:

D(b"y) =D(b"y —a'y) + D(a’y) (>D(a’y)).
0

Muuseas, saadud BLUE-hinnang on iiheselt méaéaratud:

D(b"y —a’y)
’b-a)f(b—a) =
b = a.

2.7 Parim nihketa hinnang (BUE)

H. Cramer ja C.R.Rao niitasid, et mistahes nihketa hinnangu dispersioon ei
saa olla viiksem teatavast piirist (mida tuntakse kui Cramer-Rao alampiiri).

Uhe parameetri korral iitleb Cramer-Rao alampiir, et parameetri 6 mis-
tahes nihketa hinnangu 6 dispersioon ei saa olla suurem kui poordvidrtus
Fisheri informatsioonist:

D(6) > Z(6)~".
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Sama tulemuse iildistus mitmemodtmelisele juhule (ja sobib kasutamiseks
ka nihkega hinnangute korral) on kirja pandav jargneval kujul.

Kui parameetervektori 8 hinnangu 6 keskviisirtus on kirja pandav kui 6
mingi funktsioon, E@ = g(8), siis

T
D(6) >, gﬁmeﬂ‘l [gﬂ ,

Kus > tdhistab Lowneri osalist jarjestust (kui A >p B, siis A — B on
mittenegatiivselt midratud maatriks, st. x? (A — B)x > 0 Vx).
Kui tegemist on nihketa hinnanguga, g(0) = 0, siis g—% =1TIja

D(9) =1 [Z(6)] ",

al\" al
ZO)=E<|=z| ==/
(©) {(80) 80}
Normaaljaotuse eeldusel, lineaarsete mudelite kontekstis (vaata valemit 2.14):

ol

Dy - XB)TX /2

55— (v - XB)TX/o

ja seega on Fisheri informatsioon (juhul kui parameetervektor 8 on hinnatav)
kirja pandav kui

7(0) = 5B {lly X)X (y - XB)'X}

= %XTE (v - XB)(y - XB)"] X
= %XTIUQX
= XX /0?

Seega ei saa parameetervektori B iikski nihketa hinnang olla viiksema dis-
persiooniga kui Z=! = (XTX)~!02. Kuna aga lineaarse mudeli korral

D(B) =D ((X"X)'X"y)
=(XTX)7'X"D (y) [(XTX) ' XT]"
=(XTX)" 1 XTo21x(XTX) !
:(XTX)710,27
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siis jérelikult on meie poolt kasutatav hinnang parimaks nihketa hinnan-
guks parameetervektorile 3.

Kokkuvotteks: Kui andmed on normaaljaotusega, € ~ N, siis on vi-
himruutude/suurima toepéira hinnang B = (XTX)~'X"y parimaks nihketa
hinnanguks.

Kui andmed pole normaaljaotusega, on sama hinnang parimaks lineaar-
seks nihketa hinnanguks (st. sellisel juhul v6ib olla voimalik leida hinnangut,
mis on parem kui meie poolt pakutud hinnang, kuid seda hinnangut ei tasu
otsida lineaarsete hinnangute klassist).



