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2.2 Maatriksi Px omadused

Selles peatiikis toestame moned, antud kursuse raames vajalikud maatriksi
Px := X(XTX)~ X" omadused.

Teoreem 2.1 Mistahes reaalarvuliste elementidega maatriksi X korral keh-

tivad jdrgmised vordused:
XTpx =XT (2.4)

PxX =X (2.5)

Toestus:
Alustuseks toestame paar lemmat.

Lemma 2.1 A =0% tr(AAT) =0

Toestus: mirkame, et maatriksi AA”T diagonaalil asuvate elementide
summaks on maatriksi A koigi elementide ruutude summa. Viimane on null
vaid juhul, kui koik maatriksi A elemendid on nullid, ehk kui A = 0.

0

Lemma 2.2 BAT = CAT & BATA = CATA

Toestus.
1. BAT = CAT = BATA = CATA

Viite esimese osa nditamine on triviaalne - korrutame vorrandit lihtsalt
paremalt maatriksiga A ja saamegi soovitud tulemuse.

2. BAT = CAT « BATA = CATA

Vaatame maatriksit (BAT — CAT)(BAT — CAT)T:

(BAT — CAT)(BAT —CcAT)T = (BAT —CATAB-C)T
= (BATA-CATA)(B-C)7T
0.

Kasutades Lemmat 2.1 saame jireldada, et BAT —CA” = 0 mis on muidugi
samaviirne viitega BAT = CAT.
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O
Mérkus: transponeerides lemma 2.2 viites vorduse molemaid pooli saame
lugeda toestatuks ka viite:

AB=AC < ATAB = ATAC. (2.6)

Niiiid voime jéitkata teoreemi toestusega. Paneme tdhele, et iildistatud
poordmaatriksi definitsioonist ldhtuvalt kehtib jargmine viide:

XTX(XTX)"XTX = XTX. (2.7)

Rakendame vordusele 2.7 lemmat 2.2 (ja tema viidet transponeeritud
kujul, nagu kirjas samavéérsuses 2.6), vottes maatriksi A rolli X, maatriksiks
B maatriksi X7 X(X?X)~ ja maatriksiks C iihikmaatriksi I, ja saame:

(XTPx =)XTX(XTX)"XT = XT
ja
(PxX =)X(XTX)"XTX =X
O

Ka§utades Teoreemi 2.1 on lihtne nidha, et vorrandisiisteemi 2.1 lahendiks
sobib B = (XTX)"XTy:

X'xg = XTXX"X)"XTy
= XTPxy
= XTy.
Sellega oleme vastanud ka kiisimusele vorrandisiisteemi 2.1 lahenduvusest
vaadeldav slisteem on toepoolest alati lahenduv.

Teoreem 2.2 Maatriks Px ei soltu iildistatud péordmaatriksi (XTX)™ va-
likust.

Toestus:

Olgu maatriksid F ja G kaks erinevat maatriksi X” X iildistatud poérd-
maatriksit, st X7 XFXTX = X"XGX"X (= XTX). Siis lemmast 2.2 ja
samavidrsusest 2.6 jareldub, et ka

XFXT = XGX7T,

O

Jareldus teoreemist 2.2: kuigi vdhimruutude hinnang B ei pruugi olla
itheselt médratud, on vihimruutude hinnangut kasutades leitud prognoosid
(y) alati iiheselt madratud.
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Teoreem 2.3 Maatriks Px on siimmeetriline.

Toestus:

Teoreemi viiide oleks triviaalne, kui maatriks XX oleks péoratav (sest
stimmeetrilise maatriksi péordmaatriks on alati simmeetriline). Paraku voib
siimmeetrilise maatriksi iildistatud poordmaatriks olla ka mittesiimmeetri-
line. Selgub aga, et iga siimmeetrilise maatriksi korral on vihemalt iiks te-
ma iildistatud péordmaatriksitest simmeetriline. Selliseks tildistatud poord-
maatriksiks on Moore-Penrose’i {ildistatud poérdmaatriks.

Maatriks AT on maatriksi A Moore-Penrose’i iildistatud pédrdmaatriks,
kui ta rahuldab jargmiseid noudeid:

A = AATA (iildistatud poordmaatriks)
AT = ATAAY

(AAT)T = AAT

(ATA)T = ATA

Moore-Penrose’i iildistatud poordmaatriks on iihene ja eksisteerib ala-
ti. Neid véiteid me siinkohas téestama ei hakka (teema sobib pigem mon-
da maatriksite kursusesse). Kiill aga niitame, et siimmeetrilise maatriksi A
korral on At ka siimmeetriline. Selleks niitame, et (AT)T on ka maatriksi
A Moore-Penrose’i iildistatud poordmaatriks, ja seega (A*)T = AT, sest
Moore-Penrose’i iildistatud poordmaatriks on iihene.

Niitame, et (AT)T rahuldab definitsiooni esimest tingimust:

A = AT

A = (AATAYT
A = AANHTA.

Teine tingimus:
AT = ATAAT

(AH)T = (ATAAT)"
(A" = (AHTAAHT
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Kolmanda tingimuse saame neljandast:

(ATA)T = ATA
AANT = (AatA)hT
AANT = (A@HDT

ja neljanda tingimuse saame samal viisil kolmandast:

(AAT)T = AAT
(AHTA = (AAH))T
(AHTA = (AH)TA)T

Kuna siimmeetrilise maatriksi (niiteks X7 X) Moore-Penrose’i poord-
maatriks on siimmeetriline, siis on ka maatriks X(X”X)* X7 siimmeetriline.
Kuna aga maatriks Px ei soltu iildistatud poérdmaatriksi valikust (Teoreem
2.2), siis jarelikult peab Px olema siimmeetriline mistahes poordmaatriksi
(XTX)~ valiku korral.

O

Maatriksi X (dimensioonidega n X p) veergude poolt moodustatav vek-
torruum (inglise k. column space) C(X) on defineeritud jérgmiselt:

C(X)={6:60=X3,8¢c R}
Teoreem 2.4 Kui C(X)=C(A), siis Px = Pa.

Toestus:

Kui C(X) C C(A), siis leidub selline maatriks M, et X = AM (C(X)
baasivektorid saab esitada C(A) baasivektorite kaudu). Samuti C(A) C C(X) =
IK, A = XK.

Nendest kahest jareldusest saame, et

X = XKM. (2.8)

Pa = AATA) AT
= XKKTXTXK) KT'XT
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Veendume, et maatriks K(K?XTXK)"K” on maatriksi X7X iiheks
iildistatud poordmaatriksiks:

XTXKKTXTXK)"KTXTX = XTPxxX
@8 X Py XKM
(teoregm 2.1) XTXKM
@8 XX,

Seega oleme ndidanud, et Ppo = Px.

O

Viimatitdestatud teoreemi tdhendus viarib veidi lahtimotestamist. Ni-
melt voime lisada oma mudelile (mudeli maatriksiga X) uusi tunnuseid ja
saada uue mudeli maatriksi A. Kui lisatud tunnused on varem mudelis olnud
tunnuste lineaarkombinatsioonid, siis selline ,mudeli tdiendamine“ ei muu-
da vaatlusvektorile y mudeli poolt antud prognoose y, kuna C(X) = C(A).
Juhul, kui mudeli maatriks sisaldab teistest veergudest lineaarselt soltuvat
veergu, siis voime selle veeru ja vastava parameetri mudelist eemaldada, il-
ma et mudeli prognoosid y voi mudeli poolt tehtavad prognoosivead & sellest
muutuksid.

Ulesanded

Defineerime maatriksi Px w jargmiselt: Px w = X(XTWX)~XTW, kus
W on mingi siimmeetriline positiivselt madratud maatriks. Toesta, et

1. PX,W - X = X;
2. Px w ei soltu iildistatud péordmaatriksi (XTWX)~ valikust.

Ulesande lahendamisel void kasutada jargmist tulemust:
Stimmeetrilise positiivselt mddratud maatriksi W korral leidub selline p66-
ratav siimmeetriline maatriks W1/2, nii et W/2W1/2 = W,



