Peatiikk 6

Mitmese vordluse meetodid

6.1 Scheffé meetod

6.1.1 t-testi ja mudelite vordlemiseks moeldud F-testi vord-
lus

Kui testisime t-testi abil hiipoteesi mone parameetrite hinnatava lineaarkom-
binatsiooni kohta

Ho: MB(=vIXB)=0
kasutasime varem (vaata peatiikki 3) ¢-statistikut

T3
o
viPxy  H,

MSEVIPxv ~ L gp—p—rank(x)-

Samas on lisakitsendus v X8 = 0 vaadeldav kui noue, et vaatlusvektor ei
tohi paikneda vabalt vektorruumis C(X), vaid peab paiknema vektorruumi
C(X) mingis kindlas alamruumis. Selliseks alamruumiks on néiteks mudeli-
maatriksi

Xo = (I— Pp,y)X (6.1)
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veergude poolt moodustatud vektorruum C(X). Nimelt C(Xg) C C(X), sest

(I-Ppyy)X = (I-Pp,,)PxX

(Px — Pxv(vIPxv) vIPx)X
Px(I - Pxv(vIPxv) vIPx)X
= X(XTX)"X"(I - Pp,y)X

= XM

ja kui ATB(= vI'XB) = 0 siis ka Ey € C(X):

Ey = Xg
= PpyvXB+ (I-Ppyv)X
= (I — prv)Xﬂ c C(XO)

sest
Pp,wXB8 = Pxv(v/PxPxv) v PxXp

= Pxv (VTP)(PXv)i vIX3
0,

kuna eelduse kohaselt vI' X3 = 0.

Selgub, et pole vahet, kas testime hiipoteesi Hy : A8 = 0 kahepoolse
t-testi abil voi vordleme F-testi abil mudeleid mudelimaatriksitega X ja X
(X on defineeritud valemiga 6.1). Veendume selles:

y ' PxvvI Pxy
MSEvVIPxv
vy Pxv(vIPxv) vIPxy
MSE

t2

Kirjutame vilja ka mudelite vordlemiseks moeldud F-statistiku. Paneme es-
malt tdhele, et

Px, = (1= Ppyv)X (I~ Ppyv)X) (I~ Ppyv)X) (I Ppyv)X)”
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ja seega

F =

= y'(Px —(I-Ppyy)X-...)y/MSE

= y' (Px —Px(I-Pp,y)X-...)y/MSE

= y'(Px —Px(I-Ppyy)(I—Ppyy)X-...)y/MSE
=y (Px - X(X'X)"X"(I- Pxy)Px,) y/MSE

= y7 (Px - X(X"X) X} Px,)) y/MSE

= y' (Px - X(X'X)"X"(I-Ppyy))y/MSE

= y' (Px —Px(I1-Ppyy))y/MSE

= y (Px(I-1+Pp,y))y/MSE

= y' (PxPpyv)y/MSE

— TPy (va (vIPxv)” vTPX> y/MSE
= y'Pxv (VTPXv) B VTny/MS’E
= ¢

Seega annab kahepoolne ¢-test samasuguse tulemuse, kui F-test mis testib
lihtsustatud mudelimaatriksi X sobivust.

6.1.2 Scheffé meetod

Vaatame mudelit y = X8 + ¢, kus X = (Xo|X1), 87 = (87|87). Testime,
kas lihtsam mudel y = X8, + €0 on sama hea kui keerukam. Teeme testi,
kontrollime, kas

Y (Px —Px)y/(0=p0) _ .
MSE p—poin—p>
kus p := rank(X) ja po := rank(Xy).

Kui teostatud test liikkkab {imber nullhiipoteesi, kerkib esile kiisimus: Mil-
les ikkagi seisneb erinevus? Millised faktori nivood on teineteisest erinevad?
Millised vaid parameetervektorit B3;-te puudutavad hinnatavad lineaarkom-
binatsioonid (kontrastid) AT@ on nullist erinevad?

Viimane viide vajab veidi tdpsustustamist: kuna puudutab hinnatav pa-
rameeterfunktsioon A7 3 ainult parameetervektori osa B;-te? Siis, kui A'p =
viX3 = VTXOﬁO +vIX 8, = vI'X B ehk kui vI'Xg = 0. Alternatiivselt
kirja pandult: Pxv C C(Px — Pxg) (sest kui v/’ Xg = 0 siis ka Pxov = 0
ja (Px — Pxq)v =Pxv).
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Loomulikult voime erinevaid parameetervektorit 8, puudutavaid lineaar-
kombinatsioone /\F{B, Ag,@, ... testida ka olulisuse nivool « tavaliste t-testide
abil (nagu tegime seda peatiikis 3), kuid sellisel juhul voiksime koigi tehtud
testide peale kokku teha I-liiki viga mérksa suurema toenfdosusega kui or. Kui
aga soovime, et koikmoeldavate parameetervektorit 3, puudutavate hinna-
tavate lineaarkombinatsioonide testimisel ei tehtaks I-liiki viga koigi testide
peale kokku suurema toendosusega kui «, siis voiksime testimiseks kasutada
Scheffé meetodit.

Scheffé meetodi korral kummutame nullhiipoteesi Hy : >‘1T/6 = 0 siis, kui

BT)‘iAiTB/(p — o)
MSEX(XTX)= )\,

> f1—ap—pon—p-

Vordluseks:
kui sooviksime testida vaid iihte hiipoteesi, siis t-statistikut kasutades
(t-statistiku ruutu kasutades) jouaksime jargmise otsustuseeskirjani:

B AN
MSEX (XTX)- )\,
Kui aga kasutaksime F-testi vordlemaks mudeleid mudelimaatriksitega

X ja X siis votaksime vastu alternatiivse hiipoteesi (parameetervektori osa
(3, on siiski vaja) siis, kui

> flfa;l;nfp-

y" (Px — Px,)y/(p — po) -
MSE 1—a;p—posn—p-

Jargnev teoreem toestab, et kui mudelite vordlemiseks moeldud F-test
votab vastu alternatiivse hiipoteesi, siis leidub ka selline vaid parameetervek-
torit B, puudutav hinnatav lineaarkombinatsioon XT3 mille puhul Scheffé
meetod kummutab nulhiipoteesi Hy : )\T/j' = 0. Samuti kehtib vastupidi-
ne viide  kui Scheffé meetodi abil onnestub mingi parameetervektorit 3
puudutava hinnatava lineaarkombinatsiooni jaoks nullhiipotees kummutada,
siis peab ka F-test nullhiipoteesi kummutama ja rikkama mudeli kasuks ot-
sustama.

Teoreem 6.1

T
y' (Px —Px,)y/(p — po)
MS?E > flfoﬁp*pO?n*p (62)

&
v, vI Xy =0,
AT «
B XT'vwIXB/(p—p)
MSEVIX(XTX) XTv

> fi-ap-pon—p- (6.3)
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Toestuse idee.
Toestamaks, et kehtib viide

a>be3Ix, f(x) >c
voime niidata, et
l.a>b=3x, f(x) >c

2. a < b= eileidu sellist vektorit x, mis rahuldaks nouet f(x) > ¢
ehk
a<b=Vx, f(x)<c

Toestus (1). Néitame, et kui kehtib (6.2), siis toepoolest eksisteerib vé-
hemalt iiks vektor v, nii et kehtib ka vorratus (6.3). Veendume, et iiheks
vorratust rahuldavaks vektoriks on vektor

v:=(Px — Px,)y.
Paneme tihele, et v’ X = 0 (sest Xo C C(X) ja seega ka PxXg = Xo).
On lihtne veenduda, et AT 3 := vI'X3 = VTXO,BO +vTX 3, on hinnatav
jasoltub vaid parameetervektoris B, asuvatest tundmatutest parameetritest.
Paigutades valitud v vadrtuse vorratusse 6.3 ja arvestades, et Px(Px —
Px,) = Px — Px,, saame

~T ~
B XT(Px — Px,)yy’ (Px — Px,)XB/(p — po) > o
MSE -yT(Px — Px,)Px(Px — Px,)y TpTpoinTp

y'Px(Px — Px,)yy! (Px — Px,)Pxy/(p — po)

MSE -yT(Px — Px,)(Px — Px, )y > fi-cp-pump
Y (Px — Px,)yy’ (Px —Pxo)y/(p—po) _

MSE -yT(Px — Px,)y S

Y (Px —Px,)y/(p—po)

MSE Q;p—po;n—p

Viimane avaldis on aga toene tehtud eelduse (6.2) kohaselt.
Niiiid votame ette toestuse teise poole (2) ja nditame, et

y" (Px — Px,)y/(p — po)

MSE fl—a;p—po;n—p
=

VV,VTXO =0:

~T ~
B XIvvIXB/(p — po) Fra
MSEVTX(XTX)-XTy = Jimeprpone

IN
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Paneme esmalt tédhele, et

AT .
B XIWIXB/ (0~ o)
vIX(XTX)-XTvy

= 8" X"v(v"Pxv) V'XB/(p - po)
=y Pxv((Pxv)"(Pxv))”(Pxv)"y/(p — po)
=y Pp,.y/(p— o)

Aga Pp,y on ortogonaalne projektor ithemootmelisse alamruumi C(Pxv),
mis on omakorda ruumi C(Px — Px,) alamruum, C(Pxv) C C(Px — Px,).
Selles veendumiseks mirka, et Pp,y = (Px — Px,) Ppyv ja jarelikult on
koik Ppyv veerud esitatavad maatriksi Px — Px, veergude lineaarkombi-
natsioonide kaudu.

Aga vaesema mudeli (vihemaid tunnuseid kasutava) mudeli prognooside
ruutude summa y Ppy vy on aga alati viiiksem (v6i samasuur) kui rikkama
mudeli prognooside ruutude summa y? (Px — Px,)y.

Vahepala
Veendume, et vaesema mudeli prognooside dispersioon (vdi prognooside ruu-
tude summa) on alati viiksem (voi samasuur) kui rikkama mudeli prognoo-
side dispersioon (prognooside ruutude summa).

1. Olgu meil mudel X = (X|X;). Siis Px = (Px — Px,) + Px, ja

y'Pxy = y (Px—Px,)y+y Px,y
> y'Px,y,

V

sest maatriks (Px —Px,) on mittenegatiivselt madratud (sest ta on projek-
tor):

(Px — Px,) - (Px —Px,) = Px-Px,—Px,Px+Px,
- PX - PXov

sest

Px,Px = (PxPx,)"

= P%, =Px,.
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Seega lihtsama mudeli prognooside ruutude summa on alati samasuur voi
vaiksem, kui keerukama mudeli prognooside ruutude summa (ka siis, kui
molemad mudelid on Giged!).

2. P(PX*PXO) = PX — PXO-

Vahepala 1opp.

Seega y1 (Px — Px,)y > ¥y Ppyvy ja jirelikult

~T o
B XIvwIXB/(p—po) _ ¥y (Px —Px,)y/(p—po)
MSEvVTPxv - MSFE
Viimane on aga tehtud eelduse tottu viiksem kui fi_a:p—poin—p-
O

Toestatud teoreemist jareldub, et toendosus teha ithe voi enama Scheffé
meetodil kontrollitava hiipoteesi puhul I-liiki viga ei ole suurem kui a. Kui
tegelikult kehtib nullhiipotees (néiteks faktortunnus pole oluline), siis F-test
eksib ja otsustab keerukama mudeli kasuks toendosusega «, toendosusega
1 — a jddme nullhiipoteesi juurde. Aga jdddes nullhiipoteesi juurde jadme
nullhiipoteesi juurde ka koikide vaid seda faktortunnust puudutavate hinna-
tavate parameeterfunktsioonide Scheffé meetodil testimisel.

NB! Kontrollides vaid 16plikku arvu hiipoteese Scheffé meetodil on tege-
lik I-liiki vea tegemise tGendosus enamasti mirkimisvaédrselt madalam kui
ehk sellisel juhul on tegemist iileliia konservatiivse meetodiga.

Néide. Vaatame lihtsat dispersioonanaliiiisi mudelit:

Ykj = 1+ QK + Ekj,
kus k =1,23,4ja j=1,...,N. Soovime testida jargmiseid hiipoteese:
o +tay—az3—as = 0 (X{ﬂzO)
o —agt+az—as = 0 (Agﬁzo)
a—ag = 0 AIB=0)
Variant 1: Kui a3 = as = a3 = a4 siis koik testitavad hiipoteesid keh-

tivad. Seega voime piistitatud hiipoteeside paikapidavust Scheffé meetodil
kontrollida jargmiste testide abil:

B AN B/3
MSEX(XT X))\

> fl-a;3:4N—4.
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Veidi voimsama testi saaksime, kui mérkaksime, et A3 = (A1 + A2)/2.
Seega esitavad vaadeldud kolm hiipoteesi lisanoudeid vaid vektorruumi C(X)
kahe ruumimootme kohta. Seega voiksime ka vaadeldud hiipoteese kontrol-
lides votta vastu alternatiivse hiipoteesi siis, kui:

B AN B2
MSEX(XTX)~ )\

Ka taoline otsustuskriteerium tagab, et I-liiki viga koigi vaadeldavate hiipo-
teeside peale kokku ei tehta suurema toendosusega kui a.

> fl—a;2;4N—4-

6.1.3 Usalduspiirid Scheffé meetodil

Soovime leida samaaegseid (1 — a) usalduspiire koigile parameetervektorit
[1-te puudutavaile hinnatavaile lineaarkombinatsioonidele. Teisisonu Geldes
— soovime et toendosusega (1 — «) oleksid diged (sisaldaksid tegelikku pa-
rameetrite lineaarkombinatsiooni viartust) koik leitud usalduspiirid.

Samaaegsete usalduspiiride konstrueerimiseks vaatame vektorit y, := y—
X13;. Voime vektorit y, késitleda kui vaatlusvektorit ja testida F-testi abil
mudeleid mudelimaatriksitega X ja Xg. Kuna vaatlusvektori y, jaoks sobib
ka lihtsam mudel, siis

vl (Px — Px,)y«/(p — po) ~F
MSE p—pon—p-

Seega

P (y*T (Px —Px,)y+/(p — po) < f1a> —1_a

MSFE

kus fi_, tdhistab F,_,.,—p-jaotuse (1 — a)-kvantiili.
Kasutades teoreemi 6.1 ja tihistades 3, = (X7 X)~ X"y, saame, et

~T T2 B
" N {JI[\;/[;EA)\[I?;(?X 110; : fl“} - e
AAT=vTX;vTX =0} ( )

Miérkame, et

ATB, =vTXB,
= v Pxy.
= VTPXy - VTPXX1,81
=X'B-X'p
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ja seega

P N {lATB—ATm?/(p—po) . } L
T T _ = J1l-«a = .
{AIAT:VTX;VTX():O} MSEA (X X_) )\

Edasi voime liikuda lihtsate algebraliste teisenduste abil:

P M {lATB ~ATBI” < (p—po)D (ATﬁ)fl_a} =1-a.
AN =vTXvTXy=0}
P M {ATB ~ATBI </ (p—po)D (ATB) fl_a} =1l-a.
{)\|)\T:vTX;VTX0:0}

P ﬂ {ATﬁ—\/(p—Po)DC\T\B)fla <

{AAT=vTX;vT Xn=0}

< AT < AT+ \/(p — po)D (ATB)fl—a}> =1-a

Saadud tulemust voib kasutada néiteks regressioonikoverale usaldusriba
konstrueerimiseks. Kirjeldagu niiteks vaatlusandmeid jargmine regressioon-
mudel:

yi = Bo + Brxi + Baxi® + e

Eeldame, et parameetrite hindamiseks kasutatavas andmestikus leidub vé-
hemalt 3 erinevat tunnuse X véadrtust. Sellisel juhul on parameetervektor
BT = (Bo: B1; B2) hinnatav ja p(= rank(X)) = 3.

Soovime hinnatud regressioonijoont kujutaval joonisel ndidata ka 0,95-
usaldusriba  riba, kuhu vahele tegelik regressioonikover jiib toendosusega
0,95 (keskmiselt 95% valimite korral ei kaldu tegelik seost iseloomustav reg-
resioonijoon kasvoi korrakski — mitte ithegi z-i vadrtuse korral — joonisele
kantud usaldusribast vilja).

Usaldusriba konstrueerimiseks tahame leida usaldusintervalle parameet-
rite lineaarkombinatsioonidele kujul Sy + B1x + B222. Sealjuures soovime, et
toendosusega 0,95 saaksime valimi, kus koigi vaadeldud lineaarkombinatsioo-
nide peale kokku — iikskoik kui palju x-i vidrtuseid me ka joonise tegemiseks
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labi ei vaataks — ei esineks iihtegi viga (alati kuuluks tegelik parameetri-
te lineaarkombinatsiooni viartus véljapakutud vahemikku). Paneme téhele,
et antud juhul hélmavad meid huvitavad lineaarkombinatsioonid koiki para-
meetervektori elemente, seega pg = 0. Soovitud usaldusvahemikud on seega
kujul

Bo + Bz + Foa® + \/3]5 (BO + Bz + 5’2362) f0,95,

Joonis 6.1: Usaldusriba Scheffe meetodil

Tegelik seos

Usaldusriba

kus fo,95 on F3.,_3-jaotuse 0,95-kvantiil. Saadud usaldusriba iseloomus-
tab joonis 6.1, kus on &ra toodud nii Scheffé meetodil konstrueeritud 0,95-
usaldusriba kui ka iga x-i vadrtuse korral leitud ,tavalised” nn punktiviisilised
0,95-usaldusintervallid.



