Lineaarsed mudelid

Eeldustest
ja
probleemide valtimisest

Konstantse hajuvuse eeldusest

(homoscedasticity)

Residuals

IStandardized residuals|

Residuals vs Fitted Normal Q-Q
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Mis juhtub, kui eeldus on rikutud?

E(XB) = PxE(y)
=PxXg
=Xpa

hinnang ikka nihketa

D(X,@) _ PXD(y)Px hinnangu dispersi_oon
hinnatakse valesti...

= X(XTX)"XTVvX(XTX)~X*
(52 probleem vaid siis, kui
XTVX # XTXo?
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leidub tdpsemaid

hinnanguid
testide v8imsus
kannatab...

Testimine — joonise abil
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Paganatest
(Breusch—Pagan test)

> library(Imtest)
> bptest(mudel)

studentized Breusch-Pagan test

data: mudel

Kui jaagid ei ole sama hajuvusega,
siis eksivad normaaljaotuse eeldust

Hinda mudel y = X3 + ¢

BP =17.049, df = 2, p-value = 0.0001985

kontrollivad meetodid/testid

e[x=0

Leia (tavalised) jadgide =y — ¥ 1 g Fi
~ %7 3
Hinda mudel e* = X3* + ¢* 0 ,/i/ :
Idee: vordle, kas parem kui ° 0T w w w w
lihtsalt konstantne mudel.,. ~ Aga: normaaljaotuse 05 00 05 10 15 2 4 0 1 2
eeldusega veidi pahasti... * Theoreical Quanties
elx=1 Koik jaagid
Osaline lahendus: — —
Teststatistik = RZn £ o o FR o
3 | 3 ]
H. kehtides: R2 2 B B
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Theoretical Quantiles Theoretical Quantiles
Miks asjad on viltu? Miks asjad on viltu? i
Naide... Naide... < |
Akki vead on multiplikatiivsed? Y = f(x1,22,...) € 4
laps véib kaaluda 10% rohkem véi vihem i exp(x) = 1+x
kui tiilipkaal tema vanuses ette ndeb...”
10% k&ikumine funktsiooni f(x,,x,,...) suure > summary (mudel) 000 005 040 0415

vaartuse korral viib suurema dispersioonini kui
vdikse funktsiooni f vaartuse korral.

log(Y) = log (f(xy,z2,...)) + log(s)

x

Call:
Im(formula = log(y) ~ vanus + I(vanus”2)
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t]
(Intercept) -9.9071484 0.1157983 -85.56 < 2e-16
vanus 0.7676614 0.0597481 12.85 < 2e-16
I(vanus”2) 0.1025314 0.0091886 11.16 < 2e-16
I (vanus”3) 0.0499722 0.0004321 115.65 < 2e-16
factor (sugu) tiidruk 0.0552633+ 0.0161596 3.42 0.000652

Tudrukutel on Y-tunnuse
vaartused 5,5% suuremad
kui sama vanadel poistel...

Kuidas t6lgendad?

+ I(vanus”3) + factor (sugu))
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Box-Cox’i transformatsioon

[P -1 A£0
Y_{ In(Y) A=0

transformeeritud Y
2
|

Box-Cox’i transformatsioon, A leidmine

L0 =D/ A0
Y—{ my) A=0

Eeldame, et peale transformeerimist oleme saanud ilusa
normaaljaotuse ja konstantse dispersiooni: v~ N(Xﬁ;aZI)

fy» = 2mol| 7P exp (=0,5(y" = XB)" (¢’ D) (y* — XB))

fy = 2701~ exp (<0503 = XB)T (#*D) M y” ~ X)) - (3, M)

fy = 127017 exp (—0,5(y" — XB)" (¢* D)~ (y* — X)) - H !
i=1

maksimeerime numbriliselt

Box-Cox’i transformatsioon, A leidmine

Y { m(y) A=0

Box-Cox’i transformatsiooni saab teha R’is
funktsiooni boxcox abil:

library(MASS)

95%

boxcox(y~x, lambda=seq(-0.1,0.5,0.01))8 -

log-Likelihood
620
|

640
I

-660
L

Opikunaide tundub lihtne...

jiikide hajuvus on konstantne jiikide hajuvus pole konstanine
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Praktikatikas...
Naide: jaakide hajuvus on konstantne

rstudent(m)
0
|

Valimi miinimum on (enamasti) seda vaiksem, mida
suurem on valim

Valimi maksimum on (enamasti) seda suurem, mida
suurem on valim

Piirkonnas, kus on palju vaatluseid, on
hajuvusgraafiku ulatus — maksimumi ja miinimumi
vahe — suurem. Sestap tundub inimsilmale ka seal
piirkonnas jaakide varieeruvus olevat suurem...

Vale mudel voib viia arvamuseni, et
konstantse hajuvuse eeldust on rikutud...

Scale-Location
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IStandardized residuals!
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Fitted values
Im(y ~x)

Konstantse hajuvuse eeldusest
Mida veel saaks teha?

Kasuta uldistatud vahimruutude meetodit
(vota arvesse vaatluste erinev hajuvus)
- Dispersioonanaliiiisi segamudelid
- Korduvméétmiste analiilis

Kaalu tldistatud lineaarseid mudeleid
(kus uuritava tunnuse hajuvus voib sdltuda
uuritava tunnuse keskvaartusest)

- Uldistatud lineaarsed mudelid




Mudeli kuju valikust —tundmatu

seose ldhendamine
Toivo Leiger,
Matemaatiline analiis Il

Lause 3.18 Olgu f loigus [a,b] pidev funktsioon. Siis iga s > 0 jaoks leidub selline treppfunktsioon
h: [a,b] — R, mis rahuldab tingimust

|f(x) = h(x)| < e igax € [a,b] korral.

o

x< 10| 10<x<30 x>30

90

Mudeli kuju valikust —tundmatu

seose ldhendamine
Toivo Leiger,
Matemaatiline analiiis Il

Lause 3.19 Olgu f loigus [a.b] pidev funktsioon. Siis leidub iga £ > 0 jaoks loigus [a,b] tikati

lineaarne funktsioon h, mis rahuldab tingimust

|[f(x) = h(x)] < ¢ igax € [a,b] korral.

—tegelik seos
— b-spline, degree=1, df=7

B-splainid B-spliinid (ruutsplain)

abi1 = I(Kaugus>540) * (Kaugus-540)
abi2 = |(Kaugus>620) * (Kaugus-620)

ja lasta seejarel hinnata jargmise lineaarse mudeli parameetrid:

log(suhe) = c0+c1 Kaugus + c2 abi1 + ¢c3 abi2 + e.

abi1 = I(Kaugus>540) * (Kaugus-540)>2
abi2 = I(Kaugus>620) * (Kaugus-620)2

ja lasta seejarel hinnata jargmise lineaarse mudeli parameetrid:

log(suhe) = c0+c1 Kaugus+c1 Kaugus2+ c2 abi1 + c3 abi2 + e.
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Mudeli kuju valikust —tundmatu

seose ldhendamine
Toivo Leiger,
Matemaatiline analiiis Il

Teoreem 6.26 (Weierstrassi lahendusteoreem,). Iga loigus [a,b] pideva funktsiooni f korral
leidub selline poliinoomide jada (P,). mis koondub funktsiooniks f iihtlaselt loigus [a,b] .

— tegelik seos
/A —Y:p0+p1x+p2x2+p3x3+pr4+p5x5+psx6+p7x7+
T T T T T T
0 20 40 60 80 100

Mudeli kuju valikust — tundmatu
seose lahendamine Sessoonsuse modelleerimine

Olgu tunnus X nditeks pdev aastas (1..365). Tahame iseloomustada
mingi naitaja Y sOltuvust aastaajast (sessoonset — aastaaegadest
tingitud - muutumist, mitte pikaajalist trendi). Tahame, et kohal
X=366 oleks graafik sealsamas kus paeval X=1 (sest m&lemad
nditavad sama kohta ajas). Seega X+365=X.

Siis teeme abitunnused jargmise eeskirja alusel:
X,=cos(2:1/365 - X); X,=sin(2:1/365 - X)

Vajadusel lisa veel tdiendavaid tunnuseid:
X3=cos(2- 2-1t/365 - X); X,=sin(2- 2-1/365 - X)
Xs=cos(3- 2-1t/365 - X); X=sin(3- 2-1/365 - X)

Normaaljaotuse eelduse kontrollimisest

Regressioonanaliiiisis radkisime, et paljud arvutustulemused, nagu
olulisustdendosused (p-value) ja tolerantsi (vOi prognoosiintervallid) on
oiged vaid siis, kui funktsioontunnuse jaotus on normaaljaotus. Vaatame
niidet: soovime prognoosida tunnuse Y viartuseid tunnuse X véartuste
abil lineaarse regressioonimudeli abil. Tunnuste X ja Y tdendosuspaberid
ja histogrammid on toodud all. Kas mudeli eeldused on rahuldatud?

Freauency

Normal Q-Q Plot

Normal Q-Q Plot
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Theoretical Quanties.

Histogram of X
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Ulaltoodud néites polnud normaaljaotuse ndue rahuldatud ja testitulemused
osutuvad vigagi eksitavateks! Selle mdistmiseks vaatame mudeli jadkide
graafikut — pole ju tegemist normaaljaotusega:

Normal Q-Q Plot Histogram of r
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Milles asi?
Iga Y véirtus peab olema normaaljaotusega juhuslik suurus — aga need
normaaljaotused on iga isendi/objekti puhul erinevad!

Uhe vaatluse puhul kontrollima, kas ta
voiks olla parit normaaljaotusest N(74,
. 5) ja teise vaatluse puhul uurima, kas ta
% f voiks olla périt normaaljaotusest

B N(174, 5)! Pannes koik Y-tunnuse
o . Y~N(174,5 védrtused iihte patta ja joonistades
tihise histogrammi ei suuda me kuidagi
kontrollida, kas {iks vaatlus oli iihest ja
: ° teine teisest normaaljaotusest!
Lahendus: Lahutame vaatlusest
oodatava keskvaartuse (saame mudeli
jédgi) ja vaatame, kas sel viisil
vorreldavaks muudetud véirtuste
jaotuseks on normaaljaotus!

Niide 2 — funktsioontunnuse (Y) normaaljaotuse eeldus
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Kust nden ndude rahuldatust? Uurides mudeli jadke!

Normal Q-Q Plot Histogram of r
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Normaaljaotuse eelduse kontrollimisest —
kvantiil-kvantiil graafik

Normaaljaotuse eeldusest

Asymptotic Validity of F Tests for the Ordinary Linear Model
and the MultipleCorrelation Model
Author(s): Steven F. Arnold

- " Normal @ Source: Journal of the American Statistical Association, Vol.
o i 75, No. 372 (Dec., 1980), pp.890-894
&o(m | odx‘ﬁo
4 ®
-4 ° y;
d 2 Artikli sisu:
5 o 3 | Kui Hubberi tingimus on rahuldatud (maksimaalne
3; mdjukus koondub 0-ks) ja kui rank(X)/n koondub
n=length(y) = j R g 0-ks, siis on F-test ja t-test asimptootiliselt
xx=gnorm( (1:n)/(n+1)) | & ol korrektsed
yy=sort(rstandard(m)) ° sl
par(mfrow=c(1,2)) 2 4012 2 40 12
p|ot(xx’yy) XX Theoretical Quantiles
plot(m, 2)
Kas normaaljaotuse ndue on rahuldatud? Kvantiil-kvantiil graafik (qg-plot)
Kui normaaljaotus, siis asuvad punktid enam-vahem sirgel...
Normal Q-Q
Y-tunnuse histogramm o
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Kvantiil-kvantiil graafik (qg-plot)
Mis on tegelikult graafikul kujutatud (peamine idee)?

Vaatlused (jarjestatud):

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Kvantiil-kvantiil graafik (qg-plot)
Mis on tegelikult graafikul kujutatud (peamine idee)?

Vaatlused (jarjestatud):

1 2 3 4 5 6 7 8
— — — — — —_—
10% \10% 10% 10% 10% 10% 10% 10%

Valimi

0,1-kvantiil

Valimi
0,2-kvantiil

9
— —

10%

10%

Kvantiil-kvantiil graafik (qg-plot)
Mis on tegelikult graafikul kujutatud (idee)?

Vaatlused (jarjestatud):

1 2 3 4 5 6 7 8 9
e T e e T e T

10% 10% 10% 10% 10% 10% 10% 10% 10% 10%

Kui vaatlused oleksid normaaljaotusega (sama hajuvuse ja keskvaartusega
kui meie vaatlused), siis kui suur — ootuspéaraselt - oleks pidanud olema 9-st
vaatlusest vaikseim?

=q(1/(n+1))

q((1+3/8)/(n+1-2*3/8))
q((1+1/2)/(n+1-2*1/2))

Vastus: 0.91

Millised oleksid pidanud olema — ootuspéraselt — 0,1-kvantiil, 0,2-kvantiil jne?
0.91 245 3.43 4.25 5.00 5.75 6.57 7.55 9.09

Kanname saadud arvud joonisele!

Normal Q-Q Plot

sample Quantiles

Theoretical Quantiles




Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles
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Theoretical Quantiles

Andmetega kdige paremini sobituva normaaljaotuse asemel
vGime kasutada ka standardset normaaljaotust — graafiku kuju
jaab samaks!




