Peatukk 1

Sissejuhatus

1.1 Lineaarse mudeli definitsioon

Lineaarne mudel on mudeli parameetrite lineaarne funktsioon. Tiiiipiline li-
neaarne mudel ndeb vélja jirgmine:

y=X8+e¢, (1.1)

kus y on n x 1 vektor, mis sisaldab n vaadeldavat (voi méodetavat) vaartust,
X on n x p maatriks, mille elementideks olevaid konstante me teame. Maat-
riksit X tuntakse sageli ka mudeli- voi disainimaatriksi nime all; 3 on p x 1
hindamist vajavate (tundmatute) parameetrite vektor; € on n x 1 juhuslike
vigade vektor (sageli rddgitakse temast ka kui mudeli jadkide voi prognoosi-
vigade vektorist). Nii y kui € on juhuslikud vektorid. Eeldades, et tehtavad
mootmistulemused pole siistemaatiliselt valed ehk nihkega (Ee = 0 voi, kui
X on juhuslik, E(g|X) = 0) saame, et

E(y[X) = XB. (1.2)
Lisaks eeldame, et mudeli jadgid  juhuslikud vead € = pole korreleeritud,
(D(y|X) =) D(e) = o°I. (1.3)

Moningate tulemuste tarvis ldheb tarvis veel eelduseid juhuslike suuruste
jaotuste kohta. Sellisel juhul eeldame, et € on n-mootmelise normaaljaotu-
sega juhuslik vektor, € ~ N(0; 0?I) ja soltumatu mudeli maatriksist (e L X).
Selliste eelduste kehtides peab aga ka y tinglik jaotus (tingimusel, et X on
antud) olema normaaljaotus:

y|X ~ N(X3;0%I). (1.4)
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Tihti vaadeldakse praktikas ka situatsioone, kus X on uurija poolt fikseerita-
vad/médratavad katsetingimused, seega pole maatriksi X elemendid juhus-
likud. Sellisel juhul taandub jaotuse eeldus 1.4 noudeks, et uuritav tunnus y
oleks normaaljaotusega:

y ~ N(X3;0°T). (1.5)

Niide 1.1 Lihtne lineaarne regressioon.
Vaata nditeks mudelit

yi:ﬂ0+61xi+€i’i:15"'a6>

kus (z1,22,...,26) = (1,2,3,4,5,6) ja mudeli vead ; on soltumatud ju-
huslikud suurused jaotusega &; ~ N(0;02). Maatrikskugjul kirjapandult nicks
antud regressioonimudel valja jargmine:

Y1 1 1 €1
Y2 1 2 £9
ys | _ |13 [ Bo ] 4 | e
Y4 1 4 B1 €4
Ys 1 5 €5
L Y6 | L1 6 ] | €6 |
y = X J6] + e.

Niide 1.2 Dispersioonanaliiiis.
Uhe faktoriga dispersioonanaliiiisi mudeli

Yij = P+ o + €45,

kusi=1...3, j=1...n (ni,n2,n3) = (3,1,2), saab maatrikskujul kirja
panna jirgmiselt:

Y11 1 1 0 0 &1
Y12 1100 % €2
Y13 - 1 1 0 0 aq €3
Y21 1 01 0 (D) + €4
Y31 1 0 0 1 asg €5
L Y32 | 1 0 0 1] L €6
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1.2 Lineaarse mudeli eeldustest

Lineaarse mudeli eeldustel ja sellel, kuidas tehtud eelduste paikapidavust
kontrollida (ning mida teha, kui eeldused paika ei pea) peatume tosisemalt
edaspidi. Siiski tahaks juba siin tdhelepanu juhtida paarile asjaolule, mis ehk
aitaksid paremini moista lineaarse mudeli definitsiooni ennast.

Esindav valim

Lineaarset mudelit kasutatakse sageli prognoosimiseks — kas tulevaste vaat-
luste prognoosimiseks voi mootmata jadnud vaatluste prognoosimiseks (seose
kirjeldamine populatsioonis). Prognoosimisel tekib aga lisaeeldus, mis nouab,
et ka tulevaste vaatluste jaoks peab kehtima sama mudel, ehk teisisonu:

Yuus = qusﬁ + Euus,

kus tundmatute parameetrite vektor 8 on seesama mis vaatlusandmeid ge-
nereerinud mudelis 1.1. Kui vaatluste genereerimisel on kasutatud iihte meh-
hanismi, hiljem tahetakse teha aga jareldusi teistsuguse olukorra tarvis, siis
voib ette tulla pettumusi — hinnatud mudel kirjeldab vaatlusandmeid teki-
tanud protsessi, mitte aga seda protsessi, mille vastu huvi tunti! Teisisonu —
kui valim pole esindav valim meid huvitava {ildkogumi jaoks, siis on ka saa-
davad prognoosid/tehtavad jareldused valed. Olukorda iseloomustab joonis
1.1.

Kuna voime arvata, et meie valim pole esindav valim? Mdéned voimali-
kud tahelepanekud: kiisimustele vastama noustuvad inimesed pole esindavad
koigi inimeste jaoks (vastama noustuvad eelkdige need, kel on aega: pensio-
nérid, t66tud, lapsed,...; need kellel on mingi probleem, mida kiisitlejale kui
inimesele kurta — vastajad kipuvad sageli olema haigemad, neil on just katki
ldinud uurijale huvipakkuv tehnikavidin ning neil on seetottu tarvidus teh-
nikavidina valmistajat siunata vms). Probleeme voib tekitada ka andmete
kogumise viis  arsti poole p6érdunud seenhaiguse all kannatajad ei pruu-
gi olla seenhaiguse all kannatajate jaoks esindav valim — sest arsti poole
poorduvad eelkoige tosisemate tervisehddadega patsiendid.

Samuti ei pruugi majanduslanguse ajajiargul kogutud andmetest olla kasu
olukorras, kus majandus taas tousule pddrdub ja vastupidi — majandusliku
tousu ajal kogutud andmed pole esindavaks valimiks majanduslanguse aja-
jirgu jaoks. Konkurendi lisandumisel turule voib olukord turul muutuda ja
varasemad andmed osutuda vidrtusetuks jne.

Esindusliku valimi saamiseks voib kasutada lihtsat juhuslikku valikut (see
pole kaugeltki ainus viis esindusliku valimini joudmiseks, kuid statistiku vaa-
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Joonis 1.1: Halb valim
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tevinklist ehk koige lihtsam ja riskivabam meetod). Kuid isegi kui olemas on
lihtsa juhusliku valiku abil saadud juhuslik valim, tuleb meeles pidada, et
uuritav populatsioon ise voib ajas muutudal

Kasutatav mudel peab olema oige

Kui seose kuju kirjeldavate tunnuste, mille pohjal moodustati mudeli maat-
riks X, ja prognoositava tunnuse Y vahel pole selline, nagu mudel vii-
dab, siis voivad tekkida probleemid. Mitte iga kahe pideva tunnuse vahe-
lise seose kirjeldamiseks ei sobi niiteks lihtne linearne regressioonimudel:
yi = Po + P1x; + ;. Sellise mudeli kasutamisel ja pimesi uskudes tema Gig-
sust voime lasta end kergesti eksitada, vaata ka joonist 1.2.

Antud seose iseloomustamiseks, seose olemasolu kontrollimiseks ja prog-
nooside tegemiseks sobivad suurepéraselt lineaarsed mudelid, tuleks vali-
da lihtsalt oige voi ,0igem“ lineaarne mudel. Eelmisel joonisel kujutatud
seose modelleerimiseks sobib néiteks péris hésti jargmine lineaarne mudel
yi = Bo + Brwi + Box? + Baxd + Bax} + Bsxd + &4, vaata ka joonist 1.3.
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Joonis 1.2: Vale mudel
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Tasub tdhele panna, et molematel joonistel kujutatud mudelid on li-
neaarsed mudelid  st. tegemist on tundmatute parameetrite 3-de lineaarse
funktsiooniga (aga mudelis voib sees olla argumenttunnuse x mistahes funkt-
sioon!)

Normaaljaotuse eeldus

Mboéningate tulemuste saamiseks (niiteks prognoosiintervalli leidmiseks) peame
eeldama, et uuritava tunnuse tinglikuks jaotuseks on normaaljaotus, y|X ~
N(XB;10?). Sageli vaadeldakse ekslikult mainitud eelduse kontrollimiseks
uuritava tunnuse marginaaljaotust, néiteks kasutades histogrammi voi toe-
ndosuspaberit (QQ-plot). Miks ei sobi kasutada uuritava tunnuse histogram-
mi mainitud eelduse paikapidavuse kontrollimiseks?

Jiadkide soltumatuse ja konstantse hajuvuse eeldus

Mudelit kirja pannes eeldasime, et De = o?I. Aga kas périselus nimetatud
eeldus ikka kehtib? Mis voib minna viltu? Vahel tasub kontrollida, kas moni
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jireldus, mida saame antud eelduse pohjal teha, ikka périselt ka paika peab.
Vahel kontrollitakse, ega soltuva tunnuse vddrtuste (voi mudeli prognoosi)
kasvades uuritava tunnuse hajuvus ei suurene (kui suureneb, siis pole kons-
tantse hajuvuse eeldus rahuldatud); testitakse jérjestikuste mudeli jadkide
soltumatust (mootmisaparatuuri kalibreerimisvead voivad néiteks tekitada
sellist jadkide vahelist autokorrelatsiooni) jne.

Joonis 1.3: Parem mudel
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Peatiukk 2

Mudeli parameetrite hindamine

Mudeli parameetrite hindamiseks on mitmeid erinevaid véimalusi. Uhel viisil
leitud hinnangutel on ithed head omadused, teisel viisil leitud hinnangutel
jélle teised head omadused. K&esolevas peatiikis hindame lineaarse mudeli
parameetreid kolmel erineval viisil  vdhimruutude meetodil; suurima toe-
pédra meetodil ja parima lineaarse nihketa hinnangu abil.

2.1 Vahimruutude hinnang

Vihimruutude meetodi puhul leitakse mudeli parameetrite 3 hinnang B sel-
liselt, et tekkivate prognoosivigade e = y — X3 ruutude summa Y ;- ; e? =
e’e oleks minimaalne; teisisonu minimeeritakse avaldise

SB) = (y - XB) ' (y — XB)

vaartus 3 jargi.
Funktsiooni S(8) miinimumi leidmiseks leiame esmalt tuletise vektori 3
jargi:

95(B) AyTy + BTXTXB — 2yTX3)
0B B
= 28TX"TX —2y’X,

vordsustame leitud tuletise nulliga ja teisendame veidi saadud vorrandisiis-
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teemi:
d5(B) _ 0
9B lp=p
28" XTX —2yTX = 0
xX'xp3 = XTy. (2.1)

Kui maatriks (X”X) on pooratav, siis saame vorrandisiisteemi (2.1) lahen-
diks
B=(XT"X)"'x"y.

Paraku pole maatriks XX sageli pooratav — isegi niites 1.2 toodud
lihtsa dispersioonanaliiiisi mudeli korral péérdmaatriksit (X7X)~! ei eksis-
teeri.

Mida siis teha? Kui otsime lahendeid vorrandisiisteemile Ax = b, siis ju-
hul, kui lahend leidub, avaldub ta kujul x = A~ b, kus A~ tdhistab maatriksi
A iildistatud poordmaatriksit (A~ on maatriksi A iildistatud poordmaat-
riks, kui A = AA~A). Tasub tédhele panna, et selline lahend pole {ildjuhul
iheselt miaratud — kuna iildistatud poordmaatriks ei pruugi olla iiheselt
méidratud. Seega, kui vorrandisiisteem (2.1) on lahenduv, avaldub lahend
kujul

B =X"X)"xTy. (2.2)

Leitud vdhimruutude hinnang ﬁ on iiheselt méaratud vaid juhul, kui
maatriks XX on pooratav. Kui aga XTX on kodunud, siis eksisteerib roh-
kem kui iiks lahend. Tépsemalt, iga B, mis avaldub kujul

B=X"X)"X"y +(I-(X"X)"X"X)u,

kus u on suvaline n-mootmeline vektor, osutub samuti vorrandisiisteemi 2.1
lahendiks.

Kuidas jdab vorrandisiisteemi lahenduvuse kiisimusega? Selgub, et vaa-
deldav vorrandisiisteem on alati lahenduv. Paraku ldheb lahenduvuse kor-
rektseks nditamiseks vaja moningaid tehnilisi oskuseid ja abitulemusi. Sestap
liikkkame toestuse korrektse vormistamise ja vihimruutude hinnangu oma-
dustega tutvumise seniks edasi, kuni oleme toestanud koik vajalikud abi-
tulemused. Kirjutame siinkohal vaid vélja vdhimruutude meetodil saadud
hinnangud y-le (v6i y keskvéartusele) ja anname ka valemi prognoosivigade
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arvutamiseks:
y = XB
X(XTx)"xTy
e = y-y

(I-XXTX)"xT)y.

Kuna maatriksit X (X7 X)~X Iiheb antud kursuse raames sageli vaja, siis
votame tema jaoks kasutusele uue tdhise:

Px := X(X"X)"xT. (2.3)
Kasutades uudset tihistus voime kirjutada: y = Pxy ja e = (I — Px)y.
Ulesanded
Vaata vabaliikmeta dispersioonanaliiiisi mudelit
Yij = i Feij, i =1...k,jg=1...n,.

Téesta, et vektori 87 = (1, ..., ) hinnang (2.2) on kirja pandav kujul

=T, Tr)

kus y, tdhistab ¢. grupist parit vaatluste aritmeetilist keskmist.



