Peatiikk 8

Lihtne lineaarne regressioon

Siin peatiikis opime kdejoonte jargi pikka voi lihikest elu ennustama
ehk
regressioonmudel, mudeli olulisuse testimine ja tema eeldused,
determinatsiooni- ja korrelatsioonikordaja

Néahes inimest, kelle ndgu kaunistavad rohked kortsud, oskame iiht-teist
tema kohta arvata ka siis, kui me midagi muud temast ei tea. Voime arvata,
et ta on vanem, elukogenud ja kiillap ka veidi konservatiivne (arvatavasti
eelistab ta ikka veel paberraamatut lugeda ning ehk ta ei ole kuulnudki
iPad’ist voi Kindlest...). Maistes iihe tunnuse (kortsude arv néos) seost teise
tunnusega (vanus) on meil voimalik "ennustada” meile tundmatu tunnuse
vaartuseid (oletada teise inimese vanust). Selline ennustamine voiks olla eriti
meelepérane siis, kui ithe tunnuse mootmine on suhteliselt lihtne ja odav
(piisab iihest pilgust inimese nikku mérkamaks ta kortse), samas kui teise
tunnuse mootmine on raske, kallis voi ohtlik (eks proovige kiisida daamilt
tema vanust!)

Vahel on erinevate tunnuste vahelised seosed toepoolest intuitiivselt mois-
tetavad ja piisab ka nende seoste pohjal tehtud ligikaudsetest jareldustest.
Mbonikord aga vajame voimalikult tdpseid tulemusi (hésti, on elukogenum,
aga kui palju elukogenum?), voi on tunnustevaheline seos meie jaoks iildse
moistatuseks  kas see iildse eksisteerib, ja kui, siis milline see on? Sellistel
juhtudel  kui tdpsus on oluline v6i kui intuitsioon ei aita  voib endale
appi paluda regressioonanaliiiisi.
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8.1 Sissejuhtaus

Kui uurimise all on kaks pidevat tunnust, mille vahelist seost tahame moista,
on enamasti tark esmalt vaadata tunnustevahelist hajuvusgraafikut. Jooni-
sel 8.1 on toodud Tartu Ulikoolis dppivate naistudengite pikkuse ja kaalu
vahelist seost kirjeldav hajuvusgraafik (scatterplot).

Joonis 8.1: Hajuvusgraafik
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Hajuvusgraafikult ndeme, et pikemad tudengid kipuvad ka kaalukamad
olema. Seost nende kahe tunnuse vahel voiks justnagu kirjeldada sirge abil.
Sageli ongi seost kahe tunnuse vahel iisna hésti voimalik kirjeldada sirge abil
(muidugi mitte alati, aga esimeseks lihendiks sobib sirge iillatavalt sageli).

Igaiiks voiks tommata seost iseloomustava sirge 1dbi hajuvusgraafikul ku-
jutatud punktipilve. Uldises vestluses, soprade seltsis, voime tdepoolest ra-
hulduda sellise kiega veetud sirgega. Paraku tombab {iks inimene veidi {ih-
temoodi sirge kui teine, isegi l1&bi sellesama punktipilve. Tekivad kiisimused
— milline sirge on parem, milline joonis viiks tdpsemate prognoosideni?

Parem on muidugi see sirge, mis viib voimaldab uusi, tulevasi va#rtu-
seid, voimalikult tépselt prognoosida. Paraku see, milline sirgetest osutus
paremaks, selgub alles tagantjirgi, siis kui prognoositavad siindused on juba
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toimunud. Enamasti tahaksime teha valiku sirgete vahel enne seda hetke.

Uks voimalus valida koikvoimalike seost iseloomustavate sirgete vahel
on jargmine. Vaatame, milline sirge prognoosib koige paremini olemasole-
vaid andmeid. Peaksime muidugi tdpsustama, mis mottes tdpsemalt (kuidas
moddame tipsust). Uheks parimaks tipsuse mdddupuuks on osutunud vi-
himruutude noue — eelistame sirget, mille puhul prognoosivigade ruutude
summa oleks minimaalne (alternatiivne sonastus: keskmine ruutviga oleks
minimaalne). Tépsemalt, kui . vaatlus on y;, tema prognoos regressioo-
nisirge abil (kui meid prognoosimisel abistava tunnuse vddrtus on z;) on
9; = Co + ¢1x;, siis valime ¢ ja ¢é; vadrtused selliselt, et prognoosivigade

ei = Yi—Yi
= y; —Co+ 1w

ruutude summa

oleks minimaalne. Joonisel 8.1 kujutaud pikkuse ja kaalu andmetega sobib
koige paremini jirgmine regressioonsirge:

kaal = —78,46 + 0,82 - pikkus,

ehk sirge, kus vabaliige ¢y = —78,46 ja sirge tous ¢; = 0,82, vaata ka joonist
8.10.

8.2 Regressioonanaliiilisi mudel

Kui kahe pideva tunnuse vahel eksisteerib statistiline seos, siis peaks iihe tun-
nuse vidrtuste muutudes muutuma ka teise tunnuse vadrtuste jaotus. Sageli
(kuid mitte alati) seisneb muutus selles, et ithe tunnuse vadrtuste kasvades
kipuvad teise tunnuse vddrtused olema ka suuremad (voi vastupidi viikse-
mad). Niiteks pikemad inimesed kipuvad ka rohkem kaaluma; suuremates
metsades kipub kasvama rohkem puid; mida rohkem inimene joob karastus-
jooke, seda lithem kipub olema tema eluiga. Kuigi suuremas metsas kipub
olema rohkem puid kui viiksemas metsas, ei tdhenda see veel seda, et ei voiks
esineda monda suurt ja horedat metsa, kus kasvab puid vihem kui modnes
tillukeses tihedalt viikseid noori puid téis metsas.
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Joonis 8.2: Prognoosivigade ruutude summat minimiseeriv sirge
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Regressioonanaliiiisi mudel kirjeldabki, kuidas muutub Y -tunnuse kesk-
vadrtus siis, kui vaatleme erineva X-tunnuse védrtustega objekte. Lihtsa li-
neaarse regressioonanaliiiisi mudel iitleb, et Y-tunnuse keskviirtus muutub
lineaarselt X-tunnuse vaédrtuste muutumisel:

EY = ¢o + . (8.1)

Kui radgime naistudengite pikkusest ja kaalust, siis voiks sobiv mudel vilja
ndha jargmine:

Ekaal = —78,46 4 0,82 - pikkus. (8.2)

Kuidas tolgendada antud mudelit? Kui vaataksime vaid 150cm pikkuseid
tudengeid, siis selliste tudengite keskmine kaal on antud mudeli jargi

—78,46 + 0,82 - 150 = 44,54kg.

See ei tdhenda, et iga 150cm pikkune tudeng peaks kaaluma tépselt 44,54
kg. Antud mudel lihtsalt vdidab, et 150cm pikkuste tudengite keskvadrtus
on 44,54kg. Samuti vdidab ta midagi ka 151cm pikkuste tudengite keskmise
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kaalu kohta. Sentimeetri vorra pikemate tudengite keskmine kaal peaks antud
mudeli jérgi olema —78,46 + 0,82 - 151 = 44,36kg ehk 0,82kg rohkem.

Toodud néidet voime iildistada andmaks regressioonsirge tousule (cq)
iildisemat interpretatsiooni. Kui vaatleme iihe sentimeetri vorra pikemaid
tudengeid, siis kasvab tudengite keskmine kaal sirge tousu ehk 0,82kg vorra.
Uldjuhul voiksime Gelda jargmist: kui vordleksime kahte gruppi uuritavaid,
kus iihes grupis on x-tunnuse vadrtus iihe ithiku vorra suurem kui teises uuri-
tavate grupis, siis oleksid y-tunnuse keskvidrtused gruppide vahel ¢; vorra
erinevad.

Sageli arvatakse ekslikult, et kui me suurendaksime z-tunnuse viartust
1 {ihiku vorra, siis suureneb y-tunnuse keskvéértus ¢; iihikut. See voib mo-
ningatel juhtudel ka nii olla, aga vaatlusandmete puhul ei pea see enamasti
paika: kui votaksime puntra tudengeid ja venitaksime neid piinapingil 1 cm
vorra pikemaks, siis antud piinaprotsedur ei tee neid onnetuid tudengeid veel
0,82kg vorra raskemateks!

Ka vabaliiget ¢y on vahel voimalik interpreteerida. Kui vaatleme vaid neid
uurimisobjekte uuritavas populatsioonis, kelle puhul z-tunnuse viartus on 0,
siis uuritava populatsiooni taoliselt valitud alamhulga y-tunnuse keskviaar-
tust nditabki vabaliige. Kuna aga Ocm pikkust naistudengit ei eksisteeri, siis
pole ka antud juhul vabaliikmel sisulist tdhendust. Samuti ei tohiks antud
sirget kasutada néiteks vastsiindinud 50cm pikkuse lapse kaalu leidmiseks:
antud regressioonsirge leidmiseks kasutatud tudengite valim voib olla kiill
esindav koigi 2. kursuse tudengite jaoks, kuid pole kindlasti esindavaks va-
limiks vastsiindinute jaoks. Niiteks tudengineiude keskmine kaal on 59kg,
vastsiindinute keskmine kaal on aga kindlasti midagi muud. Arvamine, et
tudengite jaoks leitud regressioonsirge voiks sobida vastsiindinute kirjelda-
miseks, on sama absurdne, kui arvata, et tudengite keskmine kaal kirjeldab
vastsiindinute keskmist kaalu. Regressioonmudelite kasutamisel tuleb hoole-
ga jalgida, et uuritav, kelle y-tunnuse viartust soovime prognoosida, kuuluks
ikka samasse uuritavasse populatsiooni mida kirjeldab kasutatav regressioon-
mudel.

On viheusutav, et iithe konkreetse tudengi kaal oleks tépselt vordne tu-
dengite keskmise kaaluga. Kui tahame kirja panna mudelit juhuslikult vali-
tud tudengi kaalu jaoks, siis peame arvestama, et tema kaal erineb rohkem
voi vithem keskvadrtusest. Isiku eripédra, tema kaalu erinevust keskvaartusest
(hélvet) tdhistatakse sageli siimboliga e:

kaal = —78,46 + 0,82 - pikkus + ¢. (8.3)
Kui varem kirja pandud regressioonmudel (8.2) kirjeldas, kuidas kaalu kesk-
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vaartus muutub erineva pikkusega tudengitel, siis regressioonmudel (8.3) kir-

jeldab, kuidas (juhuslikult valitud) tudengineiu kaal soltub pikkusest.
Valimis on moodetud paljude uuritavate y-tunnuse vaartused. Kui soo-

vime radkida niiteks ¢. tudengi kaalust, siis voime kasutada ka alaindekseid:

kaal; = —78,46 + 0,82 - pikkus; + ;.

Nii on ¢. tudengil oma isiklik kaal (kaal;), pikkus (pikkus;) ja hélve ehk
erinevus keskmisest (g;).

Keskmine erinevus keskmisest peab muidugi olema null (Ee = 0), sest
muidu poleks keskmine enam keskmine. Vahel aga tekib vajadus tédpsusta-
da, kui suured ja millise jaotusega voivad olla hélbed ehk iiksikindiviidide
erinevused keskmisest. Sageli eeldatakse (ja tihti ka on) hélbed normaaljao-
tusega, € ~ N(0;0.-2). Sellisel juhul on ka y-tunnuse jaotuseks normaaljaotus.
Tudengite kaalu-pikkuse néite korral saame néiteks hilvete normaaljaotust
eeldades kirja panna, millise jaotusega on mingi kindla pikkusega tudengite
kaalud:

kaal ~ N(—78,46 + 0,82 - pikkus; 0.2),

voi iildisema juhu tarvis kirjapandult:
y ~ N(co+ c1a;0.%) (8.4)

Taolises olukorras kiputakse rdidkima, et uuritav tunnus on normaaljaotu-
sega (nditeks kaal on normaaljaotusega). Paraku tekib siin oht segi ajada
kahte tédiesti erinevat asja. Regressioonanaliiiisi juures peetakse silmas, et y-
tunnuse viartused mingi fikseeritud z-tunnuse védrtuse korral on normaal-
jaotusega. Niiteks 160cm pikkuste tudengite kaalud on normaaljaotusega.
Samuti eeldatakse, et 170 cm pikkuste tudengite jaotus on normaaljaotuse-
ga. Aga need kaks normaaljaotust on erinevad, erinevate keskviartustega.
Vahel voib esineda olukordi, kus y-tunnuse jaotus iga konkreetse x-tunnuse
vaartuse korral on normaaljaotusega, kuid y-tunnuse enda jaotus (iile eri-
nevate z-tunnuse vadrtuste) siiski pole normaaljaotusega. Ka sellisel juhul
radgime, et regressioonanaliiiisi jadgid on normaaljaotusega ja normaaljao-
tuse eeldus on tdidetud. Taolist voimalikku olukorda kirjaldab joonis 8.3.

Tuleb silmas pidada, et regressioonmudel (8.4) ei kirjelda dra mitte ainult
seda, kuidas y-tunnuse keskviirtus z-tunnuse viartuste muutudes muutub,
vaid kirjeldab &ra ka selle, kui kaugele keskvédrtusest iiksikvaatlused sattuda
voivad.

Nagu iga mudel, on ka kaalu ja pikkuse omavahelist seost kirjeldav regres-
sioonanaliiiisi mudel (veidi) vale. See ei tdhenda, et antud mudelist ei voiks
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Joonis 8.3: Normaaljaotusega jédkidega regressioonanaliiiisi mudel 8.4
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olla kasu pikkuse ja kaalu omavahelise seose moistmiseks voi uute, valimis
mitteesindatud tudengite kaalu prognoosimisel pikkuse abil. Samas tuleks
siiski kontrollida, kas lineaarne seos vihemalt ligikaudseltki sobib kirjelda-
ma seost y ja x tunnuste vahel. Mudeli sobivuse kontrollimise voimalusi on
lihemalt kirjeldatud alapeatiikis ?7.

8.3 Hinnang ja tema tapsus

Uuritavas populatsioonis voib ju y-tunnuse keskvidrtus soltuda xz-tunnuse
vadrtustest lineaarselt, EY = ¢+ ¢z, kuid tavaliselt, vihemalt eluteadustes,
pole voimalik kordajate ¢y ja c¢; vddrtust voimalik leida teooriale toetudes.
Nimetatud tundmatud kordajate cg ja c¢; hinnangud ég ja ¢; tuleb leida valimi
pohjal. Valimi pohjal tehtud hinnang on aga paratamatult ekslik, seega tuleb
kirjeldada ka hinnangu tépsust.

Esmalt hinnangust endast. Tavaliselt hinnatakse parameetrid ¢y ja ¢;
vahimruutude meetodil, st minimiseeritakse olemasolevate vaatluste “prog-
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noosimisel” tekkivate prognoosivigade ruutude summa:

o, ¢1 = argmin (y; — (co + clac))2
C€o,C1

Miks eelistatakse vihimruutude meetodit? Saksa teadlane Gauss tdestas ni-
melt paar sajandit tagasi teoreemi, mida tédnapéeval tuntakse Gauss-Markovi
teoreemi nime all. Antud teoreem viidab jargmist:

Kui

e tegemist on juhusliku valimiga;
o tegelikult kehtib seos EY = ¢g + c1;
e kui jisgid on sama dispersiooniga iga x viidrtuse korral, De = 0.2 Vz

siis

on vihimruutude meetodil saadud hinnangud ¢g ja ¢; koige tdpsemad nihketa
hinnangud parameetritele ¢y ja c;. Lisaks on parameetrite cg ja ¢; mistahes
lineaarkombinatsioonile (néiteks suurusele co+cix) koige tdpsemaks nihketa
hinnanguks vihimruutude meetodil saadud hinnanguid kasutav lineaarkom-
binatsioon (¢g + ¢1x). Mérkus: inglise keeles tuntakse sellist hinnangut nime
all BLUE - Best Linear Unbiased Estimator.

Jargnevalt moned selgitused teoreemi sonastuse kohta.

Nihketa hinnang tdhendab keskmiselt 6iget hinnangut, st iithe valimi kor-
ral voime saada kordaja c¢; hinnangu liiga suure ja mone teise valimi korral
liiga viikese, aga keskmiselt, iile kdoikmoeldavate valimite, annab hinnangute
keskmine kokku parameetri dige viirtuse.

Mida tdhendab tdpsem antud teoreemi seisukohast? See ei tdhenda, et
moni teine meetod ei voiks mone konkreetse valimi korral anda tédpsemat tu-
lemust. See tdhendab seda, et kui votaksime palju juhuslikke valimeid, ning
iga valimi pohjal hindaksime meid huvitavad parameetrid, siis iikski teine
meetod ei anna viiksema dispersiooniga (viiksema varieeruvusega) hinnan-
guid. Kuna nihketuse noudest tulenevalt peavad koik hinnangud kéikuma
Oige parameetri vadrtuse iimber, siis viike hinnangute varieeruvus tdhendab
iihtlasi seda, et nad peavad (enamasti) olema lihedal hinnatava suuruse toe-
lisele vadrtusele.

Tavaliselt leitakse regressioonmudeli parameetrite hinnangud arvuti abil.
Samas pole nende leidmine ka eriti keeruline, sestap toome siin igaks juhuks
dra ka nn késitsi arvutamiseks kolvulikud valemid ja vihje nende tuletuskéi-
gule.
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Mudeli jaakide (ehk prognoosivigade) ruutude summa (mida minimisee-

ritakse) on
n

fleo,e1) = (4 — co — crmi)’,
i=1
Seda summat kisitletakse tundmatute parameetrite ¢y ja ¢; funktsioonina.
Selleks, et leida, millised ¢y ja ¢ vdartused minimiserivad jaakide ruutude
summa, tuleb leida funktsiooni f(cg, 1) tuletised ¢g ja ¢p jargi ja vordsustada
need nulliga. Saadud vorrandisiisteemi

Of(cose1) _
o) —o
Of(coscr) _
o) — g

lahendiks (vajaik algebra pole keeruline, void ise ka proovida tuletuskiiku
1abi teha!) on

L M YT = Y Yi Dy T
ny g xi? — (0 xi)z
R Yo Yi— Gy T

co =
n

Muidugi, toeline matemaatik kontrolliks tdiendavalt, kas vaadeldaval funkt-
sioonil on kohas ¢y, ¢; ikkagi miinimum (seda ta on) ja mitte naiteks maksi-
mum (kui vordsustame funktsiooni tuletise nulliga, voime tulemuseks saada
kas funktsiooni maksimumi, miinimumi véi ki&nukoha...).

Milleks selline piinarikas korvalepoige matemaatika valda? Selleks, et
moista: matemaatikud/statistikud muretsevad tundmatute parameetrite ¢
ja ¢ vaartuste leidmise pérast. Regressioonmudel (8.1) on otsitavate para-
meetrite cg ja ¢; lineaarne funktsioon. Sellepérast kutsutakse antud regres-
sioonmudelit ka lineaarseks (regressioon)mudeliks. See, kas seos tunnuste X
ja Y vahel on lineaarne, ei oma tegelikult mingit tdhendust. Naiteks mudeli

EY =c¢y+ axd
puhul on tegemist lineaarse (regressioonanaliiiisi) mudeliga, mudeli
EY = ¢+ iz

puhul aga pole tegemist lineaarse regressioonimudeliga (sest tegemist on pa-
rameetri ¢; ruutfunktsiooniga).
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Leitud hinnangud ¢éy, ¢; on paraku justnimelt hinnangud, ehk veidi roh-
kem voi vihem valed. Kui erinevaid hinnanguid me erinevates (sama suu-
rusega) juhuslikes valimites voiksime néha, seda kirjeldab (hinnangu) stan-
dardviga ehk hinnangu standardhélve.

Kuna lineaarse regressioonmudeli parameetrite hinnangute ja nende stan-
dardvigade arvutus on juba iisnagi arvutusmahukas tegevus, siis kasutatak-
se nende leidmiseks enamasti arvutite abi. Alljargnevalt toetume siingi iihe
statistikapaketi (R) véljundile edaspidistes arutlustes. Ka teiste statistika-
pakettide abil on voimalik teha sarnaseid arvutusi ja jouda samasuguste
tulemusteni.

Alljargnevalt vaatame véljavotet statistikapaketi R poolt lineaarse reg-
ressioonimudeli kohta triikitavast valjundist:

> mudel=1m(kaal~pikkus); summary(mudel)
[...]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) -78.45948 9.42448 -8.325 7.92e-16 *x*x*
pikkus 0.81972 0.05609 14.615 < 2e-16 **x

Residual standard error: 7.298 on 506 degrees of freedom

[...]

Programmi R abil leitud hinnang — kuidas tudengi kaal soltub pikku-
sest — on samasugune nagu juba varem sai kirja pandud: kaal = —78,46 +
0,82 - ptkkus + €. Ndeme, et tunnuse pikkus ees olev kordaja hinnangu
¢1 = 0,8197 standardvea hinnang on 0,056, ehk s(¢;) = 0,056. Kui palju
erinevaid teadlaseid votaksid tédpselt samasuured juhuslikud valimid Tartu
Ulikooli (nais)tudengitest, ning kui koik need teadlased hindaksid lineaarse
regressioonmudeli abil, kuidas soltub tudengite keskmine kaal tudengi pik-
kusest, siis nende teadlaste poolt néhtud regressioonsirgete tousude (hin-
nangute ¢1) standardhilve oleks ligikaudu 0,056. Saab niidata, et (erinevate
teadlaste poolt leitud) hinnangute ¢; jaotuseks on ligikaudselt normaaljao-
tus (kui tegemist on kas suure valimiga voi kui regressioonmudeli jadgid on
normaaljaotusega). Normaaljaotuse puhul jaab aga 95% juhusliku suuruse
vaartustest keskvidrtusest vihem kui kahe standardhilbe kaugusele. Kuna
viahimruutude meetod tagab regressiooniparameetritele nihketa hinnangu,
siis saame radkida, et 95% teadlastel on nende poolt leitud regressioonisirge
tousu hinnang ¢; vihem kui kahe standardvea kaugusel toelisest viartusest
c1. Ka meie poolt vaadeldud hinnangu (0,82) kohta ei oska me 6elda, kas
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ta iile- voi alahindab tegelikku regressioonsirge tousu (seda, mida néeksime,
kui kiisitleksime lopmatult palju tudengeid), kuid voime olla iisna kindlad,
et erinevus tegeliku ja meie poolt ndhtud numbri vahel ei tohiks olla suurem
kahest standardveast. Samasuguse arutluskiiku voime soovi korral korrata
ka vabalitkme ¢y kohta.

Kui soovime matemaatiliselt korrektselt leida 95% usaldusintervalli pa-
rameetri ¢; (vOi ¢p) tegelikule védrtusele, peame arvestama, et kasutatav
standardviga on samuti hinnang (ning voib olla seetottu ka ise veidi vigane).
Korrektse usaldusintervalli leidmiseks peame seetottu kasutama t-jaotuse
kvantiile normaaljaotuse kvantiilide asemel (mistottu venib usaldusintervall
veidi laiemaks). Matemaatiliselt korrektne arvutusvalem leidmaks (1 — «)-
usaldusintervalli parameetrile ¢; on

61 + ta/g;dfs(él) e él + tlfa/2;dfs(él)7

kus df, t-jaotuse vabadusastmete arv (regressioonmudeli kontekstis tuntud
ka kui jadkide vabadusastmete arv), leitakse valemiga:

df = vaatluste arv — regressioonmudeli parameetrite arv

= n—2

Esitatud valemit tuleb veidi kommenteerida ja tdpsustada: lihtsa regressioon-
mudeli korral on tegemist kahe hinnatava parameetriga, cg ja c1, seega lahu-
tatakse vaatluste arvust maha 2. Keerukamate mudelite korral, kus uuritava
tunnuse (kesk)vdirtuse muutumist kirjeldatakse rohkemate tunnuste ja ena-
mate parameetrite abil kasvab ka mahalahutatav number. Kuigi enamasti
hinnatakse regressioonmudeli hindamisel ka jadkide hajuvus o, siis seda
(hajuvus)parameetrit vabadusastmete arvutamisel arvesse ei voeta — ar-
vesse ldhevad vaid keskvidrtuse muutumist kirjeldavad ja vaatluste pohjal
hinnatud parameetrid.

Enamasti triikivad statistikapaketid ka regressioonmudeli viljundisse va-
jaliku vabadusastmete arvu ara (error degrees of freedom). Viimast numbrit
on moistlik vaadata kontrollimaks, ega arvuti ja kasutaja vahel pole tekki-
nud mittemoistmist — kas vabadusastmete arv ikka on kooskolas vaatluste
arvuga, kas tilaltoodud vastavus ikka kehtib?

Naide: Leiame tapse 95% usaldusintervalli pikkuse ees olevale kordajale.
Antud regressioonmudeli hinadamisel on kasutatud 508 naistudengi pikku-
seid ja kaale. Seega df = 506 ja tabelist (voi arvutist) tuleb leida ¢-jaotuse
kvantiilid t0,025;df:506 = —1,96466 ja t0,975;df:506 = 1,96466 Edasi 1aheb
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juba lihtsalt:

0,81972 — 1,96466 = 0,05609 ... 0.81972 4 1,96466 * 0,05609
0,7095 ... 0,9299

Ehk 95% kindlusega voime viita, et tegelik regressioonsirge tous (mille saak-
sime, kui oleksime maétnud iile kdigi Tartu Ulikoolis ppivate tudengineiude
kaalud-pikkused) on vahemikus 0,7095...0,9299.

Paljud statistikapaketid oskavad muidugi ka vastavaid arvutusi auto-
maatselt teha, vaata niiteks statistikapaketi R’ poolt saadavat tulemust.
Samas voib késitsi arvutamise oskus osutuda vajalikuks, kui soovitakse usal-
dusintervalli leida vaid kirjanduses/artiklis avaldatud informatsiooni pohjal.

Leiame hinnatud parameetritele 95%-usaldusintervalli tarkvarapaketi R
abil:

> confint (mudel)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) -96.9754049 -59.9435493
pikkus 0.7095254  0.9299087

Nieme juba usaldusintervalle vaadates, et pikkuse ees olev kordaja voib
tegelikkuses olla valimi pohjal arvutatud hinnangust ¢; = 0,82 monevorra
suurem (kuni 0,9299) voi viiksem (kuni 0,7095), kuid kindlasti on tegemist
positiivse kordajaga pikemate tudengite keskmine kaal on suurem kui
lithemate tudengite keskmine kaal.

Sarnane kiisimus — kas regressioonsirge tous c¢; voib tegelikkuses olla
ka 0 — tekib iillatavalt sageli. Sestap testitakse ka sageli hiipoteesipaare
Hy :cg = 0vs Hy : ¢ # 0. Vastavat hiipoteesi saab kergesti kontrollida
t-testi abil:

A~

__a %’td
sen) Y

ehk parameetri hinnang jagatud tema standardveaga peab nullhiipoteesi
kehtides olema t-jaotusega juhuslik suurus. T-jaotuse vabadusastmete arv
on jille see nn jadkide vabadusastmete arv, mida saab leida valemiga (8.5).
Edasi saab jatkata nii nagu hiipoteeside statistilisel testimisel tavaks — vaa-
tame, kas saadud t-statistiku védrtus on selline, mida voiksime ndha null-
hiipoteesi kehtides (kas jaab t-jaotuse 0,025- ja 0,975-kvantiili vahele), voi
arvutame p-viartuse ehk toenfdosuse ndha sedavord ekstreemset (voi veel
ekstreemsemat) t-statistiku védrtust nullhiipoteesi kehtides. Enamik statis-
tikapakette teeb iilaltoodud hiipoteesidepaari kontrolli d&ra automaatselt ja
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véljastab kohe ka p-vidrtuse. Varemtoodud R-programmi véljundist voime
naha, et hiipoteesipaari Hy : ¢ = 0 vs Hy : ¢; # 0 kontrollimisel saadi
p-vadrtuseks suurus, mis oli viiksem kui 0,0000000000000002 (<2e-16) ja
hiipoteesipaari Hy : ¢g = 0 vs Hy : ¢y # 0 kontrollimisel saadi p-vadrtuseks
7,92e-16 (0,000000000000000792). Igal juhul on p-védidrtused viiksemad kui
0,05 (tiitipiliselt kasutatav olulisustdendosus) ja mélemad nullhiipoteesid tu-
leb kummutada (pole voimalik, et ¢; = 0, samuti pole voimalik, et ¢o = 0.

Kui regressioonsirge tous voib uuritavas populatsioonis olla ka 0, siis
on voimalik, et Y-tunnuse vadrtuste prognoosimiseks kasutatav tunnus X
on tegelikult tdiesti kasutu, ei sisalda tegelikult informatsiooni Y-tunnuse
kohta.

Vahel voib esile kerkida soov kontrollida veidi keerukamaid kiisimusi.
Niiteks voib monikord tekkida vajadus kontrollida, kas kehtib hiipotees Hy :
c1 = 1, voi veel iildisemal kujul kirjapandult, voime soovida kontrollida hii-
poteesipaari Hy : ¢1 = cp, (vs Hy : ¢1 # ¢h,), kus ¢y, on moni meie uurimis-
t66 jaoks oluline number (néiteks 1). Ka selliseid hiipoteese saab kontrollida
analoogse t-testi abil, kasutades teststatistikut

¢1 — CHy
ti= ————

s(¢1)
mis taas nullhiipoteesi kehtides peab olema t-jaotusega, ¢ i tqr. Selliseid
teste arvutitarkvara juba automaatselt ei tee ja vajalikud arvutused tuleb
teha ise, kasutades arvuti poolt leitud regressioonparameetrite hinnanguid
ja nende standardvigu.

Muidugi tuntakse huvi regressioonmudeli parameetrite ja nende hinnan-
gute tdpsuse vastu. Tuleb siiski meeles pidada, et regressioonmudeli pa-
rameetrid omavad tdhendust vaid seepérast, et iitlevad midagi y-tunnuse
kohta, aitavad paremini ja tdpsemalt kirjeldada y-tunnuse voimalikke vaar-
tuseid. Sestap on ka tdhtis moista, kui tépselt oskame hinnata y-tunnuse
keskvadrtust iihel voi teisel juhul. Kui tépselt teame, milline on y tunnuse
keskvadrtus siis, kui vaatleme vaid uuritavaid, kelle z tunnuse viartuseks
on naiteks 1657 Vajalikku arvutust pole kahjuks voimalik teha kasutades
vaid parameetrite hinnanguid ja nende standardvigu (vaja ldheb parameet-
rite hinnangute kovariatsioonimaatriksit). Onneks paljud statistikapaketid
voimaldavad vajalikke arvutusi teha, nii ka R. Niiteks on voimalik arvu-
tada, kui tdpselt me teame 165cm pikkuste tudengineiude kaalu keskviir-
tust. 95%-usaldusintervalli 165cm pikkuste tudengineiude kaalu keskviartu-
sele saab statistikapaketis R kiisida jargmiselt (kasutame varem hinnatud
regressioonmudelit mudel):

Mirt Mols (2013). Biomeetria konspekt



98

Lihtne lineaarne regressioon

> predict(mudel, data.frame(pikkus=165), interval="confidence")
fit lwr upr
1 56.79383 56.08023 57.50743

Vastuseks saame, et hinnang 165¢cm pikkuste tudengineiude kaalu kesk-
vadrtusele on 56,79 (—78,46 + 0,8197 - 165), 95%-usaldusintervall keskvéér-
tusele aga (56,08...57,51). Voime olla iisna kindlad, et isegi kui kaaluksime
dra koik 165cm pikkused tudengineiud, siis saadud kaalude keskmine jédks
mainitud vahemikku.

Taolisi usaldusintervalle saab leida erinevate pikkuste, erinevate z-tunnuse
vadrtuste jaoks. Kui kannaksime leitud usaldusintervallid graafikule, tekiks
regressioonsirge imber tema tédpsust kirjeldav “koridor”. Inglise keeles tun-
takse leitut kui 95% pointwise confidence interval. Vaata ka joonist 8.4, kus
hajuvusgraafikule on lisatud regressioonisirge koos usaldusintervalliga.

Joonis 8.4: Regressioonsirge koos 95%-usaldusintervalliga.
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NB! Usaldusintervalli interpretatsioon (néitab, kui tépselt teame Y -tunnuse
keskviddrtust mingi konkreetse X-tunnuse viirtuse korral) kehtib ainult siis,
kui Y-tunnuse keskviirtus toepoolest muutub nii, nagu kasutatud regres-
sioonmudel titleb. Usaldusintervall arvestab /kirjeldab vaid parameetrite (eba-
tépsest) hindamisest tingitud voimaliku vea suurust, mitte aga mudeli valest
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valikust tingitud vea suurust!

Kui valitud mudel on aga vale (enamasti on, vihemalt veidikenegi), siis
voib leitud usaldusintervallile siiski anda ligikaudse interpretatsiooni: kui hin-
daksime iildkogumis, kdikmoeldavate uurimisobjektide andmeid kasutades,
oma (vigase) regressioonmudeli, siis millise sirgeni voiksime sellisel juhul jou-
da? Lisanduvate andmete tottu saaksime tulemuseks arvatavasti veidi teist-
suguse regressioonisirge, kuid iisna kindlasti jaiks ta siiski 95%-usaldusintervalli
poolt madratud koridori.

8.4 Prognoos ja tema tipsus

Kui on tarvis prognoosida uue objekti Y-tunnuse vdértust, siis pakutak-
se enamasti prognoosiks Y-tunnuse keskvéaartust (keskvddrtuse hinnangut).
Lisainformatsiooni olemasolul (teame, et X-tunnuse vaartus oli x) pakume
prognoosiks nn tinglikku keskvéértus (tema hinnangut): hinnangut nende
objektide Y-tunnuse keskviirtusele, kellel X = z. Taolise tingliku keskvaar-
tuse saame lihtsalt arvutada enda poolt hinnatud regressioonmudeli abil.
Kasutades tudengite kaalu ja pikkuse vahelist seost kirjeldavat regressioon-
mudelit voime hinnata niiteks 180cm pikkuste tudengite keskmist kaalu.
Saadud keskmine sobiks ka iihe uue (varem mittemoddetud) 180cm pikkuse
tudengi kaalu moistlikuks prognoosiks:

E(kaal|pikkus =180cm) = —78,46 4 0,82 -180 = 69,14kg

Tasub ehk mérkida, et 69,14kg raskuse tudengi pikkuse parim prog-
noos pole 180cm. Kui leiaksime regressioonmudeli, mis kirjaldab, kuidas
pikkus soltub kaalust (antud andmeid kasutades tuleb selleks regressioon-
mudel Epikkus = 146,5 4+ 0,362 - kaal), siis saaksime 69,14kg kaaluva tu-
dengi pikkuse prognoosiks hoopis 171,5cm. Kaalu prognoosib pikkuse jérgi
iiks regressioonsirge, aga pikkuse prognoosimiseks kaalu jargi tuleb kasutada
taiesti teistsugust regressioonsirget, vaata ka joonist 8.5. Tugevalt soovita-
tav on luua regressioonmudel just selle tunnuse jaoks, mille vidrtuseid on
tegelikult vaja prognoosida.

Saadud prognoos voib olla kiill parim, mida olemasolevate andmete ja
informatsiooni kasutades on voimalik pakkuda, kuid téiesti tdpne ta (viihe-
malt enamasti) pole. Mitte koik 180cm pikkused tudengid ei kaalu tépselt
samapalju. Tahaksime teada, kui suur voib olla leitud prognoosi viga voi
voimalik eksimus.

Kui tapselt me keskvidrtust tegelikult teame, voisime kirjeldada néiteks
usaldusintervalli abil. Kuid isegi siis, kui keskvéértus oleks tépselt teada (koik
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Joonis 8.5: Pikkust kaalu abil prognoosiv regressioonsirge ja kaalu pikkuse
jargl prognoosiv regressioonsirge
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eestimaal elavad inimesed oleksid kaalutud-moodetud), poleks voimalik tép-
selt ennustada jargmise tdnaval vastutuleva inimese kaalu. Tga inimene (voi
uuritav) on alati monevorra individuaalne, tal on oma eripara, mistottu tema
uuritava tunnuse vdartus voib olla monevorra erinev uuritava populatsiooni
keskmisest.

Kui erinevad voivad uuritavad olla (tinglikust) keskmisest, seda saab
moota/kirjeldada standardhélbe abil. Regressioonanaliiiisi puhul huvitutak-
se enamasti regressioonmudeli jadkide standardhélbest (residual standard er-
ror). Jadkide standardhilve iseloomustab, kui kaugele (tinglikust) keskvéér-
tusest voivad vaatlused tegelikult sattuda (enamasti jddvad vaatlused vihem
kui kahe standardhélbe kaugusele keskviértusest).

Juhul, kui regressioonmudeli jaagid — korvalekalded (tinglikust) kesk-
vaartusest — on normaaljaotusega, on voimalik viga tépselt iseloomustada
vahemikku, kuhu peaks jidma uue, prognoositava, objekti y-tunnuse viar-
tus. Seda saab teha prognoosiintervalli abil (peatiikk 5.1). Prognoosiintervall
iseloomustab vahemikku, kuhu uus, juhuslikult uuritavast populatsioonist
valitud vaatlus, jaab soovitud toeniosusega. Niiteks 95%-prognoosiintervall
on vahemik, kuhu prognoositava suuruse tegelik viartus jadb toendosuse-
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ga 0,95. Kui regressioonmudeli jidgid on normaaljaotusega (ja valitud reg-
ressioonmudel sobib y-tunnuse keskvidrtuse muutumise kirjeldamiseks), siis
jadb uue, tulevase, vaatluse y tunnuse viidrtus 95% toendosusega kahe jia-
kide standardhélbe o. kaugusele regressioonsirgest ehk y-tunnuse tinglikust
keskvéddrtusest. Prognoosiintervalli tdpseks arvutamiseks tuleb arvesse votta
ka seda, et tegelikku jasikide standardhéilvet pole teada (kasutada saab ainult
jadkide standardhalbe hinnangut), samuti ka seda, et ka regressioonsirge on
koigest hinnang ning regressioonsirge parameetrid voivad olla hinnatud vea-
ga. Regressioonmudelit kasutades leitud prognoosile prognoosiintervalli leid-
mine on enamasti arvutuslikult tiilikas, sestap on mugavam lasta vajalikud
arvutused teha arvutil. Enamikus statistikapakettides on vastav voimalus
olemas, R-is saab prognoosiintervalli leida predict-kisu abil. Naiteks 95%-
prognoosiintervalli uue tudengi kaalule, kelle pikkus on 165cm, saab leida
nii:

> predict(mudel, data.frame(pikkus=165), interval="prediction")
fit lwr upr
1 56.79383 42.43865 71.14901

Selgub, et 165cm pikkuse tudengi kaaluks prognoosib kasutatav regres-
sioonmudel 56,8kg, kuid 95% toendosusega jaidb uue (valimisse mittekuulu-
nud tudeng, selline tudeng, kelle pikkust ja kaalu regressioonmudeli hinda-
misel ei kasutatud) 165cm pikkuse tudengineiu kaal vahemikku 42 ,4kg kuni
71,2kg. Mérkus: usaldusintervallide ja prognoosiintervallide puhul on heaks
tavaks, et intervalli immardatakse laiemaks, néiteks: 42kg..72kg.

Taolisi prognoosiintervalle saab leida muidugi iga moeldava pikkuse (-
tunnuse vaartuse) jaoks. Saadud prognoosiintervallid saab siis soovi korral
ka hajuvusgraafikule kanda, saamaks koridori, kuhu jargmise tudengi kaal
peaks suure toendosusega (95%) sattuma. Saadud graafikut iseloomustab
joonis 8.6. Vordle ka prognoosiintervalli iseloomustavat joonist usaldusinter-
valli kirjeldava joonisega (joonis 8.4). Voiks mérgata, et usaldusintervall on
mérkimisvidrselt kitsam prognoosiintervallist  kaalu keskvédrtust on voi-
malik hinnata mérksa tdpsemalt, kui prognoosida iiksiku juhuslikult valitud
tudengi kaalu!

Mida prognoosiintervalli leidmisealgoritm (statistikapakett) arvestab ja
mis jadb kasutaja mureks? Prognoosiintervalli arvutamisel voetakse enamasti
arvesse, et regressioonsirge parameetrite hinnangud ei pruugi olla korrektsed
ja télesti oiged (arvestatakse, et éy # co, ¢1 # ¢1, 6 # o.), arvestatakse ka
sellega, et y-tunnus on juhuslik, igal uurimisobjekt on eripérane.

Mis jadb prognoosiintervalli kasutaja vastutusele?
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Joonis 8.6: 95%-prognoosiintervall.
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o Koigepealt, kasutaja peab vastutama, et tegelikult muutub Y tunnuse

keskvadrtus X tunnuse vidrtuste muutudes tdepoolest lineaarset, ehk
kasutaja peab garanteerima, et regressioonmudel 8.1 tdepoolest keh-
tib. Ei prognoosiintervall ega usaldusintervall ei iiritagi kirjeldada voi-
malikku viga, mis tuleneb regressioonmudeli valest valikust (kui seos
z-tunnuse ja y-tunnuse vahel pole lineaarne, vaid midagi muud, siis
prognoosiintervalli ega usaldusintervalli arvutused pole enam korrekt-
sed — kuigi kui mudel on ligikaudu oige, siis voiwad ka prognoosi- ja
usaldusintervallid ligikaudu paika pidada).

Prognoosiintervalli arvutusvalem on viga tundlik normaaljaotuse eel-
duse suhtes — kui regressioonmudeli jédkide jaotuseks pole normaal-
jaotus, siis on ka prognoosiintervall valesti arvutatud. Tosi, kui jadkide
jaotus on enam-vihem normaaljaotusega, siis voiks ka leitud prognoo-
siintervall olla enam-vihem korrektne.

Prognoosiintervalli arvutamisel eeldatakse, et regressioonmudeli jaski-
de hajuvus on kogu aeg samasuur  olgu x-tunnuse vaartus kas suur
voi viike, ikka on y-tunnuse vairtuste voimalikud korvalekalded ligi-
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kaudu samasuured ehk jadkide dispersioon peaks olema samasugune
mistahes z-tunnuse virtuse korral.

Antud eelduste kontrolli voimalusi tutvustame regressioonmudeli eeldus-
test riadkivas alampeatiikis.

Kui regressioonmudeli jadgid pole normaaljaotusega, siis on voimalik siis-
ki leida ligikaudselt korrektset prognoosiintervalli, kasutades nditeks D.J.Olive
(Olive, 2006) poolt pakutud nn jaotusvaba prognoosiintervalli arvutusvale-
mit. Olive mitteparameetrilise usaldusintervalli arvutusvalem pole kahjuks
statistikapaketis R valmiskujul realiseeritud, kiill aga on voimalik vajalik ar-
vutus ise viikese vaevaga ldbi teha. Alljargnevalt on dra toodud R-keeles kirja
pandud programm, mis leiab ligikaudselt korrektse prognoosiintervalli ilma
jaakide normaaljaotust eeldamata (prognoosiintervall uue, 165cm pikkuse,
tudengi kaalule):

# Kasutatav regressioonmudel: prognoosime kaalu pikkuse abil
mudel=1m(kaal ~pikkus)

# X-tunnuse vddrtus, mille jaoks prognoosiintervalli leiame:
x=165

# Regressioonmudeli hinnatavate parameetrite arv;
# lihtsa regressioonmudeli korral p=2
p=length(coef (mudel))

# Regressioonmudeli hindamiseks kasutatud vaatluste arv
n=mudel$df+p

aa=predict(mudel, data.frame(pikkus=x), interval="confidence")

g_alumine = quantile(residuals(mudel), 0.025)

g_ylemine = quantile(residuals(mudel), 0.975)

se=summary (mudel) $sigma

konst=(1+15/n) *sqrt(n/ (n-p)*(1+(aal,3]-aal,1])/(sex*2xqt (0.975,mudel$df))))

alumine_PI=aal[,1]+konst*q_alumine
ylemine_PI=aal,1]+konst*q_ylemine

alumine_PI; ylemine_PI

Antud programmi tulemusena saaksime 95%-prognoosiintervalliks 45,89...73,29,
mis on mirgatavalt erinev kui jadkide normaaljaotuse eeldusel leitud prog-
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noosiintervall (42,43...71,15). Selline mérkimisvéidrne erinevus erinevatel mee-
toditel leitud prognoosiintervallide vahel viitab voimalusele, et moni varem-
tehtud eeldustest ei pea paika (dkki antud mudeli korral pole regressioonmu-
deli jaagid ikkagi normaaljaotusega?).

Normaaljaotuse eeldusest hoiduva Olive prognoosiintervalli ja klassika-
lise, jadkide normaaljaotust eeldava prognoosiintervalli vordlus on toodud

joonisel 8.7.

Joonis 8.7: 95%-prognoosiintervall normaaljaotuse eeldusel ja ilma selleta
(nn jaotusvaba prognoosiintervall).
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Tuleb siiski meeles pidada, et Olive jaotusvaba prognoosiintervall vabas-
tab meid vaid iihe eelduse painest — jédkide jaotus ei pea enam olema nor-
maaljaotus  kuid kaks jirgijianud eeldust (sama uuritava tunnuse hajuvus
koigi z-tunnuse véadrtuste korral ja regressioonmudeli kuju sobivus) jidvad
siiski alles.
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8.5 Regressioonseose tugevus

Kui eksisteerib statistiline seos tunnuste X ja Y vahel, siis tdnu X-tunnuse
vadrtuse teadmisele oskame midagi tédpsemalt 6elda ka Y-tunnuse vidrtuse
kohta. Aga kui palju kasu ikkagi X-tunnuse vaédrtuse teadmisest on? Kui tu-
gev on seos X-tunnuse ja Y-tunnuse vahel? Kui palju tdpsema prognoosi me
tdnu X-tunnuse vidrtuse teadmisele suudame anda Y-tunnuse vadrtusele?
Vaata néidet tugevast seosest ja norgast seosest joonisel 8.8.

Joonis 8.8: Regressioonseose tugevus. Nork seos ja tugev seos.

Nork seos Tugev seos
o _| o _|
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8.5.1 Determinatsioonikordaja R?

Prognoosi tapsuse kirjeldamiseks on voimalik kasutada regressioonmudeli
jiikide ehk prognoosivigade dispersiooni (¢.2). Vordluseks voime votta olu-
korra, kus pole voimalik kasutada X-tunnuse vidrtust prognoosimisel. Sel-
lisel juhul oleks parimaks moeldavaks uue uurimisobjekti Y-tunnuse prog-
noosiks lihtsalt Y-tunnuse keskvairtus EY . Taolise naiivse prognoosi puhul
oleks prognoosivigade €pqiivne = Y — EY dispersioon vordne Y-tunnuse dis-
persiooniga, D(engiivne) = D(Y —EY) = DY (meenuta dispersiooni 3. oma-
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dust). Seega voit prognoosi tapsuses ténu X-tunnuse vairtuse teadmisele
on DY — 0.2, Uks véimalus olekski kasutada antud niitajat seose tugevu-
se iseloomustamiseks, aga... tema tolgendamine osutub sageli ebamugavaks.
Kui muudetaks mootiithikut, milles moodetakse Y-tunnust, muutub ka voit
tdpsuses (kui kaalu moodetakse grammides kilogrammide asemel, muutub
saavutatud voit tapsuses 1000000 korda “suuremaks”. Seetottu eelistatakse
moota suhtelist voitu tépsuses, kui suure osa Y-tunnuse hajuvusest (dis-
persioonist) oli voimalik ara kirjeldada tanu X-tunnusele. Saadud tulemust
esitatakse sageli ka protsendina (mitu protsenti prognoosivigade hajuvus véi-
henes tdnu X-tunnuse vidrtuste teadmisele):

DY — 0.2

S (100%).

Antud valem kirjeldab ideaalniitajat, mille abil voiks regressioonseose tu-
gevust kirjeldada. Paraku seda ideaalniditajat pole voimalik niisama liht-
salt arvutada — tema leidmiseks oleks tarvis teada uuritava tunnuse ha-
juvust populatsioonis (DY), ja prognoosivigade tegelikku dispersiooni o.2.
Nende niitajate vadrtuseid on aga peaaegu alati teadmata, tuleb kasutada
nimetatud néitajate hinnanguid. Kui suuruse DY hindamises ollakse ena-
masti iiksmeelel, tema hinnanguks kasutatakse tavalist valimidispersiooni
s2(Y) = ﬁ S (y; — ), siis regressioonijiikide dispersiooni hindamisel esi-
neb kaks {isnagi erinevat voimalust. Uhel juhul hinnatakse regressioonijaéki-
de dispersiooni vigagi klassikalisel viisil — leitakse olemasolevate vaatluste
prognoosimisel tehtud prognoosivead ja leitakse siis nende prognoosiviga-
de dispersiooni hinnang kasutades harilikku valimisdispersiooni arvutamise

valemit:

ei = yi— (Go+ crmy)

1
~2 2
0.t = n—lg (e; —€)

Viimast valemit saab veel veidi lihtsustada, sest € = 0.

Tulemuseks saadakse niitaja, mida kutsutakse determinatsioonikorda-
: 2
jaks, R

2_ =2
R := 2 7 (100%)
sy
Kui determinatsioonikordajat hakati juba hoolega kasutama, mérgati, et
antud hinnanguga on seotud iiks probleem. Nimelt on suuruse 0.2 hinnang,
mida determinatsioonikordaja arvutamisel kasutatakse (5.2), nihkega hin-
nang — ta alahindab (keskmiselt) regressioonimudeli jidkide dispersiooni.
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Probleemi alge peitub selles, et regressioonmudeli parameetrid pole tépselt
teada, tegemist on koigest hinnangutega. Kuna regressioonsirge paigutatak-
se nii, et ta koige paremini kirjeldaks valimis olemasolevaid vaatluseid, siis
saadaksegi sirge, mis viga histi kirjeldab olemasolevaid, regressioonsirge hin-
damiseks kasutatud vaatluseid. Uusi, tulevasi vaatluseid ei pruugi aga reg-
ressioonsirge enam samavorra hésti kirjeldada — tulevased vaatlused voivad
vigaselt hinnatud regressioonsirgest paikneda kaugemal, kui olemasolevate
vaatluste pealt voiks arvata.

Parem, nihketa hinnang jaikide dispersioonile (tulevaste vaatluste kesk-
mine ruutkaugus regressioonisirgest) oleks suurus

. 1 _
052 = Z(el —6)2

n—p

Kus p on regressioonsirge kirjeldamiseks hinnatavate parameetrite arv (liht-
sa regressioonmudeli korral p = 2, sest hinnatakse vabaliige cg ja sirge tous
c1). Kui kasutatakse maistlikumat hinnangut jaikide dispersioonile saadakse
niitaja, mida kutsustakse kohandatud voi parandatud determinatsioonikor-

dajaks (adjusted R?) Rgdj:

-2

2 _
Ridj = SYSTO—E (100%)

Matemaatiku vaatevinklist on kohandatud determinatsioonikordaja ka-
sutamine paremini oigustatud kui tavalise determinatsioonikordaja kasuta-
mine, ajaloolistel pohjustel kohtab kirjanduses siiski sageli ka tavalist de-
terminatsioonikordajat. Kohandatud determinatsioonikordaja on alati veidi
viiksem kui tavaline determinatsioonikordaja. Molema néitaja interpretat-
sioon on sama — molemad néitajad iseloomustavad, kui suure osa uuritava
tunnuse hajuvusest on voimalik kirjeldada kasutades tunnust X ehk kui pal-
ju viheneb Y-tunnuse prognoosivigade dispersioon kui on voimalik kasutada
prognoosimisel X-tunnuse véértuseid (vorreldes olukorraga, kus X-tunnuse
vaartuseid pole voimalik Y-tunnuse vddrtuste prognoosimisel kasutada).

8.5.2 Lineaarne korrelatsioonikordaja r

Arvatavasti koige sagedamini kasutatakse kahe tunnuse vahelise seose tuge-
vuse iseloomustamiseks lineaarset korrelatsioonikordajat r (tuntud ka kui
Pearsoni korrelatsioonikordaja). Korrelatsioonikordaja ruut on determinat-
sioonikordaja, kusjuures lineaarne korrelatsioonikordaja on positiivne, kui
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ithe tunnuse viirtuste kasvades teise tunnuse viirtused kipuvad samuti kas-
vama. Kui aga ithe tunnuse véirtuste kasvades teise tunnuse véirtused pi-
gem kahanevad, siis on korrelatsioonikordaja negatiivne. Niiteid erinevatest
hajuvusgraafikutest ja nendele vastavatest korrelatsioonikordajatest r vaata
jooniselt 8.9.

o
©
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100

20 40 60 80
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Joonis 8.9: Pearsoni lineaarne korrelatsioonikordaja. Naiteid.
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Pearsoni korrelatsioonikordaja omadused:
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e Kui tunnuste X ja Y vahel on lineaarne funktsionaalne seos Y = ¢o +
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1 X (ehk tépne lineaarne seos), siis on korrelatsioonikordaja véértus
kas 1 voi -1 vastavalt kordaja ¢; mérgile.

e Kui r > 0, siis iithe tunnuse suurenedes keskmiselt teine tunnus kasvab
ja vastupidi — iihe viihenedes viheneb ka teine.

e Kui r < 0, siis ithe tunnuse védartuste suurenedes keskmiselt teise tun-
nuse vadrtused kahanevad ja vastupidi — iihe kahanedes teine kasvab.

e Kui tunnused on lineaarselt séltumatud (tunnuste vahel voib aga olla
mittelineaarne soltuvus), siis on korrelatsioonikordaja null r = 0.

Y

e Korrelatsioonikordaja ruut 72 ehk determinatsioonikordaja r? = R?
néitab, kui suur osa iihe tunnuse hajuvusest (dispersioonist) on kirjel-
datud teise poolt (lineaarse regressioonmudeli abil).

e Mida suurem on korrelatsioonikordaja absoluutvidrtus, seda tugevam
on korrelatiivne seos tunnuste vahel.

e Mootiihiku (lineaarne) vahetus ei muuda korrelatsioonikordaja suurust
(Korrelatsioonikordaja ei muutu, kui méodame temperatuuri Celsiuse
kraadide C° asemel Farenheitides F°, samuti voime pikkust modta
sentimeetrites voi meetrites- korrelatsioonikordaja jiéb ikka samaks).

Pearsoni lineaarne korrelatsioonikordaja iseloomustab ainult lineaarse
seose tugevust. Kui tunnuste X ja Y vahelist seost ei sobi kirjeldama sir-
ge, siis voib korrelatsioonikordaja r vadrtus osutuda ka nulliks voi nullilihe-
daseks isegi siis, kui tegelikult eksisteerib tugev (mittelineaarne) statistiline
seos tunnuste vahel.

Determinatsioonikordajat saab edukalt kasutada ka keerukamate mude-
lite juures (nditeks selliste mudelite juures, kus kasutatakse paljusid erine-
vaid tunnuseid Y-tunnuse prognoosimiseks) — on ju ikkagi voimalik modta,
kui palju tdpsemaks muutus prognoos tédnu kasutada olevale lisainformat-
sioonile. Seega determinatsioonikordajat ndhes voib tegemist olla nii lihtsa
regressioonmudeli kui ka keeruka, paljusid erinevaid tunnuseid sisaldava reg-
ressioonmudeliga. Kui raporteeritakse Pearsoni lineaarset korrelatsioonikor-
dajat r, siis voib olla iisna kindel, et kasutatud on koige lihtsamat lineaarset
regressioonmudelit.
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