Peatukk 5

Prognoosiintervall ja
Usaldusintervall

5.1 Prognoosiintervall

Unustame hetkeks populatsiooni parameetrite hindamise ja péordume tagasi
iiksikvaatluste juurde.

On raske ennustada, milline on huvipakkuva tunnuse véértus jargmisel
juhuslikult populatsioonist valitud isendil. Samas on voimalik leida vahemik,
millese jirgmine vaatlus satub suure toendosusega. Niiteks, kui on teada
uuritava tunnuse jaotus populatsioonis (teame sigade kaalu tihedusfunkt-
siooni), siis voib valida vahemiku, kuhu uuritava tunnuse vaartus (iihe juhus-
likult valitud sea kaal) sattub mingi suure etteantud téendosusega. Alltoo-
dud graafikul 5.1 on konstrueeritud selline prognoosintervall, kuhu jérgmine
tiksikvaatlus sattub toendosusega 0,95 (95%-prognoosiintervall).

Kuidas prognoosipiire reaalselt saaks leida? Uks voimalus on muidugi ka-
sutada sobivalt valitud kvantiile — 0,025-kvantiili ja 0,975-kvantiili vahele
jdab uuritava tunnuse viartus toendosusega 0,975 — 0,025 = 0, 95, seega on
nende kahe kvantiili poolt méiratud vahemik 0,95-prognoosiintervall. Uld-
juhul ldheks meil (1 — «)-prognoosiintervalli leidmiseks vaja teada «/2 ja
(1 — «/2)-kvantiile — nende kahe kvantiili vahele jadb juhusliku suuruse
vaartus tipselt toendosusega (1 — ).

Vaatame juhtu, mil uuritava tunnuse jaotuseks on standardne normaal-
jaotus (selline normaaljaotus, mille puhul 6 = 1 ja u = 0). Sellisel juhul voi-
me tabelist 5.1 vélja lugeda soovitud (standardse normaaljaotuse) kvantiilid
ning leida soovitud prognoosiintervalli. Markus: standardse normaaljaotuse
a-kvantiili tdhistatakse traditsiooniliselt stimboliga z,.
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Joonis 5.1: 0,95-prognoosiintervall
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Tabel 5.1: Standardse normaaljaotuse kvantiile z,

o 0,006 0,025 0,05 05 095 00975 0,995
Zo | 2,58 -196 -1.64 0 164 196 2,58

Seega standardse normaaljaotusega juhusliku suuruse korral oleks 0,95-
prognoosiintervall (-1,96...1,96); 0,9-prognoosiintervall (-1,64...1,64) ja 0,99-
prognoosiintervall (-2,58...2,58).

Uuritavaid tunnuseid, mille jaotuseks oleks tépselt standardne normaal-
jaotus, esineb tavaelus haruharva. Kiill aga esineb normaaljaotusega juhus-
likke suuruseid, ja mitte harva.

Kuidas leida prognoosiintervalli normaaljaotusega juhuslikule suurusele
X, mille keskviiirtus EX = p ja dispersioon on DX = o2, ehk teisisonu,
mille jaotuseks on X ~ N(u,0?)?

Esmalt méarkame, et teisendatud juhusliku suuruse Xy,s := % kesk-
vadrtuseks on 0 ja dispersiooniks 1:
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1
EXuyus = ;(EX - ,u) = g(luf - /’L) = 0;

X - 1 1
DXWS—D< “) = - DX —p)= o2 =1
g

Kuna normaaljaotusega juhuslikule suurusele konstandi juurdeliitmisel
voi konstandiga korrutamisel saame ikka normaaljaotusega juhusliku suuru-
se, siis jarelikult on uue, teisendatud juhusliku suuruse X, jaotuseks stan-
dardne normaaljaotus ja 95% tema viddrtustest jaib vahemikku -1,96..1,96:

P(— 196<XWS§196) = 0,9

X -
P(—1,96 < <106 = 0,95
P(~1,960 < X — 1 <1,966) = 0,95
P(u—1,960 < X < i+ 1,960) 0,95

Jareldus: Kui juhusliku suuruse X jaotuseks on normaaljaotus, X ~
N (u,0?), siis tema 0,95-prognoosiintervall on leitav jirgmise valemiga:

(b—1,960...u+1,960).

Loomulikult voime sama arutluskéiku korrata, otsides teisendatud juhus-
likule suurusele X,,,s mingit muud, néiteks 1 — a-prognoosiintervalli. Tule-
museks saame:

(,u—i—za/Qa...u—i—zl_a/Qa) . (5.1)
Seega saame standardse normaaljaotuse kvantiile teades leida suvalist prog-
noosiintervalli suvalise normaaljaotusega juhuslikule suurusele — senikaua

kuni teame meid huvitava juhusliku suuruse keskvéirtust ja standardhélvet.

Mérkus: Mis saab siis, kui me ei tea keskvidrtust ja populatsiooni stan-
dardhilvet o7 Suure valimi korral voime muidugi teha néo ja véita, et meie
valimi keskmine ja standardhélve on viga-viga tdpsed hinnangud populat-
siooni parameetritele, peaaegu vordsed nendega, ja seega voime kasutada ka
valemit 5.1, asendades vaid p valimi keskmisega T ja ¢ valimi standardhél-
bega s. Viiksemates valimites voib erinevus valimi pohjal saadud hinnangu-
te (Z,s) ja populatsiooni véidrtuste (u,o) vahel olla siiski mérkimisviérne.
Sellisel juhul tuleks (1 — «)-prognoosiintervall normaaljaotusega juhuslikule
suurusele leida kasutades valemit:

_ 1 1
<X Ftojam 1S\ 1+ = Xt ajam 1S/ 1+ > . (5.2
n n

Mirt Mols (2013). Biomeetria konspekt



52

Prognoosiintervall ja Usaldusintervall

Kus t4/2:n—1 ja ti_q/2;n—1 ON vastavalt t-jaotuse a/2 ja 1 — a/2-kvantiilid.
Tasub ehk dra markida, et kui prognoosiintervall 5.1 on tolgendatav kui vahe-
mik, kuhu vahele jaéb (1 —a)-100% vaatlustest, siis valemiga 5.2 kirjeldatud
prognoosivahemik néitab kiill vahemikku, kuhu sattub jirgmine vaatlus toe-
niosusega (1 — «), aga kuhu ei pruugi jidda (1 — «) osa koigist tulevastest
vaatlustest (ligikaudu on viide siiski dige, aga mitte paris tépselt)!

5.2 Usaldusintervall

Ka punkthinnangud on juhuslikud suurused sest valim on juhuslik. Iga
uurija, kes iiritab vastata samale (populatsiooni puudutavale) kiisimusele,
saab veidi teistest erineva vastuse. Kui ldhemalt uurida selle juhusliku suu-
ruse - punkthinnangu - jaotust, siis selgub iillatavalt sageli, et tegemist on
normaaljaotusega. Niiteks on vihegi suurema valimi korral (kiimmekond voi
enam vaatlust) valimi keskmise jaotuseks normaaljaotus:

2
XNN@,U).
n

Seega on teisendatud juhusliku suuruse 5/\_/’% jaotuseks standardne nor-
maaljaotus. Standardse normaaljaotuse korral aga oskame leida vahemikku,
kuhu vahele standardse normaaljaotusega juhusliku suuruse véirtus peab

sattuma toendosusega 0,95:

< 1,96> = 0,9

ag — g
Pl—-1.96—< X —u<1.96—— = 0,95
( yn = =D \/ﬁ> ’
_ o — g
Pl X—-196—<pu<X-+1.96— = 0,95
( O mSEEATE ﬁ) ’

Seega 95% juhuslike valimite korral jadb populatsiooni tegelik keskviirtus
vahemikku

- o - o
X—-1,9%—... X +1,96— ) .
( RV AV )

Antud juhul tasub téhele panna jargmist: juhuslik pole mitte populat-
siooni tegelik keskvadrtus pu, vaid leitud vahemik: iga uurija voib teisest saada
veidi erineva vahemiku. Uhte konkreetset valimit (ja valimi keskmist) kasu-
tades leitud vahemik kas sisaldab voi ei sisalda populatsiooni keskviartust.

Mairt Méls (2013). Biomeetria konspekt
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Toendosusest konkreetse, viljaarvutatud intervalli kontekstis enam réikida
el saa. Kiill aga saab rdédkida, et kasutasime arvutusmetoodikat, mis 95%-1
juhtudest annab populatsiooni tegelikku keskvaértust sisaldava vahemiku ja
seega voime 95%-se kindlusega (confidence) viita, et tegelik keskvidrtus asub
antud vahemikus. Vastavat vahemikku kutsutakse 95%-usaldusintervalliks
voi 95%-usaldusvahemikuks.

Hakates oma uuringu tarvis taolist 95%-st vahemikku leidma, porkume
aga raskuse otsa me ei tea ju populatsiooni standardhélvet o. Esimene
mote, mis pdhe voiks tulla, oleks jirgmine — asendame ¢ tema hinnanguga,
valimi standardhélbe s-ga. Selgub, et viga suurte valimite korral (kus s ja
o nagunii {isna sarnased tulevad) voib seda toepoolest teha. Viiksemate
valimite korral (n < 60) paraku nii toimida ei tohi. Lahendus on siiski olemas.

Kui juhuslik suurus X—1 (i standardse normaaljaotusega juhuslik suu-
o/vn

rus, siis asendades populatsiooni standardhélbe ¢ valimi standardhélbega S
saame (Studenti) t-jaotusega juhusliku suuruse:

h ~ 1
S/ym

Hea sonum seisneb selles, et t-jaotus on hésti teada, t-jaotuse kvantiilid on
dra toodud igas endast lugupidavas statistikaalases raamatus ja seega koik
mis me iilaltoodud arutelus muutma peame, on see, et peame standardse nor-
maaljaotuse kvantiilid asendama ¢-jaotuse vastavate kantiilidega. Halvem on
see, et t-jaotuseid on palju. Iga valimi suuruse korral on meil tegemist teistest
veidi erineva t-jaotusega. T-jaotuse médrab {iheselt dra t-jaotuse paramee-
ter - vabadusastmete arv (degrees of freedom d.f.). Kvantiilid erinevate
t-jaotuste tarvis on dra toodud tabelis 5.2.

Peale standardse normaaljaotuse kvantiilide asendamist t-jaotuse kvan-
tiilidega jouame jérgmise usaldusintervalli arvutamise valemini. (1 — «)-
usaldusintervall keskvéirtusele on leitav jirgmise valemiga:

_ S _ S
(X + tn—l;a/?% X+ tn—l;l—a/2ﬁ> .

Niide 5.1 Tuntud kanauurijat Hans Hane huvitab, mitu muna munevad
keskmiselt eesti kanad iihe nddala jooksul. Kogumikus kanade kohta kavatseb
ta esitada 95%-lise usaldusintervalli munade arvu keskvidartusele. Usaldusin-
tervalli arvutamiseks luges hdrra Hani ndadala jooksul kokku 10 kana munad:
55461756383

Lahendus.

Mirt Mols (2013). Biomeetria konspekt
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Koigepealt leidis Hans valimi keskmise ja valimi standardhdlbe: T = 4,5;
s = 1,78. Seejdrel leidis ta tabelist 5.2 arvutustes vajaminevad t-jaotuse kvan-
tulid: 10,0250 = —2,26 ja to975.9 = 2,26. Asetades leitud arvud valemisse sai
ta tulemuseks:

_ s B s
<l’ + tn—l;a/Q% . T+ tn—l;l—a/2ﬁ>

1,78 1,78
4,5 + (—2,26)— . 4,5+2,26-
( ( )\/10 \/10>
(4,54 (—2,26)0,56 ... 4,5+ 2,26 x 0,56)

(3,23 ... 577)

Vastus: 95%-usaldusintervall eesti kanade nddala jooksul munetud muna-
de arvu keskvadrtusele on (3,25...5,77).

Kui soovime tépsemalt teada, milline tegelik keskvidrtus olla voiks, tu-
leb suurendada valimi suurust. Mida suurem valim, seda kitsam tuleb ka
usaldusintervall keskvédirtusele.

5.3 TUlesanded

1. Uuriti sordi A saagikust. Keskmiseks saagikuseks saadi 1,2 tonni/ha;
standardhélve oli 0,5. Milline on 95%-usaldusintervall sordi A saagikuse
keskvédartusele, kui a) uuringu tulemused on saadud 8 pollu tulemuste
pohjal (n=8) voi b) uuringu tulemused on saadud 100 pollu tulemuste
pohjal (n—100).

2. Kumb on laiem, kas 90% voi 95%-usaldusintervall? Miks?

3. Kaks teadlast uurisid sordi B saagikust Eesti oludes. Nende kahe tead-
lase poolt leitud 95%-sed usaldusintervallid sordi B saagikuse kesk-
vaartusele ei kattunud. Loetle pohjuseid, miks voidi samale kiisimusele
vastates saada mittekattuvad usaldusintervallid?

4. Uks teadlane mdétis sordi C saagikust 8-1 juhuslikult valitud péllul
eestis. Teine teadlane mootis sordi C saagikust 8-1 juhuslikult vali-
tud katselapil iihel katsepollul. Kumb teadlastest sai sordi C-saagikuse
keskvairtusele laiema 95%-usaldusintervalli, miks? Kuidas tuleks kum-
magi teadlase poolt leitud usaldusintervalli interpreteerida?

Mairt Méls (2013). Biomeetria konspekt
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Tabel 5.2: Studenti t-jaotuse kvantiilide ¢, vaédrtused (nn kriitilised véértu-
sed)

df =n1]a=0,01 a=0,025 =005 a=0,9 a=0,975 a=0,99
1 ~31,82 12,71 6,31 6,31 12,71 31,82
2 6,97 -4,30 2,92 2,92 4,30 6,97
3 4,54 -3,18 2,35 2,35 3,18 4,54
4 3,75 2,78 2,13 2,13 2,78 3,75
5 3,37 2,57 2,01 2,01 2,57 3,37
6 3,14 2,45 1,94 1,94 2,45 3,14
7 -3,00 2,36 1,89 1,89 2,36 3,00
8 2,90 2,31 1,86 1,86 2,31 2,90
9 -2,82 -2,26 -1,83 1,83 2,26 2.82
10 2,76 2,23 1,81 1,81 2,23 2,76
12 2,68 2,18 1,78 1,78 2,18 2,68
14 2,62 2,14 1,76 1,76 2,14 2,62
16 2,58 2,12 1,75 1,75 2,12 2,58
18 2,55 2,10 1,73 1,73 2,10 2,55
20 2,53 2,09 1,73 1,73 2,09 2,53
25 2,49 2,06 1,71 1,71 2,06 2,49
30 -2,46 -2,04 -1,70 1,70 2,04 2.46
40 2,42 2,02 -1,68 1,68 2,02 2.42
60 -2,39 -2,00 1,67 1,67 2,00 2,39
120 -2,36 -1,98 -1,66 1,66 1,98 2,36
00 2,33 1,96 1,64 1,64 1,96 2,33

5. 4-aastase kitse kaalu keskvadrtus on 70kg, kaalu standardhélve on
3. Eeldades, et kitse kaal on normaaljaotusega juhuslik suurus (miks
on see moeldav eeldus?), leia 95%-prognoosintervall 4-aastaste kitsede
kaalule.

6. uuritava tunnuse keskviirtus on 4, standardhélve on 1. Milline on 95%-
usaldusintervall keskvéartusele?

Mirt Mols (2013). Biomeetria konspekt
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