Peatukk 1

Sissejuhatus

Mitteparameetrilise statistika maoiste on kiillaltki lai ja kaks mitteparameetri-
lisele statistikale piihendatud raamatut voivad osutuda téiesti kattumatuteks
ja kisitleda esmapilgul téiesti erinevaid valdkondi. Sestap alustuseks paari
sonaga sellest, mida moeldakse mitteparameetrilise statistika ja mittepara-
meetriliste meetodite all.

Klassikalises statistikas noutakse sageli, et me teaksime uuritava tunnuse
kohta eelinformatsiooni — néiteks seda, millisesse jaotuste perre ta kuu-
lub (kas tegemist on normaaljaotusega, eksponentjaotusega, gammajaotuse-
ga voi hoopis ...-jaotusega). Teades jaotuste peret (niiteks normaaljaotus)
piisab vaid paari parameetri (keskvidrtuse, dispersiooni) hindamisest uuri-
tava tunnuse jaotuse iiheseks médramiseks. Teades neid paari parameetrit,
saame vastata mistahes kiisimusele uuritava tunnuse jaotuse kohta. Sestap
poorabki klassikaline parameetriline statistika suurt tdhelepanu jaotuspara-
meetrite hindamisele ja nende kohta hiipoteeside kontrollimisele.

Paraku praktikas osutub kitsa parameetrilise jaotuste pere tépne méaéra-
mine sageli vigagi raskeks. Seega praktiliste iilesannete lahendamisel puutu-
takse sageli kokku nn mitteparameetriliste jaotuste peredega.

Definitsioon 1.1 Jaotuste peret kutsutakse mitteparameetriliseks jao-
tuste pereks, kui vastavasse perre kuuluvat jaotust ei saa theselt identi-
fitseerida kasutades vaid vihest arvu parameetreid (iheks selliseks jaotuste
pereks on nditeks koigi pidevate jaotuste pere).

Statistilist meetodit, mis on rakendatav tunnus(t)e uurimiseks, mille jao-
tus kuulub mitteparameetriliste jaotuste perre, nimetatakse mitteparameet-
riliseks meetodiks. Juhul, kui tahetakse rchutada, et iiks vGi teine meetod
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ei eelda monda lihtsat jaotust (nagu normaaljaotust voi beetajaotust) siis
raggitakse ka jaotusvabadest (distribution-free) meetoditest.

Vaatame iihte teist ndidet. Tunneme huvi, milline on tunnuse Y tinglik
jaotus juhul, kui teame tunnust X, fy x. Oletame, et Y-tunnuse tinglikuks
jaotuseks on normaaljaotus. Tavapéarane, parameetriline ldhenemine nouab,
et teaksime tunnuste Y ja X vahelist seost piisavalt tépselt, et koigest pea-
le mone tdiendava parameetri hindamist saame teada seose tunnuste vahel.
Niiteks eeldame, et Y|X ~ N(co + ¢1X,0?). Niipea kui saame teada pa-
rameetrite ¢o ja ¢; vadrtused (voi hindame need), teame ka seost tunnuste
vahel.

Vahel pole aga seost tunnuste vahel voimalik piisavalt tdpselt eelnevalt
kirja panna. Monikord saame kdigest 6elda, et Y| X ~ N(f(X),0?), kus f()
on naiteks mingi suvaline pidev funktsioon. Sellisel juhul pole vGimalik m&aa-
ratleda uuritava tunnuse (tinglikku) jaotust vaid paari tundmatu parameet-
ri hindamise abil. Sestap kutsutakse ka toodud niites kahe tunnuse vahelise
seose leidmist mitteparameetriliseks regressiooniks. Kui soovitakse réhutada,
et moned eeldused siiski on tehtud (normaaljaotus), aga midagi pole suu-
detud/osatud/tahetud parametriseerida (funktsiooni f()), siis rasigitakse ka
semiparameetrilisest (semiparametric) voi poolparameetrilisest meetodist.

Jargnevalt vaatame moningaid néiteid, kuidas erinevatele kiisimustele
saab leida vastuseid mitteparameetrilisi meetodeid kasutades.

1.1 Tihedusfunktsiooni hindamine

Tihedusfunktsiooni hindamisest réégime pikemalt hiljem. Siin toome liht-
salt iihe néite, rchutamaks parameetrilise ja mitteparameetrilise statistika
erinevust. Parameetrilise statistika puhul eeldatakse, et vaatlused on min-
gist jaotuste perest (néiteks eeldatakse, et tegemist on normaaljaotusega),
hinnatakse parameetrid — keskvaartust hinnatakse naiteks valimi keskmi-
sega ja populatsiooni dispersiooni saab hinnata valimi dispersiooniga ning
ongi meil leitud hinnang uuritava tunnuse tihedusfunktsioonile. Mittepara-
meetrilise meetodi néditena voib aga tuua histogrammi. Vaata néiteks joonist
1.1.

1.2 Margitest

Paljud testid (t-test ja regressioon- ning dispersioonanaliiiisis kasutatav F-
test, toeparasuhtel baseeruvad testid jne) eeldavad, et me teaksime uuritava
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tunnuse jaotust. Vaatame, kuidas on vGimalik hiipoteese kontrollida eelda-
mata uuritava tunnuse jaotuse kohta midagi peale pidevuse.
Margitest voimaldab kontrollida hiipoteese uuritava tunnuse mediaani

kohta,

Hy : med(X) =0
Hy : med(X) # Oy.

Kuidas konstrueerida sobivat teststatistikut? Mediaan on vaartus, mil-
lest viiksemaid ja suuremaid vadrtuseid peaks olema iihepalju. Seega, kui ©
on tegelikult mediaan, peaks juhuslikest suurustest X; — ©g,..., X, — Og
ligikaudu pooled olema suuremad nullist (vaatlus oli suurem mediaanist) ja
ligikaudu pooled viiksemad nullist (vaatlus oli viiksem mediaanist). Tapse-
malt Oeldes:

P()(Z — Oy > 0) = P(XZ — 0O < 0) = 1/2,

kui ©g on ka tegelikult mediaan. Meie teststatistik voiks siis loendada,
kui mitmel korral nédgime valimis ©g-st suuremat viértust, B(X,0y) =

Joonis 1.1: Parameetriline ja mitteparameetriline hinnang tihedusfunktsioo-
nile
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> Ixi—ep>0- Juhul kui ©y on tegelik mediaan (nullhiipoteesi kehtides)
siis peaks teststatistiku jaotus olema binoomjaotus, B(X,©g) ~ B(n,0.5).
Alternatiivina voime kasutada teststatistikuna suurust

n
S(X,00) = sign(X; — ).
i=1
Ka viimase jaotuse saame leida binoomjaotusest, kui paneme téhele, et S(X, ©g) =

QB(X, @0) —n.

Niide 1.1 Vaatame valimit suurusega n = 10. Statistiku S(X,©Oq) jao-
tus nullhiipoteesi med(X) = Oy kehtides on leitav kasutades binoomjaotust

(S(X,00)4+n)/2 ~ B(n,0.5) ehk P(S(X,0p) = x) = (x/Ql(j_ 5>0_55+$/20.55w/2.
Vaata statistiku jaotust tabelist 1.1.

Tabel 1.1: Margitesti statistiku jaotus nullhiipoteesi kehtides, n = 10

x  P(S(X,0p) =x)

-10 0.001
-8 0.010
-6 0.044
-4 0.117
-2 0.205
0 0.246
2 0.205
4 0.117
6 0.044
8 0.010
10 0.001

Ndeme, et toendosusega 0,89 peaks statistiku vidrtused jiama vahemikku
[-4..4], toendosusega 0,978 aga vahemikku [-6..6]. Kui statistiku S(X,©q)
vadartus peaks olema -6 vdiksem voi suurem 6-st, saame olulisuse nivool 0,05
vdita, et nullhiipotees ei pea paika.

Naide 1.2 Soovime kontrollida jargmiseid hiipoteese:

Hy : med(X)=4
Hy : med(X) # 4.
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Olgu vaatlusandmed (jirjestatud) jargmised: 3,38; 3,95; 4,15; 4,46; 4,62;
5,19; 5,44; 5,81; 5,82; 6,56. Neist kaks on vdiksemad kui 4, tlejddnud on

suuremad, seega
S(X,4)=—-1-14+14+14+1+1+1+1+1+1=6.

Testi olulisustoendosuse letdmiseks arvutame, kui toendoliselt voiks nullhiipo-
teesi kehtides ndha sedavord ekstreemset (voi veel ekstremaalsemat) teststa-
tistiku vadartust (kasutame ndites 1.1 toodud tabelit 1.1):

p—value = 0,001(S = 10) + 0,010(S = 8) + 0,044(S = 6) +
0,044(S = —6) +0,010(S = —8) + 0,001(S = —10)
= 0,11

Seega olulisuse nivool 0,05 peaksime jaama nullhiipoteesi juurde (mediaan
voib kill olla 4).

Paneme téhele, et lisna analoogsel viisil saab kontrollida hiipoteese mista-
hes teise populatsiooni kvantiili kohta. Naiteks soovides testida, kas alumine
kvartiil (0,25-kvantiil) voiks olla 4, peame vaid olulisustGenédosuse arvutami-
sel kasutama binoomjaotust B(n,0.25) (sest 0,25-kvantiilist vdiksema vaar-
tuse saamise toendosus on 0,25).

1.3 Usaldusintervall mediaanile

Jargneval vaatame, kuidas saab leida mitteparameetrilist usaldusintervalli
mediaanile. Usaldusintervalli konstrueerimiseks saab kasutada méargitesti —
1 — a~usaldusvahemikku moodustavad koik need ©g viartused, mille puhul
mérgitest olulisuse nivool « otsustab nullhiipoteesi kasuks (kui ©g = © ehk
kui nullhiipotees kehtib, siis ei tohi testi olulisustdenédosus olla viiksem a-st
suurema toendosusega kui o, seega jaib tegelik mediaan © usaldusintervalli
viahemalt tGendosusega 1 — «).

Naide 1.3 Vaatame naites 1.2 toodud vaatluseid. Tabelis 1.1 on toodud sta-
tistiku S(X, Op) jaotus (eeldusel, et nullhipotees kehtib). Ndeme, et olulisuse
nivool 0.022 jidksime nullhiipoteesi juurde siis, kui —6 <= S(X,0p) <= 6.
Leiame, milliste ©g vadrtuste korral me saame mdrgitesti statistiku vadrtu-
seid vahemikust [-6..6]. See pole eriti keeruline ilesanne, sest mdrgitesti sta-
tistiku vddrtus voib muutuda vaid valimi vaatluste poolt mdidratud punktides,
vt ka tabelit 1.2. Selliste ©g vdadrtuste vahemik, [3,95..5,82] olekski 0,978-
usaldusintervall mediaanile. Kuna P(—4 <= S(X,0q) <= 4) = 0.89, siis
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0,89-usaldusintervalliks on vahemik [4,15..5,81]. Markame, et tapselt 0,9- voi
0,95-usaldusintervalli leida pole voimalik.

Tabel 1.2: Usaldusintervall mediaanile, margitesti abil

Op S(X,00)

—0..3,38 10
3,38..3,95 8
3,95..4,15 6
4,15..4,46 4
4,46..4,62 2
4,62..5,19 0
5,19..5,44 2
5,44..5,81 4
5,81..5,82 6
5,82..6,56 8
6,56..00 -10

1.4 Mediaani mitteparameetriline hindamine

Mediaani oskame muidugi juba ammu valimi pohjal hinnata. Siin tutvustame
lihtsalt loogikat, mida saab hiljem iildistada ka teiste situatsioonide jaoks.

Meil on statistik, antud juhul S(X,©p), mille abil saame testida hii-
poteese mediaani kohta. Millise statistiku S(X,©) véértuse puhul jaédme
koige kindlamini nullhiipoteesi juurde? Selliseks statistiku véartuseks oleks
S(X,00) = 0, mille puhul hiipoteesi Hy : © = O olulisustoendosuseks tu-
leks 1. Seega koige paremini sobivaks hinnanguks © viirtusele on arv O,
mille puhul S(X,0) = 0. Teine argument, millega joutakse sama tulemu-
seni, kolab jargmiselt. Kui © on tegelik mediaan, siis ES(X,0) = 0 (sest
binoomjaotus on siimmeetriline) ja momentide meetodit kasutades voiksime
valida mediaani hinnanguks © sellise viiértuse, mille puhul S (X, é) = 0 ehk
O € (4,62...5,19). Millist konkreetset vidrtust antud vahemikust valida
punkthinnanguks, on juba kokkuleppe kiisimus. Uheks enam-vithem loogili-
seks valikuvoimaluseks oleks valida 16igu keskpunkt (4, 6245, 19)/2 = 4,905,
milline olekski iiks voimalik mitteparameetriline hinnang mediaanile.
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1.5 Ulesanded

1.

Kui eeldame, et vaatlused X on normaaljaotusega, siis millise testi abil
kontrollime hiipoteesi Hy : med(X) = 37

Meil on viike valim, mille uurimiseks sooviksime kasutada t-testi. Uheks
t-testi eelduseks on ndue, et vaatlused peavad olema normaaljaotusega.
Normaaljaotuse eelduse kontrollimiseks teeb statistik mr. Greenhorn
formaalse testi (néiteks Shapiro-Wilk'’i testi), mis kontrollib nullhiipo-
teesi Hy : "vaatlused on normaaljaotusega”’. Testi olulisustGenéosus on
0,7, millest mr. Greenhorn jareldab, et tema vaatlused on normaaljao-
tusega ja t-testi kasutamine on Gigustatud. Mida peaks mr. Greenhorn
tegelikult lisaks tegema, et vastav vaide oleks aktsepteeritav?

Tehti 8 mo6tmist ja saadi jargmine valim: 10, 11, 12, 15, 20, 30, 55,
102. Testi margitesti abil, kas uuritava tunnuse mediaan voiks olla
10,57 Milline on olulisustéenédosus? Millise otsuseni jouad, kui oleksid
kasutanud olulisuse nivood 0,05 (aga olulisuse nivool 0,1)? Milline oleks
0,93-usaldusintervall mediaanile?



