Peatukk 3

Wilcoxoni astaksummatest
( Wilcoxon Rank-Sum Test)

3.1 Teststatistiku konstrueerimine

Wilcoxoni astaksummatest on mitteparameetriline test kahe (soltumatu) po-
pulatsiooni vordlemiseks. Testprotseduuri toome sisse praktilist niidet kasu-
tades.

Peame ravima viit gripihaiget. Soovime teada saada, kas erilise hiina tee
abil saaksid haiged kiiremini terveks. Jagame viis haiget juhuslikult kah-
te rithma — ravi saavaks ja kontrollriihmaks (nemad saavad tavalist teed).
Ravi saavasse rithma valime juhuslikult 3 patsienti, kontrollrithma ja&b 2
patsienti. Jalgime patsiente ja méargime iiles, kes kuna terveks saab. Esime-
sena terveks saanud patsiendi tdhistame numbriga 1, teisena terveks saava
haige tdhistame numbriga 2 jne. Haigetele omistatud tervenemisaja astakud
voivad jaguneda kahte gruppi 10-1 erineval viisil (C§ = C3 = 10):

Ravi 1,2,3 1,2,4 1,2,5 1,3,4 1,3,5
Kontroll 4,5 3,5 3,4 2,5 2,4
Ravi 1,45 2,3,4 2,3,5 2,45 3,4,5
Kontroll 2, 3 1,5 1,4 1,3 1,2

) ) ) Y

Juhul, kui ravil puuduks igasugune moju oleks koigi voimalike jarjestuste
esinemistdendosus sama — koik vaadeldud astakute jagunemised gruppides-
se voiksid aset leida toendosusega 1/10. Kui aga ravi aitaks patsiente, siis
kipuksid ravigrupis astakud olema viiksemad kui kontrollgrupis (ravigrupis
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saavad inimesed varem terveks). Siit tuleneb ka idee teststatistiku valikuks:
lildame koigi ravigruppi sattunud inimeste tervenemisaegade astakud. Kui
saadav summa tuleb viga vaike, siis vihjab see voimalusele, et ravist on ka-
su.

Formaalselt kirja pandult: olgu ravigrupis uuritava tunnuse vadrtuste as-
takud s1, S2, ..., s, (ravi saanute rithmas oli kokku n inimest). Siis teststa-
tistikuna kasutame suurust

Ws=514+5824+ ...+ sp.

Milline on statistiku W jaotus meie niite korral nullhiipoteesi kehti-
des? Leiame koigi 10 variandi jaoks statistiku W, vadrtused ja saamegi kirja
panna tema jaotuse nullhiipoteesi kehtides (vottes arvesse, et iga voimaliku
kombinatsiooni esinemistoenéosus on 1,/10):

w 6 7 8 9 10 11 12
PWs=w) 01 01 02 02 02 01 0.1

Ennem uuringuandmete kogumist oleks tarvis méirata ka kasutatav olu-
lisuse nivoo. Kuna tiilipilise olulisuse nivoo 0,05 korral me nullhiipoteesi
kummutada ei saakski (nii vdikse valimi korral), siis valigem olulisuse nivoo
a = 0,1 (ja kasutame patuga pooleks {ihepoolset hiipoteesi). Seega kui saak-
sime teststatistiku vadrtuseks Wy = 6, siis me kummutaks nullhiipoteesi ja
iitleks, et ravi aitab. Muul juhul jadksime nullhiipoteesi juurde.

Niiiid oleme teinud kéik otsused, mida tarvis teha enne katset ja voime
asuda oma eksperimendi juurde. Oletame, et esimese, teise ja neljandana
terveks saanud inimesed kuulusid ravitavate gruppi. Sellisel juhul Wy =1 +
244 = 7, olulisustoendosus P(Ws < 7|Hp) = 0.1+ 0.1 = 0.2 ja seega peame
jadma nullhiipoteesi juurde.

Antud néites vaatlesime ravi saanud inimesterithma astakute summat.
Sama hésti oleksime muidugi voinud vaadelda kontrollriithma kuuluvate pat-
sientide tervenemisaegade astakute summat W,. Paneme téhele, et statis-
tikute Wy ja W, vidrtused on seotud lihtsa valemiga. Olgu kontrollriihmas
tehtud m vaatlust ja raviriithmas n vaatlust, kokku moélemas rithmas tehtud
N vaatlust. Siis

W, = 0.5N(N +1) — W,,

sest koigi vaatluste astakute summa on 1+ 2+ ...+ N = 0.5N(N + 1).
Tanu sellisele {iks-iihesele vastavusele on {ikskoik, kumba riithma me loeme
kontrollgrupiks. Tasub siiski tdheldada, et statistikute W, ja W, jaotused



3.1. TESTSTATISTIKU KONSTRUEERIMINE 31

nullhiipoteesi kehtides voivad olla erinevad. Statistiku W, minimaalne voi-
malik vadrtus on 0.5n(n + 1), seevastu statistiku W, minimaalne voimalik
vaartus on 0.5m(m+1). See tekitab raskuseid tabelite koostamisel, ja sestap
on kasutusele voetud ka transformeeritud statistik W, mille puhul maini-
tud erinevus kaob. Statistiku W, leidmiseks tuleb Wilcoxoni teststatistikust
maha lahutada tema minimaalne voimalik vaartus:

Wy := Wy —0.5n(n + 1).

Seega iilaltoodud néite korral, kus Wy = 7, oleks Wy, = 7—0.5%3 % (3 +
1)=1.

Teststatistikut W, tuntakse ka Mann-Whitney teststatistiku nime all ja
temal baseeruvat testi kutsutase Mann-Whitney testiks. Pole raske niha, et
Mann-Whitney testi otsused langevad kokku Wilcoxoni (astaksumma) testi
omadega. Mann-Whitney teststatistikul on ka oma interpretatsioon. Nimelt
voime vaadelda koiki voimalikke paare (X,Y), kus X on périt {ihest popu-
latsioonist voetud valimist (ravigrupist) ja Y on périt teisest populatsioonist
voetud valimist (kontrollgrupist). Mann-Whitney teststatistik néitab siis, kui
paljudes vaadeldud paarides oli ravigruppi kuulunud patsient tulemus suu-
rem (tervenemiseks liks kauem aega) kui kontrollgruppi kuulunud patsiendil,

Way = #i{X: > Yj}.

Kasutatavas néites oleksid koikvoimalikud paarid jargmised:

Ravigrupi  kontrollgrupi ravigrupi liige
Astakud (X) astakud (Y) paarid tervenes aeglasemalt
1 3 13 -
2 ) 15 -
4 23 -
25 -
43 +
45 -

Paaride arv mille puhul ravigruppi kuulunud patsiendil ldks tervene-
miseks kauem aega oli 1 = Wg,,.

Teoreem 3.1 W,, = #; ;{X; > Y;}.

Toestus.
Vaatleme raviriihma astakuid: ravirithma vdikseima vaatluse astak S() néi-
tab, mitu kontrollrithma patsienti on temast vaiksemad + 1, st kui raviriihma
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vaikseim astak oleks 3 oleks kontrollriithmas 2 vaatlust, mis on temast vaik-
semad, seega antud vaatluse poolt moodustatud paaridest oleksid 2 sellised,
kus kontrollrithma tulemus oleks olnud viiksem. Uldjuhul on siis pisemast
raviriihma vaatlusest viiksemaid kontrollrithma vaatluseid S(;) — 1 tiikki.

Suuruselt jirgmise raviriithma vaatluse astak on Sy, sellest vaatlusest
viiksemaid kontrollrithma vaatluseid on aga Sg) — 2 tiikki (ses raviriihma
tiks vaatlustest oli ka sellest vaatlusest viiksem) jne. Seega:

Sy =D+ —=2)+...+(Sm —n) = #i,;{X:i>Y;}
Ws—05n(n+1) = #;;{X;>Y;}
Way = #i{Xi> Y}

q.e.d.

Mirkus: Lisaks Wy,-le voib kasutada ka statistikut W, ,-i:
Wym =W, — 0.5m(m + 1) = #ZJ{YZ > Xj}.

3.2 Keskvaartus ja dispersioon H; kehtides

Alustuseks vaatame, milline on {ihe vaatluse astakute jaotus ja kahe vaatluse
astakute tihisjaotus Hy kehtides.

Lemma 3.1 Kui Hg kehtib — populatsioonid on eristamatud — siis
1. i. vaatluse astaku S; jaotus on

P(S;=k)=1/N,k=1,2,..,N.

2. 4. ja j. (i,j =1,2,...,N) vaatluse ihisjaotuseks on
P(S; =k, S; = 1) = { /N - 1) if‘; |

Toestus.
Hj kehtides on koik N! vaatluste jarjestust vordvoimalikud. Neist (N — 1)!
on sellised, kus S; = k. Seega P(S; = k) = (N — 1)!/N! = 1/N. Selliseid
jarjestusi, kus S; = k,S; = [ on aga (N — 2)! tiikki, seega
P(Si=kS;j=1) = (N-2)!/N!
= 1/[N(N -1)].
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Lemma 3.2 Kui Hg kehtib, siis:
1. ES;=(N+1)/2
2. DS; = (N? —1)/12
3. Cou(S;,8;) =—(N+1)/12,i#j

Toestus.

ES; = 1/NA1+2+..+N)
= 1/N+N(N+1)/2
= (N+1)/2

DSi = 1/N(1*>+2% 4 ...+ N?) — (ES;)?
1/N % N(N +1)(2N +1)/6 — (N +1)?/4
(4N? + 6N +2)/12 — (3N? + 6N + 3)/12
= (N?-1)/12.

COV(Si,Sj) = ESiSj—ESiESj
1
= ——(1-1+1-24+..41-N+2-1+...+2-N+...+ N-N —
N(N_l)( +1-24.+ +2- 14+ +.oF
—(12 4224+ ...+ N?) - (N+1)*/4

B 1 (N(N+ 1)

(1+2+4...+N)—N(N+1)(2N + 1)/6) — (N +1)%/4

N(N —1) 2
= N(Nl_ 1)(N(N+ 1)N(N +1)/4 — N(N 4+ 1)(2N +1)/6) — (N + 1)?/4
= 12N(1N_1)N(N+1)[3N(N+1) —2(2N +1)] — (N +1)%/4

— RN DEN 2N 1) - (V14

= (N+1)(3N+2)/12— (N +1)?/4
= (N+1)(3N+2—-3N —3)/12
= —(N+1)/12

Q.E.D.
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Lemma 3.3 Kui Hq kehtib, siis
1. EWg=n(N+1)/2
2. DWg=nm(N +1)/12

Toestus
EWs = E(S1+ S+ ...4+5h)
n(N +1)/2
DWs = D(S1+S2+...+5y)
= nD(S;) +2n(n —1)/2 - Cov(S;, S;)
= n(N?-1)/12—n(n—1)(N +1)/12
= n(N+1)[N—-1—-(n-1)]/12
= nm(N+1)/12.
Q.E.D.

Mairkus. Mann-Whitney teststatistiku keskviirtus ja dispersioon on Hy
kehtides jargmised:

(EWy, =) EW,y = mn/2
(DWyz =) DW,y = nm(N +1)/12.
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3.3 Asiimptootiline jaotus

Suure katse puhul, kus n ja m on molemad suured, voib toendosuse P(W, >
w) arvutamine koigi voimaluste kokkulugemise teel osutuda viga toéoma-
hukaks. Sestap oleks hea, kui teaksime, millisele piirjaotusele ldheneb meid
huvitava statistiku W jaotus (nullhiipoteesi kehtides) suure valimi korral.
Selgub, et selleks jaotuseks on normaaljaotus. Antud viite toestus pole péris
triviaalne, sest astakud pole soltumatud ja seega on W soltuvate juhuslike
suuruste summa (toestus pole ka lootusetult keeruline aga jaab siiski praegu
valja). Teisisonu oeldes, asiimptootiliselt:

Ws - EWS £7H0 N
DW;,
Ehk, asendades keskvadrtuse ja dispersiooni iilaltoodud valemisse, saame:
Ws—n(N+1)/2 c,H, N
mn(N +1)/12

0,1).

(0,1).

Kontrollides iihepoolset hiipoteesi (teame eelnevalt, et t66tlus ei moju
voi kui mojub, siis ainult uuritava tunnuse védrtuseid kahandavalt), saame
Wilcoxoni testi olulisustoendosuse leida suure valimi korral jairgmise valemi

abil:

P(W, < c|Hy) =

o ¢ + pidevuse parandus — EW
DW;

I s 0.5 —0.5n(N + 1)
B mn(N +1)/12

kus ®(x) on standardse normaaljaotuse jaotusfunktsioon kohal x.

Kahepoolne hiipotees.
Oletame esmalt, et vaadeldavas valimis on astaksummatesti teststatistiku
vaartus c viiksem kui nullhiipoteesi puhul oodatav testtatistiku vaartus, ¢ <
EW; ehk ¢ < 0.5n(N + 1).

Toen#osus niha sedavord viikest voi veel viiksemat teststatistiku vaér-

tust on
ot 0.5 —0.5n(N + 1)
mn(N +1)/12 '

Kahepoolse hiipoteesi puhul pakuvad aga huvi ka sedavord oodatavast
suuremad voi veel suuremad statistiku vddrtused. Kui praegu on valimis
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ndhtud teststatistiku védrtus EW; — ¢ = 0.5n(N + 1) — ¢ iihikut viiksem Hy
puhul oodatavast, siis kui téendoline on ndha samavorra Hy puhul oodata-
vast viartusest suuremat (voi veel suuremat) teststatistiku vadrtust? Vastav
toendosus on leitav valemiga

P(W, > EW, + (EW, - o)) =
=P(Ws>n(N+1)—c)
=1-P(Ws<n(N+1)—c¢)
1 <n(N + 1) — ¢ + pidevuse korrektsioon — EWS>

5n(N +1) —c—0.
:1®<05n( +1)—c 05)7

kust saame (kuna 1 — ®(z) = &(—x)):

P(W, > EW, + (EW, — ) = <C+O.50,5n(N+1)>

mn(N +1)/12

Liites molemad toendosused (sedavord viikese voi veel viiksema teststa-
tistiku saamise tdendosuse ja samavorra oodatavast suurema voi veel suure-
ma teststatistiku saamise tdendosuse) saame olulisustoendosuseks

(3.1)

S5 —=05n(N+1
p—Véartus:2-<I><c+05 05n(N + )>

mn(N +1)/12

Kui aga ndhtud teststatistik peaks olema suurem kui nullhiipoteesi pu-
hul oodatav virtus EWj, siis jouame sarnase arutelu tulemusel jargmise p-
vadrtuseni:

(3.2)

b5 —=05n(N+1
p—viiiirtus=2-<1><—c+05 05n(N + )>

vmn(N +1)/12

Valemite 3.1 ja 3.2 pealt voime kokku kirjutada igas situatsioonis kasu-
tamiskolbliku valemi kahepoolse testi p-vairtuse leidmiseks:

0.5 — 0.5n(N + 1
p—vaartus:2-<p<_’c+ n(N + )!>.

mn(N +1)/12
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3.4 Populatsiooni mudelist

Wilcoxoni astaksumma testi rakendamiseks pole meil tarvis endale ette kuju-
tada kahte populatsiooni vmms. Piisab sellest, et me jagame uuritavad juhusli-
kult kahte gruppi. Wilcoxoni testi puhul saame péarida, kas antud uuritavate
indiviidide puhul iiks t66tlus on parem kui teine t66tlus.

Enamasti aga soovime me teha jareldusi mitte meie valimisse kuuluvate
indiviidide kohta, vaid mingi laiema populatsiooni kohta. Niiteks voime me
votta valimi patsientidest, ravida osasid iihel ja teisi teisel viisil ning lopuks
soovime 6elda, milline ravi on parem antud haiguse patsientidele (koigile pat-
sientidele, mitte ainult meie valimisse sattunud inimeste jaoks). Véi votame
kaks valimit kahest populatsioonist, X ~ F(z) ja Y ~ G(y) ning soovime
teada, kas molemas populatsioonis on uuritava tunnuse jaotus samasugune,
kas FF = G?

Votame valimi suurusega N = n + m. Kui nullhiipotees kehtib, F' = G,
siis on vaatluste Xq,..., X, Y1,...,Y,, mistahes jirjestus vordvoimalik. See-
ga on toendosus niha esimeses valimis (X-id) astakuid sq,...,s, on vordne
voimaluste arvuga valida N vaatluse seast vilja n vaatlust,

P(sl,...,sn):1/<]§).

Seega jadb nullhiipoteesi kehtides Wilcoxoni astaksummatesti statisti-
ku jaotus samasuguseks, iikskoik kas meil on tegemist juhuslike valimitega
populatsioonidest voi me koigest jagame juhuslikult gruppidesse kogu meid
huvitavat populatsiooni.

Mbonevorra segadust voib tekkida siis, kui uuritava tunnuse jaotus pole
(périselt) pidev. Sellisel juhul on igas valimis erinev arv vordseid vaatluseid ja
Wilcoxoni astaksummatesti teststatistiku jaotus jadb soltuma uuritavast jao-
tusest (sellest, millise tdendosusega voime niaha kokkulangevaid vaatluseid).
Kuna aga uuritava tunnuse tegelik jaotus pole ju teada (milleks muidu me
kasutame mitteparameetrilist testi), siis pole esmapilgul voimalik p-vadrtust
arvutada ja reaalselt statistilist testi teha. Lahenduseks on nn tingliku testi
kasutamine — eeldame, et vordsete astakute konfiguratsioon on antud, ja
muretseme siis, et sellise konkreetse vordsete astakute konfiguratsiooni pu-
hul I-liiki viga ei tehtaks lubatust suurema toendosusesga. Olulisustoendosuse
arvutamine toimub sellisel juhul tépselt samal viisil, kui tegime seda rando-
miseeritud katse korral. Kuna mistahes vordsete astakute konfiguratsiooni
puhul me esimest liiki viga me ei tee lubatust sagedamini, siis voime olla
kindlad, et selline testprotseduur garanteerib, et I-liiki vea tegemise toendo-
sus poleks suurem kui uurija poolt valitud olulisuse nivoo «.
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3.5 Testi voimsus

Kas me suudame oma kasinate voimete ja voimaluste juures toestada alterna-
tiivse hiipoteesi (kui alternatiivne hiipotees ikka on 6ige)? Kui suurt valimit
ldheb tarvis, et suudaksime néidata erinevust populatsioonide vahel?

Uldjuhul kisitleb alternatiivne hiipotees (F # G) sedavord paljusid eri-
nevaid situatsioone, et midagi ildist koigi nende olukordade kohta Gelda on
raske. Kui uurijal on silma ees mingi konkreetne ettekujutus sellest, kuidas
kahe populatsiooni jaotused voiksid teineteisest erineda, siis on sageli koige
lihtsam tee arvutisimulatsiooni abil hinnata testi voimsust (genereerida k
sellist valimit, kus n vaatlust on voetud jaotusest F' ja m vaatlust jaotusest
G ja vaadata siis, kui paljudes genereeritud valimites suutis astaksummatest
vastu votta alternatiivse hiipoteesi).

Mida suuremaks muutuvad valimi suurused, seda raskemaks liheb ka
nende genereerimine. Sestap vaatame alljdrgnevalt monda voimalust leida
astaksummatesti astimptootilist voimsust. Jargnevates arvutustes on veidi
mugavam kasutada teststatistiku W asemel nn Mann-Whitney teststatisti-
kut Way.

Alustame sellest, et leiame teststatistiku keskvdértuse ja dispersiooni al-
ternatiivse hiipoteesi kehtides.

3.5.1 Keskvairtus ja dispersioon H; kehtides

Olgu antud m soltumatut sama jaotusega juhuslikku suurust jaotusest F' —
X1, X9, ..o, Xy ~ F jan s.s.j.j.s. jaotusest G — Y1, Ys,..., Y, ~G.
Defineerime uued juhuslikud suurused U;;:

U — 1, kui X; <Y
Y10 muidu
Juhusliku suuruse U;; keskvidrtuseks on
EUz'j = P(XZ < Y}) =:p1.

Mann-Whitney teststatistik aga on esitatav juhuslike suuruste U;; kaudu:
ey = Y0
to g

Seega EW,,, = >, Zj EU;; = mnp;.

Siit saame iihe tdiendava voimaluse interpreteerida teststatistiku vadr-
tust — nimelt on suurus Wy, /(mn) nihketa hinnanguks tdendosusele p; =
P(X <Y).
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Mis juhtub teststatistiku dispersiooniga juhul, kui kehtib alternatiivne
hiipotees? Kui erinevus jaotuste F' ja G vahel on viike, siis muutub ka Mann-
Whitney teststatistiku dispersioon (voi standardviga) vaid veidi. Enamasti
méarkimisvadrselt vihem kui teststatistiku keskvédrtus. Kui néiteks vorrel-
davad populatsioonid oleksid normaaljaotusega, keskviartuste erinevusega
A, siis muutust Mann-Whitney teststatistiku keskvadrtuses ja dispersioonis
kirjedab joonis 3.1. N&deme, et viikeste A vaartuste puhul on muutus test-
statistiku dispersioonis véiga véike, ignoreeritav. Paljud autorid iitlevadki, et
kui F' ja G' on lidhedased, siis DW,, ~ DyoW;y. Ka antud konspektis on
hiljem kasutatud seda ligikaudset vordust. Siinkohal paneme aga kirja ka
valemi teststatistiku dispersiooni tdpseks arvutamiseks.

Joonis 3.1: Teststatistiku W, keskvéértuse ja standardvea protsentuaalne
muutus, kui keskvidrtuste erinevus on A ja uuritava tunnuse jaotuseks on
normaaljaotus.

standardved = ~-~--

' DW muutus

-5
|

-10

— Keskvaartuse
EW muutus

Muutus (%)
-15

-25 -20
I |

-30
I

0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5

j i 7 k1

i
kus kovariatsioonide summeerimine toimub iile nende ¢, j, k ja [ vaartuste,
mille puhul kas i # k ja/voi j # [ (variandi ¢ = k ja j = [ puhul on tegemist



40PEATUKK 3. WILCOXONI ASTAKSUMMATEST (WILCOXON RANK-SUM TEST)

U;j dispersiooniga).

Antud summas on kolme erinevat tiitipi kovariatsioone. Kuii # k ja j # [,
siis leitakse U;; ja Uy téiesti erinevaid X ja Y tunnuse véértuseid kasutades
ja on soltumatud (kuna on soltumatute juhuslike suuruste funktsioonid).
Seega on vastavad kovariatsioonid koik nullid.

Juhtumeid, kus i = k aga j # | on mn(n — 1) tiikkki (X-e on m tiikki,
j valikuks n voimalust Y-te seast ja k valikuks jaab jargi n — 1 voimalust).
Liidetavaid, kus ¢ # k aga j = [ on aga nm(m — 1) tikki. Seega

DW,y = mnDU;; +mn(n—1)Cov(Us;, Uy) +nm(m—1)Cov(U;j, Ug;j). (3.3)

Leiame valemis kirjas olevad dispersioonid ja kovariatsioonid. Kuna U;;
on binaarne, siis

DU;; = p1(1 — p1).
Kuna EUZ‘]‘UH = P(Uij =U; = 1) = P(XvZ < E/j,XZ‘ < Yz) =: po slis
COV(UZ‘j, Uil) = EUZ'jUZ'l — EUijEUil
= D2 —p%-
Tahistades p3 := P(X; < Yj, X} < Yj) saame analoogselt, et Cov(Uy;, Uy;) =
p3 — pi.
Asendades saadud tulemused valemisse 3.3 saame

DW,y = mnpi (1 — p1) + mn(n — 1)(p2 — pi) + nm(m — 1)(ps — pi).

Juhul kui Hy kehtib, siis p; :== P(X < Y) = 1/2 japy = p3 = 1/3
(juhuslikult valitud vaatluse toendosus olla viikseim kolmest sama jaotusega
vaatlusest). Sellisel juhul aga EW,,, = mnp; = mn/2 ja

DW,, = mn/44+mn(n—1)(1/3-1/4)+nm(m —1)(1/3 —1/4)
= mn/123+n—-14+m—1)
= mn/12(n+m+1)
= mn(N +1)/12.

Saadud tulemused langevad kokku varemnihtud tulemustega.

3.5.2 Asiimptootiline voimsus

Kontrollime nullhiipoteesi Hy : G = F kehtivust. Oletame, et nullhiipotees
liikatakse timber, kui teststatistik osutub suuremaks kriitilisest viirtusest
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Chrit, Way > Crrit (vaatame iihepoolset hiipoteesi). Siis alternatiivse hiipo-
teesi (F' # G) kehtides on testi voimsus II(F, G) leitav valemist:

H(F, G) = P(Wzy > Ckrit)
- P (ny —mnpi > Clkrit — mnpl)

VDW= /DWW,

1 — @ [ Chrit Z NP1 ’ (3.4)
VDWay

Q

sest
Way — mnpy

/DWay

Teades p1, p2 ja p3 vadrtuseid, saame leida testi voimsuse. Nimetatud toe-

n#osuste leidmine on vahel voimalik, aga sageli on just po ja p3 jaoks millegi

moistliku viljapakkumine praktikas keerukas. Sestap proovime leida lisaeel-

dusi ja tdiendavaid lihtsustusi tehes praktikas lihtsamini kasutatava valemi.
Esmalt leiame, milline on kriitiline vaartus cgpi:

— N(0,1).

o = P(ny > Ck:rit‘HO)
a = P<W:cy_nm/2> Ck:ritnm/2|HO>

\ DHOny N \ DHOny

1o [ nmy2
DHOWa:y
2 ~ Ckrit — nm/2
- V D, WIZJ

Kus 21, on standardse normaaljaotuse 1 — a-kvantiil. Paari lihtsa tei-
sendusega (ja arvestades, et Dy, Wy, = mn(N + 1)/12) jouame soovitud

tulemuseni:
Chrit = 21—aV/mMn(N +1)/12 + nm/2.

Asendades saadud tulemuse voimsuse valemisse 3.4 saame:

o Z1—a/mn(N +1)/12 + nm/2 — mnp;
I(FG) = 1 c1>< Nl )

1— & (nm(0.5 —p1) — zZa/mn(N + 1)/12) ' (3.5)
DIV,
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Saadud valemit on voimalik monikord tdepoolest kasutada. Naiteks eel-
dades, et uuritava tunnuse jaotus molemas populatsioonis on normaaljaotus,
sama hajuvusega (standardhilbega o) ning eeldades, et keskvaartuste erine-
vus populatsioonide vahel on A, saame tdendosused p1, po, p3 ja iithepoolse
testi voimsuse leida néiteks jargmise R programmi abil:

# Valimite suurused
n=30; m=10

# Uuritava tunnuse hajuvus (m8lemas populatsioonis)
sigma=1

# Keskvdidrtuste erinevus
delta=0.5

# Kasutatav olulisuse nivoo
alpha=0.05

# Leiame t8endosused pl, p2, p3 (juhul, kui on normaaljaotus)
library(mvtnorm)
pl=pnorm(0, -delta, sd=sqrt(2*sigma*#*2))
p2=pmvnorm( lower=c(-Inf,-Inf), upper=c(0,0),
mean=c(-delta, -delta),
sigma=cbind (c(2*sigma**2,sigma**2), c(sigma**2,2+«sigma**2)))

# Teststatistiku dispersioon ja keskvddrtus H1 kehtides:
DW=m*n*pl#* (1-pl)+m*n*(n-1)*(p2-pl**2)+ n*m* (m-1)*(p3-plx*2)
EW=m*nx*p1l

# Leiame ilhepoolse testi vdimsuse
1-pnorm((n*m*(0.5-pl) -gnorm(alpha)*sqrt (m*n* (m+n+1) /12)) /sqrt (DW) )

Toodud valemit otse kasutada on enamasti siiski raske. Paremal juhul
voib eeldada, et DW,, ~ DpoWyy, millisel juhul liheb voimsusarvutuse
jaoks tarvis vaid suurust p; := P(X < Y). Ka selle ithe toendosuse leidmi-
ne ei pruugi praktikas olla kuigi lihtne iilesanne. Milline voiks néiteks olla
toendosus, et hommikuti putru sé66nud laps on pikem putru mitteséénud
lapsest? Palju lihtsam on aga saada vanaemalt kitte eksperthinnang: tdnu
pudrule kasvab laps 5cm pikemaks. Vaatamegi alljargnevalt, kuidas kasuta-
da valemit 3.5 juhul, kui teame testitava to6tluse kohta, palju ta uuritava
tunnuse vadrtust muudab.
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Erinegu kaks populatsiooni teineteisest vaid nihke poolest, st Y = X + A
ehk Fx(z) = Gy(z + A). Sellisel juhul py = P(X - Y <0) = P(X — (Y —
A) < A). Kuna nii X kui ka Y — A on sama jaotusega, siis p1 = F*(A), kus
F* on kahe F' jaotusega juhusliku suuruse vahe jaotus.

Funktsiooni f(x) Taylori rida kohal a on kujul

0 £(n) (g
5 )

n!

(x —a)".

f()

n=0
Tahistades F* tihedusfunktsiooni f*-ga saame kirja panna funktsiooni
F* Taylori rittaarenduse kohal 0:
*\/ 0
F*(A) = F*0)+ f*(0)A + f) )2< )A2+...
~ FH0) + f7(0)A

Kuna F*(0) = 0.5 — sest kahe sama jaotusega juhusliku suuruse vahe
mediaan (ja keskvddrtus) on 0 — siis saame, et

p1 — 0.5 = Af*(0).
Asendame saadud tulemuse valemisse 3.5 ja saame:

—mnAf*(0) — zay/ f5mn(N + 1)
DW,,

(F,G) = 1-®

mnA f*(0) + zq\/ mn(N + 1)
DWay

= ¢

sest 1 — ®(z) = ®(—x). Kui A on viike, siis DW,y ~ 5mn(N + 1) ja

12mn
N+1

(F,G) = ® ( AF*(0) + za> .

Naiide 3.1 Kiisitlusfirmas td6tab 20 ankeedisisestajat kahes téoruumis. Meid
huvitab, kas taustamuusika mdngimine té6ruumis voiks tosta nende to0 effek-
tiwsust. Teame varasemast, et Ghe tddtaja poolt pdeva jooksul sisestatud lehe-
kiilgede arvu dispersioon on 32. Kui suure téoendosusega suudaksime téestada
olulisuse nivool 0,05 taustamuusikast tingitud muutuse (eeldame hetkel, et
meid huvitab vaid ihepoolne hiipotees)? Oletame, et kui muutus eksisteerib,
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siis tostab taustamuusika sisestatud lehekiilgede arvu 5 vorra. Soovime kasu-
tada Wilcozoni testi (sest me ei tea kindlalt pdeva jooksul sisestatud lehekiil-
gede arvu jaotust), aga voimsusarvutust tehes eeldagem, et vaadeldud tunnus
on normaaljaotusega.

Lahendus.
Kui X, X" ~ N(u,0% = 32) siis X — X' ~ N(0,2 - 02) ja seega F* =
N(0,2 - 0?) ning

20/

Seega oleks Wilcozoni astaksummatesti voimsus A =5 korral

12mn A
HF - q> «
(F.G) (\/N+120\/7?+z>
12-10-1
_ g B0 5 gy
20+1 2327
= ©(0,24)
— 0,5948.

Testi voimsus 0,59 on madalapoolne, aga riskialdima eksperimentaato-
i jaoks ehk siiski piisav katsega alustamiseks. Kui leiaksime astimptootilise
voimsuse abil testi tapse voimsuse, siis see oleks 0,55 (valimimaht 10+ 10 po-
le veel tdiesti piisav astimptootika probleemivabaks t66ks, aga vdga viltu niid
ka ei lainud...).

Vahel soovitakse testi voimsuse asemel leida hoopis valimi suurust, mi-
da oleks vaja teatud voimsuse saavutamiseks. Valimi mahu leidmiseks, mis
tagaks testi voimsuse 3, peaksime leidma m ja n védrtused jargmisest vor-

randist:
12mn , .,
Bz@( Af (0)+za>.

N+1

Saamaks iihest lahendit tehakse mingi eeldus m ja n soovitava suhte kohta
(voib fikseerida ka iihe neist ja kiisida, kui suure valimi peaksime votma
teisest populatsioonist...). Néiteks voime otsustada, et m = n. Sellisel juhul
(ja arvestades, et 1/(N 4+ 1) ~ 1/N suure valimi korral):



3.5. TESTI VOIMSUS 45

N+1
12
zg = NTZAf*(O)—i_Za
n2
28— 20 = %Af*(o)
28 = Za
ar — Vo
(Zﬁ_zoc)Q -
a2 - "
_ (Zﬁ_za)Q
T 6A2(f(0))?

Niide 3.2 Pdordume tagasi eelmise, ankeedisisestajate ndite juurde. Vaata-
me, kui suurt valimit laheks meil vaja, et saavutada 90% voimsust:

_ (ZB - Za)2
n = 72 1
6A 4021

202
= (28 — Za) §2ﬂ'/3
32
= (1,28...—(—1,64...))2-§.2-3,14.../3
= 22,95.

Molemasse katseriihma vajame seega 28 ankeedisisestajat.

3.5.3 Wilcoxoni ja t-testi vordlus

Paljudel tekib kindlasti kiisimus — kui palju me véidaksime testi voimsuses,
kui kasutaksime Wilcoxoni testi asemel t-testi? Erinevate testide vordlemisel
kasutatakse sageli nn Pitman efficiency’t ehk Pitmani effektiivsust (vahel
kutsutakse ka relatiivseks efektiivsuseks ehk relative efficiency. Nimetatud
néitaja leidmiseks tuleb vilja selgitada, kui suurt valimit 1dheb vaja iihe testi
korral ja kui suurt valimit teise testi korral et saavutada etteantud voimsus.
Kahe valimi suuruse suhe ongi Pitmani effektiivsus. Niiteks Wilcoxoni ja
t-testi puhul oleks Pitmani effektiivsus e; w leitav suhtena
g

Ctw = )
NWilcoxon
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kus n; oleks valimi suurus, mida t-test vajab voimsuse ® saavutamiseks ja
NWilcozon ON Wilcoxoni testi poolt vajatav valimi suurus sama testi véimsuse
korral. Arvutame t-testi suhtelise efektiivsuse Wilcoxoni testi suhtes suurte
valimite jaoks (kus voime kasutada teststatistikute astimptootilisi jaotusi).
Astimptootilise Relatiivse Efektiivsuse tdhistamiseks kasutatakse sageli li-
hendit ARE.

Sarnast tuletuskiiku kui Wilcoxoni testi puhul kasutasime voime jouda
t-testi puhul vajamineva valimi mahu suuruse arvutamisel tulemuseni

0.2

ny = 2(z3 — Za)2§~

Juhul, kui vaatlused oleksid normaaljaotusega, siis oleks t-testi ARE
Wilcoxoni astaksumma testi suhtes seega:

2(25 — 20)% - 0% ) A?
(28 — 2q)? - 02/ A2 2%
3
0

GLw =

0,955

Q

Seega justnagu “kaotaksime” Wilcoxoni testi kasutades umbes 5% oma
valimi mahust. Samas voime teha sarnaseid arvutusi ka teiste jaotuste korral.
Kui valim on suur, voib ju t-testi kasutada ka siis, kui vaatlused pole nor-
maaljaotusega. Alljargnevalt moned ARE-numbrid erinevate jaotuste puhul,

nihkemudel:
normaaljaotus ‘ logistiline ‘ eksponentjaotus ‘ double exponent

0,955 | 1,097 | 3 | 1,5

Enamike mittenormaalsete jaotuste puhul on Wilcoxoni test tundlikum ja
voib vahel vajada isegi 3-4 korda véiksemat valimit kui t-test. Eksisteerib ka
alampiir — t-testi ja Wilcoxoni testi relatiivne efektiivsus ei saa (nihkemudeli
korral suvalise pideva jaotuse F puhul) olla vaiksem kui 0,864 (e, > 0,864).
Vaata ka joonist 3.2. Vastavat iilempiiri ei eksisteeri — Wilcoxoni test voib
olla kuidas palju tundlikum t-testist. Seega voimalik voit Wilcoxoni astak-
summatesti kasutades voib olla viiga suur, aga kaotus (kui vaatlused néiteks
toepoolest on normaaljaotusega) iisnagi pisike.

Mairkus: samasugune alampiir kehtib ka Wilcoxoni astakmargitesti korral
(vorreldes soltuvate valimite jaoks méeldud t-testiga).



