Peatukk 2

Wilcoxoni astakmargitest

2.1 Motivatsioon ja teststatistik

Wilcoxoni astakmérgitesti ( Wilcozon Signed-Rank Test) kasutatakse kahe
soltuva valimi vordlemiseks. Oletame néiteks, et soovime vorrelda, millise
vietise abil saame parema saagi. Iga katsepdld jagatakse kaheks pooleks,
millest {ihte poolt vietatakse iihe vietisega, teist poolt aga teise vietisega.
Stigisel vaadatakse kuidas saagiga lood on. Niiteks vois vaatluse all olla kolm
poldu ja olgu saadud saagid jargmised:

I pool IIpool erinevus

1.pold 76 78 2
2.pold 82 91 9
3.pold 80 86 6

Kahel pollul oli parem uue vietisega vietatud pool, iihel pollul andis
parema tulemuse vana vietis. Kas see on {ikskoik, millisel pollul oli vana
viietis parem? Vaatame kahte hiipoteetilist olukorda. Uhel juhul on uus vie-
tis paaril pollul méekorguselt parem vanast (6 ja 9 iihikut) ja {ihel pollul
oli vana vietisega vietatud pool napilt parem (2 {ihikut). Teisel juhul annab
uue vietisega vietatud pool kahel pollul napilt paremat saaki (2 ja 6 iithikut)
iiks vana vietisega vietatud pollupool on aga méarkimisvairselt parem kui
uue vietisega vietatud pollupool (9 iihikut). Kas mélemal kirjeldatud juhul
on andmed uue vietise kasulikkusest sama tugevad? V&i arvame, et esime-
sena kirjeldatud juhul usume meelsamini uue vietise paremusse kui teisena
kirjeldatud juhu puhul?

Loomulikult véime taoliste andmete puhul kasutada margitesti. Leiame
iga pollu jaoks saagikuste erinevuse (uue vietisega poole saak - vana véeti-
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sega poole saak), tdhistame saadud saagikuste erinevuse . pollul siimboliga
X;. Voime kontrollida mérgitesti abil, kasutades teststatistikut S(X,0) =
o sgn(X;), kas erinevuste mediaan voiks olla null.

Aga voime ka jilgida oma sisetunnet ja otsida midagi méirgitestist pa-
remat. Sellist, mis arvestaks mingil moel ka saagikuste erinevuse suurust.
Wilcoxoni astakmargitesti statistik votabki arvesse lisaks erinevuse margile
ka erinevuse (absoluutviértuse) suurust (astakut):

W = Z sgn(X;))rank (| X;]).
i=1

2.2 Statistiku W jaotus nullhiipoteesi kehtides

Kui uus ja vana vietis on vordvadrselt head, siis tulenevad erinevused saaki-
des lihtsalt pollupoolte erinevusest. Kumba péllupoolt vietatakse uue vieti-
sega, on heas katses valitud juhuslikult (otsustatakse miindiviske abil vms).
Kui vaatame saagikuste erinevusi — saak uue vietiega miinus saak vana
vietisega — siis nullhiipoteesi kehtides peaksid mérgid erinevuste ees ole-
ma taiesti juhuslikud. Antud néites on vaadeldud kolme pdldu, seega on
voimalikke mirgikombinatsioone erinevuste ees 23 = 8, ning jirgnevad kat-
setulemused (valimid) peaksid koik esinema vordse toenidosusega:

erinevused (z;) | sgn(xz;)rank(|x;|) | W (z;) PW =W(x;))
-2 -6 -9|-1 =2 3| W=-6 1/8
+2 -6 -9|4+1 -2 -3 | W=-4 1/8
2 46 9| -1 +2 -3 |W=-2 1/8
42 46 9| +1 +2 -3 |W=0 1/8
2 6 49| -1 -2 43 |W=0 1/8
42 6 49|41 -2 43| W =42 1/8
-2 +6 49| -1 +2 +3 | W =+4 1/8
+2 46 49|41 42 43| W =+6 1/8

Ulaltoodud tabelit kasutades voime vilja kirjutada Wilcoxoni astakmi-
gitesti statistiku W jaotuse juhul, kui n = 3, vaata tabelit 2.1.

Oletame niiiid, et meie katses tulid erinevused 6 ja 9 uue vietise kasuks
ning erinevus 2 vana vietise kasuks. Seega W = —4. Leiame olulisustde-
naosuse (p-value) — milline on tdendosus naha sedavord ekstremaalset voi
veel ekstremaalsemat statistiku viirtust nullhiipoteesi kehtides? Uhepool-
se hiipoteesi korral, kui uus véietis saab olla vaid kas samahea v0i parem



2.2. STATISTIKU W JAOTUS NULLHUPOTEESI KEHTIDES 15

Tabel 2.1: Statistiku W jaotus nullhiipoteesi kehtides, n = 3

w |6 4 2 0 2 4 6
P(W=w) | 1/8 1/8 1/8 2/8 1/8 1/8 1/8

kui vana véetis, oleksid sama ekstreemse (W = —4) voi veel ekstreemse-
ma (W = —6) statistiku vadrtuse saamise toendosus nullhiipoteesi kehtides
1/8 +1/8 = 0,25, seega olulisustéendosus on iihepoolse hiipoteesi korral
0,25. Kahepoolse hiipoteesi korral (kui uus véetis voib pohimatteliselt olla
ka kehvem kui vana) on sama ekstreemse voi veel ekstreemsemate statisti-
ku vadrtuste hulk {—6,—4,4,6} suurem ja testi olulisustdenéosuseks tuleb
0,25*%2—0,5. Seega antud juhul ei suuda me alternatiivset hiipoteesi toesta-
tuks lugeda mistahes moistlikku olulisuse nivood kasutades.

Voime ka tdhele panna, et kolme vaatluse korral poleks iihegi katsetule-
muse korral voimalik toestada uue vietise paremust vanast olulisuse nivool
0,05!

Seega lildjuhul on voimalik Wilcoxoni astakmaérgitesti olulisustoenfosust
leida néiteks nii: vaatame 1dbi 2" erinevat mérgikombinatsiooni astakute
ees, leiame iga kombinatsiooni jaoks statistiku W véirtuse ning kirjutame
vilja W jaotuse juhul, kui nullhiipotees kehtib. Saadud jaotust kasutades on
juba lihtne leida testi olulisustdoendosust. Tasub meeles pidada, et iga valimi
suuruse n korral tuleb statistiku W jaotus erinev!

Samas pole olulisustdenéosuse leidmiseks tarvis tervet jaotust vélja kir-
jutada. Piisab, kui loeme kokku ainult ndhtud W véirtuse ja temast veel
ekstreemsemate vaartuste saamise toendosused nullhiipoteesi kehtides.

Vaatame jargmist niidet

Niide 2.1 Ravimifirma soovis wurida, kas tema poolt vilja tootatud spet-

nilist ravimeetodit (haavade kokkuomblemist) kasutades. Uuringusse varvati
10 katsealust (rotti) ja igale rotile tehti kaks samapikka sisseloiget. Uks haa-
vadest ommeldi kokku (kasutati traditsioonilist raviviisi) ja teine plaasterdati
kinmi. Lasti siis haavadel paar pdeva paraneda. Haava paranemise headust
moddeti paari pdeva pdrast jargmiselt: vaadati, kui tugevat joudu ldheb va-
ja haava uuesti lahti rebimiseks (seega suuremad numbrid naitavad paremini
paranenud haavu). Katsetulemused on toodud tabelis 2.2.

Leiame kogutud andmete pohjal Wilcozoni astakmdrgitesti statistiku vadr-
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Tabel 2.2: Kliiniline katse parima haavaravi leidmiseks

rott | plaaster omblus | plaaster-omblus | sgn(z;)rank(|x;|)

1 659 452 207 6
2 | 984 587 397 9
3 | 397 460 -63 -1
4 | 574 787 -213 -7
5 | 447 351 96 4
6 | 479 277 202 )
7 | 676 234 442 10
8§ | 761 016 245 8
9 | 647 577 70 3

10 | 577 913 64 2

tuse:

W=06+9—1—T+4+5+10+8+3+2(= 39).

Antud juhul on erinevaid véimalusi astakute ette mdirke panna 219 = 1024,
koiki neid ldbi vaadata on raske. Aga vaatame, mitu mdrgikombinatsiooni
on sellised, mille puhul tuleks teststatistiku vadartus 39 véi suurem. Astakud,
mille ette mitnusmdrgi pannes saame sama ekstreemse voi veel ekstreemsema
statistiku vadrtuse, on dra toodud alljargnevas tabelis:

munusmdarkide arv astakud juhte kokku
0 0 1
1 1,2, 8 4,5, 6,7 8
, (1:9), (13).(1:4).(15).(1:6).(17). |,
(2:3),(2:4),(2:5),(2:6),(3:4).(3:5)
3 (1;2;8), (1;2;4), (1;2;5), (1;3:4) 4

Kokku on seega neist 1024-st juhust selliseid, mille puhul W vddrtus tu-
leks sama ekstreemne vo1 veelgr ekstreemsem kui vaadeldud statistiku vddr-
tus 1 + 8 + 12 + 4 = 25. Kui me teaksime ette (juba enne andmete kogu-
mist/nagemist), et plaaster saab omblusest vaid parem olla (mitte halvem),
voiksime kontrollida ihepoolset hiipoteesi. Sellisel juhul oleks sedavérd ekst-
reemse v0i veel ekstreemsema statistiku vadrtuse nigemise toendosus nullhi-
poteesi kehtides (p-value) 25/1024 = 0.0244 . ... Kui me ei saa kindlalt del-
da, et "plaastriga haavad ei saa paraneda kehvemini kui omblust kasutades”,
peaksime kasutama kahepoolset hiipoteesi. Sel juhul saaksime olulisustéendo-
suseks 0.0244 2 = 0,0488. Antud ndite korral saame seega toestatuks lugeda
(olulisuse nivool 0,05), et plaaster parandab haavu paremini.
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Juhul kui vaatluste arv ldheb suureks, voib tépse olulisustoeniosuse leid-
mine isegi arvuti abil muutuda keeruliseks (niiteks taiesti moistliku valimi
suuruse n = 100 korral peaksime 1ibi vaatama =~ 103" erinevat mirgikombi-
natsiooni...). Isegi siis, kui peaksime olulisustéendosuse leidmiseks 1abi vaa-
tama vaid umbes 5% neist, oleks seda tdnapdeva arvutite jaoks liiga palju.
Seetottu kasutatakse vihegi suuremate valimimahtude korral ligikaudseid
meetodeid olulisustéendosuse leidmiseks. Uheks vdimaluseks oleks Monte-
Carlo kursusest tuttavate meetodite kasutamine. Teiseks voimaluseks oleks
statistiku W aslimptootilise jaotuse kasutamine.

2.2.1 Monte-Carlo meetod olulisustoendosuse arvutamiseks

Meetodi idee on lihtne. Iga vaadeldud pollu puhul viskame juhuslikult kulli
ja kirja ning otsustame takkajirgi, kumb péllupool peaks kandma silti “uus
vietis”. Saagikuste andmed jdtame samaks — seega otsustab miindivise iga
erinevuse ees koigest tema mérgi. Saagikuse ja vietise tii{ibi vahel seost olla
ei tohi — oleme ju véetise tiiiipi nditavad “sildid” juhuslikul segamini ajanud.
Arvutame Wilcoxoni astakmérgitesti statistiku vddrtuse sellise segaminiae-
tud andmestiku pealt. Kordame seda protseduuri palju kordi, néiteks miljon
korda. Saame miljon statistiku W viidrtust olukorras, kus nullhiipotees ga-
ranteeritult kehtib (ténu sellele, et vahetasime pollupooltel silte juhuslikult).
Vaatame, kui sageli tuli meie poolt genereeritud andmestikes statistiku vaar-
tus sama erakordne voi veelgi erakordsem kui meie valimis. Saadud suhteline
sagedus (sama veidrate voi veelgi veidramate statistikute arv/ genereeritud
valimite arv) olekski olulisustoendosuse hinnanguks. Olulisustoendosuse tap-
semaks hindamiseks peaksime lihtsalt genereerima rohkem valimeid.

2.3 Asiimptootiline jaotus

Astakmirgitesti statistik on kirja pandav kui juhuslike suuruste summa,
W =>3"" .Y, kus Y; := sgn(X;)rank(] X;|). Juhul kui igal uuritaval objektil
on valitud juhuslikult millises jirjekorras me tootluseid rakendame (juhus-
likult valime kumba haavadest saab plaastri; valime juhuslikult poéllupoole
kuhu kiilvame sorti A jne) saame liidetavaid lugeda soltumatuteks. Soltuma-
tute juhuslike suuruste summa on iildjuhul asiimptootiliselt normaaljaotuse-
ga (tdpsemat tingimust vaatame kohe).

Eeldame, et nullhiipotees kehtib. Sellisel juhul tuleneb statistiku juhuslik-
kus puhtalt t66tluste randomiseerimisest, seega suurused rank(|X;|) on kisit-
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letavad kui fikseeritud konstandid ja juhuslikud on ainult suurused sgn(X;):

P(sgn(X;)=-1) = 05
P(sgn(X;)=1) = 05

Seega (nullhiipoteesi kehtides):

EW = EZY

ja

DwW = DiY}

= ) rank(|X;])’D(sgn(X;))
=1

n
= ) rank(|Xi|)?

1=1
= 124224324 .. .n°
= n(n+1)(2n+1)/6

Vahemirkus: Vorduse Y & ;i = n(n + 1)(2n + 1)/6 kehtivuses veendu-
miseks voib kasutada nditeks mduktsmom. Veendu, et antud valem kehtib,
kui n = 1. Siis néita, et kui valem kehtib n korral, siis kehtib ta ka n + 1
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korral:

n n

2 o= ) P+ (n+1)?

=1 =1

= nn+1)2n+1)/6 + (n+ 1)
2n? +n)/6 + (n + 1)?
2n? +n+6n+6)/6
2n% +Tn +6)/6
n+2)(2n+1)+1)/6

Uritame niiiid veenduda, et suurte valimite (suur n) korral on statistiku
W jaotus ligilahedaselt normaaljaotusega. Toestusel tugineme Lindeberg-
Feller’i teoreemile.

Olgu antud soltumatute juhuslike suuruste seeriad (igas reas olevad ju-
huslikud suurused olgu omavahel soltumatud, veerud véivad olla soltuvad
voi osaliselt isegi kokku langeda):

X1
Xo1, Xo2
X31, X392, X33

Olgu EX;j = 0, DXj5 = 03}, Sy o= 2.0y Xnj, DSn = 305, 075

Lindeberg-Felleri teoreem viidab: Kui mistahes € > 0 korral

1 n
T > B(X2I(|Xns] = eDS,)) — 0, kui n — oo
j=1

D

siis
Sn/\/DSn £ N(0,1).

Wilcoxoni astakmaérgitesti puhul oleksid X,,; rollis méirgiga astakud. Va-
limi suuruse n korral oleks X,,; = ¢ voi1 X,; = —:

valim suurusega 1 +1
valim suurusega 2 +1,42

valim suurusega 3 +1,4+2,+3
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Samas reas olevad juhuslikud suurused on nullhiipoteesi kehtides so6ltu-
matud, sest miinus voi plusmaérgi sattumise astaku ette otsustab randomisee-
rimine (ja loodetavasti on koik poldude randomiseerimiseks toimunud miin-
divisked teineteisest soltumatud...).

Valimi suurusega n puhul oleks Wilcoxoni astakmargitesti statistiku vaar-
tus seega W, = >0 | X,

Kuna liidetavad Wilcoxoni testi puhul on (nullhiipoteesi kehtides) juhus-
likud ainult mérgi poolest, on | X,,;] ja Xﬁj tegelikult konstandid (astak ja as-
taku ruut). Kuna aga maksimaalne astak on n, siis | X,,;| < maxj<y, | Xy | =n
ja jarelikult:

1 « 1 ©
DS, > EB(X2I(|Xn;| > eDS,)) < DS, > E(X2I(n>eDS,))
j=1 j=1

1 n
= I(n>eDSy)5 > i
" oi=1

= I(n>eDS,)
= I(n/DS, >¢)

Viimane avaldis koondub aga nulliks:

n
DS, = kui .
n/DS, n(n+1)(2n+1)/6_>0 ui n — 0o

Jérelikult on Lindebergi tingimus rahuldatud ja nullhiipoteesi kehtides
W/vVDW £ N(0,1).

Niide 2.2 Proovitakse, kas pdikesekreem ikka kaitseb nahka pdikese eest.
Katsealustel mddritakse lapike nahka kreemiga kokku. Saadetakse nad siis
randa. Hiljem mdodetakse naha punetust nit kreemitatud kohast kui ka sel-
le korvalt. Naha punetuse erinevused (kaitsmata koht-kreemitatud koht) on
jargmised:

-1, -8, 4, -6, 7, 8, -9, -10, 12, 14, 15, -17, 20, 25, 29, 30, -52, 40, 78,
102.

Wilcoxoni astakmdrgitesti statistiku vddrtuseks saame:

W = —1-2+3-44546-T—-8+9+10+
11— 12413+ 14415+ 16 — 17+ 18 + 19 + 20 = 108
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Nullhiipoteesi kehtides ootaksime antud valimi suuruse juures statistiku
keskvddrtuseks ja dispersiooniks EW = 0 ja DW = n(n+ 1)(2n+1)/6 =
20 * 21 % 41/6 = 2870. Seega peaks nullhiipoteesi kehtides juhuslik suurus
(W — EW)/vVDW = W/53,57 olema ligikaudu standardse normaaljaotu-
sega juhuslik suurus (nullhiipoteesi kehtides peaks vastav suurus ootuspira-
selt jaama vahemikku -1,96...1,96). Antud valimi korral aga W/53,57 =
108/53,57 = 2,016, seega midagi tundub olevat viltu... nullhipoteesi eeldu-
sega. Olulisustéendosuse saame, kui letame, kui toendoliselt oleksime ndinud
sedavord ekstreemset vo1 veel ekstreemsemat statistiku vadrtust nullhiipotee-
st kehtides. Toendosus ndha veel suuremat statistiku vddrtust Ho kehtides
oleks 1 — ®(2,016) = 0,0219 (olulisustoendosus thepoolse hiipoteesi korral).
Kahepoolse hiipoteesi korral peaksime muidugi siia juurde liitma ka erakord-
selt viikese W saamise toendosuse (nullhipoteesi kehtides). Normaaljaotuse
stimmmetriat arvestades saame tulemuseks (1—®(2,016))*2 = 0,0438. Seega
on olulisustéoendosus viike ja me véime nullhiipoteesi (olulisuse nivool 0,05)
kummutatuks lugeda. Vordlusena: tapne olulisustéendosus oleks 0,044054.

2.3.1 Pidevuse parandus

Statistikas tuleb sageli ette olukordi, kus me lihendame diskreetset jaotust
pideva jaotusega. Néiteks voime ldhendada binoomjaotust normaaljaotusega
voi Wilcoxoni astakmérgitesti statistiku jaotust normaaljaotusega. Kui meie
valimid on viga suured, siis voime sellist ldhendamist teha iisna sirgjooneli-
selt ja probleemideta. Keskmise suurusega valimite korral saame aga sageli
veidi tdpsemaid tulemusi, kui enne arvutuste alustamist veidi motleme.

Vaatame néiteks juhuslikku suurust X ~ B(10;0,4). Antud binoomjao-
tust saab lihendada normaaljaotusega juhusliku suurusega Y ~ N (4,02 =
2,4). Kuidas leida normaaljaotuse lihendit kasutades toendosust, et X = 1,
P(X =1) =0,04037 On selge, et antud toendosus pole ligildhedaseltki vord-
ne toendosusega P(Y = 1) = 0. Parem variant antud toendosuse leidmiseks
oleks vaadata toendosust P(0.5 <Y < 1.5) =0,0414.

Kuidas aga oleks moistlik leida normaaljaotuse ldhendit kasutades suu-
rust P(X < 1) ~ 0,046367 Me voime moelda ka nii: P(X < 1) = P(X =
1) + P(X = 0). Viimast toendosust aga lahendab toendosus P(Y < 1.5) =
0, 0533 palju tédpsemalt kui tdendosus P(Y < 1) = 0,026. Seega soovitatakse
kasutada diskreetsete juhuslike suuruste lahendamisel pidevuse korrektsioo-
ni (continuity correction): P(X < ¢) =~ P(Y +0,5 < ¢) voi P(X > ¢) =~
P(Y —0,5> c).

Vaatame pidevuse parandust eelnenud néite varal. Leidmaks tdendosust
P(W > 108) oleks meil seega soovitav vaadata normaaljaotuse jaotusfunkt-
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siooni kohal (W — 1)/53,57 (kuna W muutub meil sammuga 2), mis an-
naks kahepoolse hiipoteesi puhul olulisustéendosuseks (1 — ®(1,9974)) x 2 =
0,0458. Antud niites ei andnud pidevuse paranduse kasutamine tdpsemat
tulemust  kui ilma pidevuse paranduseta alahindasime olulisustden&osust,
siis pidevuse parandust kasutades saime liiga suure hinnangu olulisustdenéo-
susele. Liahend on koigest 1dhend ja vahel voib pidevuse paranduse kasutami-
ne ka halvemaid tulemusi anda. Enamasti saadakse siiski pidevuse parandust
kasutades tdpsemaid tulemusi (ja ka antud néite puhul on arvatavasti kon-
servatiivsem hinnang olulisustéenéosusele eelistatum).



