Peatiikk 7

Tihedusfunktsiooni ja
jaotusfunktsiooni hindamine

7.1 Jaotusfunktsiooni hindamine

Jaotusfunktsiooni saab hinnata kasutades empiirilist jaotusfunktsiooni,

~

Fx) = #H{zi <a}/n
= 1/”'ZI(%’§1’)7
1=1

kus I tdhistab indikaatorfunktsiooni.

Valimi 1, 4, 6, 9 jaoks leitud parameetriline (leitud normaaljaotuse eel-
dust kasutades) ja mitteparameetriline jaotusfunktsiooni hinnang on toodud
joonisel 7.1.

Empiiriline jaotusfunktsioon on suurepéraste omadustega. Tegemist on

nihketa hinnanguga (sest suhteline sagedus on nihketa hinnang téen&osuse-
le):

EF(zx) = E <1/n . En:[(acz < :r))
=1
= 1/n-Y E(I(z; < x))
=1

= 1/nZF(:L‘)
i=1
= F(z)

77



7TSPEATUKK 7. TIHEDUSFUNKTSIOONI JA JAOTUSFUNKTSIOONI HINDAMINE

ja empiiriline jaotusfunktsioon osutub ka mojusaks hinnanguks (soltu-
matute vaatluste korral):

DF(z) = D(l/n-zn:l(wigw)>
=1
= 1/n*-) D (I(x; <))
=1

= 1/n?. ZF(x)(l — F(z))

Fx)(1 - F(x))

saadud avaldis koondub aga {isna ilmselt nulliks kui n — co. Jérelikult koon-
dub empiiriline jaotusfunktsioon valimi kasvades tegelikuks jaotusfunktsioo-
niks (tegemist on mojusa hinnanguga).

Joonis 7.1: Jaotusfunktsiooni hinnang
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7.2 Tihedusfunktsiooni hindamine

Tihedusfunktsiooni mitteparameetrilise hindamisega on mingil kujul arva-
tavasti iga andmeanaliiiisiga tegelenud inimene kokku puutunud — néiteks
uurides histogrammi. T6si, sageli joonistatakse histogramm kiill selliselt, et
graafiku y-teljel on mingisse vahemikku sattunud vaatluste arv. Tihedus-
funktsiooni hinnangu saamiseks peaksime aga muutma y-telge selliselt, et
histogrammi alune pindala oleks {iks. Kui kéik histogrammi tulbad on sama
laiad, laiusega A, ja i. vahemikus on y; vaatlust, siis tavalise, sagedusi ka-
sutava histogrammi alune pindala on ), A-y; = A-> . y; = A-n, kus n
on vaatluste koguarv. Histogrammist tihedusfunktsiooni hinnangu saamiseks
tuleks lihtsalt vaadeldud sagedusi jagada vaatluste arvu ja vahemiku pikkuse
korrutisega, vaata ka joonist 7.2.

Joonis 7.2: Histogramm - lihtne voimalus hinnata tihedusfunktsiooni
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Histogrammi joonistamisel tekivad aga paar raskest kiisimust. Kuhu tom-
mata tulpade vahelised piirid (vahemike asukohad)? Kui palju vahemikke
kasutada (millise laiusega tulpe kasutada)? Vastustest nendele kiisimustele
voib graafik (ja tema interpretatsioon) soltuda mérkimisvaarselt! Vaata ka
jooniseid 7.3 ja 7.4.

Lisaks neile kahele kiisimusele (vahemike alguspunkti ja laiuse valik) voi-
me muret tunda ka selle iile, kas ehk ei eksisteeri veel moni teine — loode-
tavasti tdpsem — voimalus hinnata tihedusfunktsiooni. Vaatamegi, kas os-
kame vilja pakkuda monda alternatiivset voimalust tihedusfunktsiooni hin-
damiseks.
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7.2.1 Tihedusfunktsiooni hindamine empiirilise jaotusfunkt-
siooni abil

Jaotusfunktsioonile on olemas heade omadustega (nihketa, mojus) hinnang
— empiiriline jaotusfunktsioon. Kuna jaotusfunktsiooni teades saab leida ti-
hedusfunktsiooni, F'(x) = f(z), siis dkki on voimalik kasutada empiirilist
jaotusfunktsiooni tihedusfunktsiooni hindamiseks? Empiirilise jaotusfunkt-
siooni tuletis meile midagi viiga moistlikku ei anna (milline on treppfunkt-
siooni tuletis?). Tuletame aga meelde, kuidas numbrilisi meetodeid kasutades
saab hinnata/lihendada funktsiooni tuletist — funktsiooni muutumise kii-

Joonis 7.3: Samad andmed — erinev vahemiku alguspunkt
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Joonis 7.4: Samad andmed — erinev tulba laius
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rust — punktis x:
F(x+h)—F(x—h)
2h '
Siit voiks tulla mottele kasutada tihedusfunktsiooni hindamiseks kohas x
avaldist:

Fl(z) =

fon (3: +h)— (:U —h)
Saadud valemi paremaks moistmiseks paneme téhele, et F'(z+h) — F/(x— h)

on vahemikku (z — h ...z + h] sattunud vaatluste arv jagatud valimi suuru-
sega (ehk antud vahemikku sattunud vaatluste osakaal koigist vaatlustest).
Tihedusfunktsiooni hinnangu mingis kohas oleks seega seda kohta timbritse-
vasse vahemikku sattunud vaatluste arv jagatud valimi suuruse ja vahemi-
ku laiuse korrutisega. Saadud arvutuseeskiri on viiga sarnane sellele, milleni
joudsime histogrammi abil tihedusfunktsiooni hinnates. Kui vordleksime em-
piirilist jaotusfunktsiooni kasutavat hinnangut (kasutades vahemikku laiuse-
ga 2h) ja histogrammi abil saadud hinnangut (histogrammi tulbad laiusega
A = 2h), siis selgub, et histogrammi tulpade keskpunktides langevad saa-
dud hinnangud alati kokku. Voluv on see, et kokkulangemine toimub alati,
iikskoik millise alguspunkti me histogrammi vahemikele ka ei valiks. Seega
oleme leidnud meetodi, mille puhul ei kerki enam tles kiisimust vahemike
alguspunktide paigutamise kohta. Uks lihtne andmestik ja selle andmestiku
pohjal empiirilist jaotusfunktsiooni kasutades saadud hinnang tihedusfunkt-
sioonile on toodud pildil 7.5.

Saadud tihedusfunktsiooni hinnangu voime soovi korral kirjutada veidi
teisele kujule:

5 E(x+h)—F(z—h)

f) = -
B S l(zi—h<z<z;+h)/n
N 2h
B 72 —h<x<xl+h)

Aga
I(x;—h<z<z+h)
2h
on iihtlase jaotuse U(z; — h, x; + h) tihedusfunktsioon, seega on saadud tihe-
dusfunktsiooni hinnang vaadeldav kui n erinevas kohas paikneva iihtlase jao-
tuse tihedusfunktsiooni keskmine. Tulemuseks on loomulikult tihedusfunkt-
sioon, sest koik funktsioonid, mille keskmist me leiame, on mittenegatiivsed
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ja nende alune pindala on 1, seega on ka samade omadustega saadud "kesk-
mine”. Samas voiks ju kasutada iihtlase jaotuse tihedusfunktsioonide asemel
monda teist tihedusfunktsiooni, néiteks voiksime leida tihedusfunktsiooni
kui tiheduste N(z1,h), N(z2,h) jne keskmise. Juhul, kui kasutame iihtlase
jaotuse asemel vaatluste z; imber tsentreeritud normaaljaotuseid, saaksime
varem kasutatud andmete (pilt 7.5) pohjal uue hinnangu tihedusfunktsiooni-
le, vaata pilti 7.6. Sellist lihenemist — tihedusfunktsiooni hindamist paljude
tihedusfunktsioonide keskmise abil — uurime jargnevas alampeatiikis veidi
pohjalikumalt.

7.2.2 Tuumameetod tihedusfunktsiooni hindamiseks

Olgu K(z) mingi keskviddrtusega 0 ja lopliku dispersiooniga juhusliku suu-
ruse tihedusfunktsioon. Vahel ndutakse tdiendavalt, et tegemist oleks siim-
meetrilise jaotusega, K (z) = K(—x).

Siis funktsiooni

e =335k (757)

kutsutakse tuumameetodi abil leitud tihedusfunktsiooni hinnanguks (Ker-
nel density estimator, KDE). Tihedusfunktsiooni hindamisel kasutatud tihe-

Joonis 7.5: Empiriilist jaotusfunktsiooni kasutav tihedusfunktsiooni hinnang
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dusfunktsiooni K (x) nimetatakse tuumafunktsiooniks (Kernel function).

Valemi selgituseks: Olgu antud juhuslik suurus X ~ K(z), keskvadrtu-
sega 0 ja mingi standardhilbega (néiteks o = 1). Siis Y := hX + p oleks
keskvéidrtusega p ja standardhédlbega h (voi ho, kui o # 1) juhuslik suurus.
Aga juhusliku suuruse Y tihedusfunktsioon fy (y) avaldub kujul

N (1)

Selles veendumiseks void meelde tuletada, et juhusliku suuruse X funkt-
siooni Y = ¢g(X) tihedusfunktsioon avaldub kujul

1
997 ()

Praegusel juhul aga g(z) = hx + p, ¢'(z) = h ja g~ (y) = (y — u)/h. Seega
saamegi tulemuseks valemi 7.1.

Kui on antud keskvéartusega 0 ja dispersiooniga o juhuslik suurus X ~
K(z),siis fy(z) = + K (£5%) on keskviidrtusega z; (ja standardhélbega ho)
juhusliku suuruse tihedusfunktsioon.

Tuumahinnangu saamiseks tihedusfunktsioonile votame seega mingi ette-
antud hajuvusega ho tihedusfunktsioone, tdstame nad olemasolevate vaat-

fr(y) =

\ xlo ).

Joonis 7.6: Tihedusfunktsiooni hinnang kui paljude normaaljaotuste keskmi-
ne
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luste kohale (nii et 7. tiheduse keskvéddrtus oleks x;), leiame saadud tihe-
dusfunktsioonide summa ja jagame vaatluste arvuga (et tulemuseks saadud
funktsiooni graafiku alune pindala ikka 1 tuleks, nagu tihedusfunktsioonile
kohane).

Millise tulemuse saame, jadb muidugi mingil méaral séltuma nii valitud
tuumafunktsioonist kui ka kasutatud h vadrtusest. Joonisel 7.7 on ndha paa-
ri enamkasutatavat tuumafunktsiooni, joonisel 7.8 voib aga néha, milliste
tihedusfunktsiooni hinnanguteni (sama andmestikku kasutades) jouame eri-
nevate tuumafunktsioonide korral. Sagedamini kasutamist leidvad tuuma-
funktsioonid on

e Uhtlane jaotus U(—1,1):

K(z)=0,5I(|z| <1)
e Normaaljaotus N(0,1):

K(7) = —= exp(~2%/2)

1
V2r
e Epanechnikov’i jaotus:

K(x) = (1~ a)I(e] < 1)

e Tricube:
K() = 51— 2)PI(e] < 1).
32

Normaaljaotuse tihedusfunktsioon ei muutu kunagi péris nulliks — see-
ga saadakse normaaljaotust tuumafunktsioonina kasutades selline tihedus-
funktsiooni hinnang, kus ka vigaviga suurte ja viga-viga viikeste viartuste
saamine on pohimotteliselt voimalik (kuigi ebatoenéoline). Seevastu Epa-
nechnikovi, tricube ja iihtlase jaotuse puhul ei méjuta kaugemal kui h iihi-
kut paiknevad vaatlused tihedusfunktsiooni hinnangut antud punktis (muul
moel kui valimi suuruse kaudu).

Paraku jaab hetkel veel lahtiseks kiisimus, kui suure hajuvusega jaotust
— voi kui suurt “akna” laiust h — peaksime kasutama (olgu ta siis iihtlane,
normaaljaotus voi midagi muud). Tulemused voivad tulla {isnagi erinevad,
soltuvalt tehtud valikust. Vaata ka pilti 7.9. Siludes liiga palju — valides
suure h-i (histogrammi puhul A) védrtuse — saame kiill viikese dispersioo-
niga hinnangu (paljude binaarsete — z; kuulub antud vahemikku voi ei —
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85

vaatluse keskmine annab {isna tdpse hinnangu antud vahemikku sattumise
toendosusele) aga see-eest voib méirkamatuks jadda tegeliku tihedusfunkt-

Joonis 7.7: Sagedamini kasutatavaid tuumafunktsioone
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Joonis 7.8: Erinevaid tuumafunktsioone kasutavad tihedusfunktsiooni hin-
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siooni moni tipp voi lohk. Liiga véikese h puhul on meil pohimotteliselt
voimalik saada kiill kiiremini muutuvat tihedusfunktsiooni hinnangut, mis
voiks ju sobituda paremini tegeliku tihedusfunktsiooniga, aga paraku liheb
suureks ka valimi juhuslikkusest tingitud hinnanguviga.

Joonis 7.9: Tihedusfunktsiooni hinnang kui paljude normaaljaotuste keskmi-
ne
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Sobivat akna laiust h voiksime otsida selliselt, et teda kasutades saadud
hinnang f(z) oleks voimalikult tipne, ehk ruutviga (f(z) — f(2))? oleks
voimalikult viike. Praku on hinnangu viga iga x viirtuse korral erinev, meie
sooviksime aga kogu erinevust iseloomustada {ihe numbri abil — siis saaksime
seda tekkivat “ildist” viga ka minimiseerida. Selleks {iheks iildiseks néitajaks
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voiks sobida néiteks integreeritud ruutviga (ISE - Integrated Squared Error):

1SE = [(f@) - fa)do

voi keskmine integreeritud ruutviga (MISE), mille puhul minimiseeritakse
keskmist ISE’t {ile kdikmoeldavate valimite:

AﬂSE:E/Uhﬁ—ﬂ@FM.

Mainitud statistikute (ISE ja MISE) arvutamisega jidme praktikas muidugi
hétta, sest nende leidmiseks peaksime teadma tegelikku tihedusfunktsiooni
f(x). Kiill aga saab neid niitajaid kasutada teoreetiliste tulemuste leidmiseks
(Naiteks: kui suurendame valimi mahtu n, siis MISE vaheneb koige kiiremi-
ni, kui valime akna laiuse — ehk tuumafunktsiooni hajuvuse — jargmise
eeskirja jirgi: h = en 5 kus ¢ on mingi hinnatavast tihedusfunktsioonist
ja tuumafunktsioonist soltuv konstant...).

Onneks selgub siiski, et mélemad niitajad on (suhteliselt) lihtsasti hin-
natavad — konstandi tdpsuseni kiill. Nimelt:

ISE:/f() f(2))?da

_ /f x—z/j mx+/fmﬂm
~ [ fwrde—2Efa /f
[ F@rds 2@ + [ sayd

Kui kaalume, millist aknalaiust h kasutada v6i millist tuumafunktsiooni
K (z) eelistada, siis viimane liidetavatest ei muutu — viimane liidetavatest
ei soltu ju iildse hinnangust f (x). Seega voime ta minimiseerimisiilesandest
eemaldada. Ulejisinud on aga kéik arvutatav — muidugi kui asendame kesk-

Q

viidrtuse valimi keskmisega, Ef (z) ~ f(z).

Tosi kiill, nihketa hinnangu saamiseks Ef(x)-le tuleks valimi keskmine
seekord leida veidi ebatavalisel teel. Nimelt t&dhistame f_i—ga tihedusfunkt-
siooni hinnangu, mille saame ilma i. vaatlust kasutamata (eemaldame va-

limist 4. vaatluse ja leiame siis tihedusfunktsiooni hinnangu). Siis f(z) =
%Z?:l f—i(x;) on nihketa hinnanguks Ef(z)-le. Saadud meetodit — vali h
vastavalt eeskirjale

h= argmin/f(x)zdm = %Z f—i($i)
i=1
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tuntakse nihketa ristvalideerimise nime all (unbiased cross-validation).

7.3 Hinnangu teoreetilised omadused

Jargnevalt toome dra moned teoreetilised tulemused, mis aitavad vélja tuua
tuumameetodi eeliseid. Toestuskiike ja detaile vaata Wasserman (2006).

Oletame, et soovime minimiseerida keskmist integreeritud ruutviga (MISE).
Siis saab teatud matemaatilistel eeldustel (tihedusfunktsiooni tuletis on pi-
dev jt) niidata, et histogrammi tulba optimaalne laius (tulba laius mille
puhul keskmine integreeritud ruutviga iile véimalike valimite tuleb koige
viiksem) on kujul hgp = n~1/3 . ¢;. Kui histogrammi tegemisel kasutada
optimaalset tulba laiust, siis MISE ~ con~2/3. Kordajad ¢ ja ¢o on teata-
vad konstandid, mis soltuvad hinnatavast tihedusfunktsioonist endast.

Kui aga kasutada tuumameetodit tihedusfunktsiooni hindamiseks, siis
hopt = n~1/5.c5 ja optimaalset “venitajat” kasutatades saavutatakse MISE ~
can/5 kus ¢3 ja ¢4 on tuumafunktsioonist ja tegelikust tihedusfunktsioo-
nist soltuvad konstandid (taas on kasutatud teatud matemaatilisi eelduseid,
néiteks peab tegeliku tihedusfunktsiooni teine tuletis olema pidev jne).

Miks mainitud teoreetilised tulemused on tihtsad? Kuna n~*/°® koon-
~2/3 siis viihemalt mingist valimi suurusest alates
on tuumafunktsioonil baseeruv hinnang tdpsem kui histogrammil baseeruv
tihedusfunktsiooni hinnang.

Stone’i teoreem vaidab, et asiimptootiliselt on ristvalideerimise abil saa-
dud aknalaius sama hea (viib sama tépsete hinnanguteni ISE-méttes) kui
optimaalne aknalaius:

dub nulliks kiiremini kui n

Teoreem 7.1 (Stone) Olgu f tékestatud. Olgu fy aknalaiust h kasutades
saadud hinnang tihedusfunktsioonile. Tdhistame ristvalideerimise abil saadud
optimaalset aknalaiust hi-ga. Siis

[ ()~ fu.) " do

~ N\ 2 L
inf, f(f(x)— fh) de “*

Lisaks saab toestada tulemuse, et kui informatsiooni tegeliku tihedus-
funktsiooni kohta tdepoolest napib, siis pole véimalik leida hinnangut ti-
hedusfunktsioonile, mille MISE (keskmine integreeritud ruutviga) koonduks
nulliks kiiremini kui n=%/® (see ei tihenda otseselt, et tuumameetodil saadud
hinnang oleks tédpseim voimalik, aga see tdhendab, et ithelgi hinnangul —
kui me just ei tea lisainformatsiooni tegeliku tihedusfunktsiooni kohta — ei
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onnestu hinnangu viga vihendada kiiremini kui tuumahinnangul). T6si, kui
noustume, et tihedusfunktsiooni hinnang ise ei pruugi olla tihedusfunktsioon
(lubame tal omandada ka negatiivseid véértuseid), on voimalik leida veelgi
kiiremini koonduvaid hinnanguid.

Pohimatteliselt saab leida ka parima tuumafunktsiooni, mille puhul MISE
(vihemalt asiimptootiliselt) kdige viiksem oleks. Uheks optimaalseks tuuma-
funktsiooniks on Epanechnikovi tuumafunktsioon. Keskmine voit tépsuses
vorreldes teiste tuumafunktsiooni valikutega on aga tihine, tuumafunkt-
siooni valikut ei peeta iildiselt eriti kriitiliseks probleemiks. Pigem valitakse
tuumafunktsioon antud rakenduse jaoks vajalike omaduste jirgi (néiteks:
kui kasutame normaaljaotust tuumafunktsioonina, siis ei muutu saadud ti-
hedusfunktsiooni hinnang kuskil matemaatilises mottes nulliks — erinevalt
néiteks Epanechnikovi voi tihtlasest jaotusest tuleneva tuumafunktsiooni abil
saadud hinnangutest. Soltuvalt iilesandest voib see olla soovitud voi ebasoo-
vitav tulemus).



