Peatiikk 6

Kruskal-Wallise test

Kruskal-Wallise test on Wilcoxoni astaksummatesti iildistus enam kui kahe
valimi jaoks.

Oletame, et meil on k soltumatut valimit, igaiihes neist on tehtud n;
mootmist, kokku N vaatlust. Paigutame vaatlused taas iihisesse variatsioon-
ritta ja nonda saab ¢. valimist périt j. vaatlus endale jarjekorranumbri ehk
astaku R;;. Iga valimi jaoks leiame tema vaatluste astakute keskmise

N [
RZ-:NZRU.
7j=1

Uhe vaatluse keskmine astak on 1/N > " ;i = N(N+1)/(2N) = (N+1)/2
ja nullhiipoteesi kehtides (koik t66tlused on vordsed) on i. grupi oodatavaks
keskmiseks astakuks (/N + 1)/2. Kruskal-Wallise teststatistikuks on

12 L
K = NN TTD ;ni(Ri — (N +1)/2)%

Alternatiivne statistiku K arvutusvalem on

k
12
K=Y R} n;—3(N +1

N(N+1)i:1RZ/n 3N +1),

kus

R; = Z Ry;.
j=1

Nullhiipoteesi kehtides peaksid K > 0 viirtused olema viiksed, nullila-
hedased. Alternatiivse hiipoteesi kehtides (kui monest populatsioonist périt
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vaatlused kipuvad olema teistest suuremad) aga peaks K védrtus tulema
suur (sest erinevus tegeliku keskmise astaku ja Hp puhul oodatava puhul
ldheb suureks).

Kuidas leida Kruskal-Wallise testi olulisustoen&dosust? Esmalt peaksime
leidma, mitu erinevat voimalust on N astakut jagada gruppidesse suurusega
ni,ng, ..., nk. Selleks on muidugi

()i

erinevat voimalust. K6ik mainitud voimalused astakute jagunemiseks k gru-
pi vahel on Hy kehtides vordtoendosed. Seejirel tuleks kokku lugeda, kui
paljud neist voimalustest on sellised, mille puhul statistiku K vaértus tuleb
suurem (voi samasuur) kui meie valimis ndhtud K vdartus. Jagades sobivate
voimaluste arvu koigi voimaluste arvuga saamegi teada, millise toendosusega
Hj kehtides voiks ndha sama ekstreemset voi veelgi ekstreemsemat statistiku
védrtust ehk oleme leidnud testi olulisustoendosuse.

Teoorias on koik ilus, aga praktikas ldheb erinevate astakute konfigurat-
sioonide arv ruttu astronoomiliseks. Kui néditeks meie valimi suurused on
n1 = 10,no = 11, n3 = 8, siis voimalikke viise astakuid jagada neisse kolme
gruppi oleks

29 19 B 151012
( 2 ) . < 11 ) -1 = 20030010 - 75582 ~ 1,5 - 10'2.

Nii paljusid eri voimalusi 1dbi vaadata on isegi arvutilgi raske. Mis siis veel
saab, kui valimimahud hakkavad muutuma "méistlikult” suureks?
Lahenduseks on muidugi astimptootilise jaotuse kasutamine. Selgub, et
astimptootiliselt (ja nullhiipoteesi kehtides) on K jaotuseks X?lf:kfl‘
Proovime seda tulemust ka pool-tunnetuslikult toestada. T&histame X-
ga jargmise vektori:

. (\/m(&— (N +1)/2),..., M(Rk— (N + 1)/2)>

ja paneme tihele, et K = XTX. Kui juhusliku vektori X jaotuseks oleks
normaaljaotus, X ~ N(0, ), siis vektori X7 X jaotuseks on y?-jaotus (siis
ja ainult) siis, kui ¥ on idempotentne, £¥ = 3. Uritame aru saada, milline
on meie poolt defineeritud X-i jaotus. Kuna /n(Y — p) jaotus on tsentraalse
piirteoreemi tottu normaaljaotus, siis voime oletada, et meie poolt definee-
ritud vektori koigi elementide astimptootiliseks jaotuseks on normaaljaotus.
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Saab niidata, et kogu vektor on mitmemdootmelise normaaljaotusega (jatame
toestuse hetkel vahele). See, et X keskvdidrtus on (nullhiipoteesi kehtides) 0,
on lihtne ndha. Aga milline on ¥ ja kas ta on ka idempotentne? Koigepealt
vaatame millised ndevad vilja ¥ diagonaali elemendid ehk milline on DXj;.

DX; = D — " (Ri—(N+1)/2
L ZR + 3" Cov(Ry;, Rij")
= N(N—|—1 i ov(R;;, Rij
J#J’
12n; 1 N2—1 1 N+1
= v —ni(n; —1) | ——5—
N(N+1){n§” 2 g )< 12 >}
12n; N +1
= N—-1—(n;—1
N(N+1){ 12n; ( ( ))}
B N—ni
- N

ja viljaspool peadiagonaali asuv element ¥;; = Cov(Xj;, X;) néeb vilja sel-
line:

12 —_
COV(XZ‘, Xj) = \/ninijOV(Ri, Rj)
12 1
= /mn COV(le, R l)
IN(N + 1) nin; i 1...%:_1 " /

Siit on juba lihtne niha, et ¥ on idempotentne — %2 diagonaali i element
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on
o= ) kTS
j=1

= (DX,)*+ ) _ Cov(X;, X;)?

J#
. (N — ni)2 + nmj
N N2 N2
J#i
B (N — ni)z + n,(N — nz)
= N2
= N2
N N — n;
N N

ja valjaspool diagonaali paiknev element Zgj néeb vilja ju selline:

2

k
> Sy
I=1

= (DX,)Cov(X;, X;) + (DX;)Cov(X;, X;) + Y Cov(X;, X;)Cov(X;, X;)

I#4,5
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Seega on ¥ idempotentne ja X7 X on x2-jaotusega vabadusastmete arvuga
df =rank(X) =k — 1.

Veel moningaid tulemusi. Post-hoc test — loe kaks t66tlust /populatsiooni
teineteisest erinevaks, kui

- N(N+1) (1 1
|R; — Rj| > Za/teste\/l2 <m i nj>.
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Sarnaselt Wilcoxoni testi situatsioonile voime ka Kruskal-Wallise testi puhul
asendada astakud mingi astakust soltuva funktsiooniga, st ¢ asemel sum-
meerida/keskmistada arve a(i). Naiteks voime (juhul kui kahtlustame, et

vaatlused voiksid olla normaaljaotusest) kasutada a(i) = ®~* ( Ni—l)‘
Sellisel juhul kasutame teststatistikuna statistikut

K, = Zk: (S0, alRij) — nja)

- ,
Sa

i=1 "
kus @ = 3o i) ja s = yy 20 (i) —a)”.

Juhul kui Hy kehtib, siis Ko — X3r—j_1-

Vordsete vaatluste olemasolu korral voib kasutada keskmiseid astakuid
(midrank), kuid lisaks tuleb jagada statistiku vddrtus hajuvuse vihenemist
kirjeldava kordajaga:

K* = K/const,

kus
const=1-> (d} —d;)/(N® - N).

Toodud valemis voetakse summa iile kdigi unikaalsete vadrtuste ja d; niditab,
mitu korda esines ¢. unikaalne vaatlus valimis.



