Peatukk 4

F-test

4.1 Mudelite vordlemine F-testi abil

Olgu meil vaatluse all kaks mudelit — lihtsam mudel M mudeli maatriksiga
Xy ja keerukam mudel M; mudeli maatriksiga X;. Eeldame, et lihtsam
mudel on erijuht keerukamast — keerukamast mudelist on voimalik lihtsamat
mudelit saada fikseerides osade parameetrite viartused (néiteks vordsustades
mone parameetri nulliga). Seega on mudel My : y = ¢y + ¢ erijuht mudelist
M1 1y = cg+ c1x + €, sest keerukamast mudelist saaksime lihtsama, kui
votaksime ¢; = 0. Matemaatiliselt korrektsemalt kirja pandult: iiks mudel
on teise erijuht, kui C(Xo) € C(Xj). Meie sooviks on testida, kas lihtsama
mudeli kasutamine on Gigustatud (nullhiipotees: lihtsam mudel on o6ige) voi
sunnivad andmed meid kasutama keerukamat mudelit:

Hy:y ~ N(XoB,0%1)
Hi :y ~ N(Xi8,0%)

Paneme tdhele: kui lihtsam mudel Mg on &ige, siis on oige ka keerukam
mudel M. Selgitus: Kui C(Xy) C C(X;) siis on voimalik leida maatriks
M selliselt, et Xg = X;M. Kui lihtsam mudel on korrektne, siis valiku
B1 = Mp, korral on ka keerukam mudel oige: X18; = X1Mp3; = Xo,.

Antud peatiikis eeldame, et keerukam mudel on igal juhul dige. Meie
soovime vaid teada, kas ka lihtsam mudel on dige.

Kuna on iiks mudel erijuht teisest? Vaatame paari ndidet. Kahes esimeses
néites on lihtsam mudel erijuht keerukamast. Viimases niites on tegemist aga
mudelitega, milles iiks pole vaadeldav teise mudeli lihtsustusena (seega ei saa
neid mudeleid vorrelda siin peatiikis toodud ldhenemise abil).
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Niide 4.1 Kasutada prognoosimisel maakonda voi valda?
Oletame, et oleme maodtnud inimeste keskmist palka kolmes maakonnas
Harjumaal, Tartumaal ja Hiiumaal. 1gas maakonnas oleme reaalselt kii-
sitlenud inimesi kahes omavalitsuses (Harjumaal: Viimsi ja Saku vallas; Tar-
tumaal Tartu linnas ja Konguta vallas; Hisumaal Kdrdla linnas ja Emmaste
vallas). Kogutav andmestik voiks vilja niha selline:

Palk  Maakond Vald
Y1  Harjumaa Vitmsi
Y  Harjumaa Vitmsi
Ys  Harjumaa Saku
Yy  Harjumaa Saku
Y; Tartumaa Tartu
Ys Tartumaa Tartu
Y7 Tartumaa  Konguta
Ys Tartumaa  Konguta
Yy Huiumaa Kirdla
Yio Hiiumaa Kardla
Yi1 Hiiumaa  Emmaste
Yo Hiiumaa  Emmaste

Kas inimese palga prognoosimiseks piisab faktortunnuse ,maakond” kasu-
tamisest voi saame parema mudeli tunnust wald® kasutades? Prognoosimiseks
maakonda kasutava mudeli mudelimaatriks Xg ja valda kasutava mudeli (kee-
rukama mudeli) mudelimaatriks X1 ndevad vilja nii:
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Kuna C(Xy) C C(Xy) siis on iks vaadeldav mudel erijuht teisest.
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Niide 4.2 Kaks maootmist — kas kasutada maolemat voi mootmiste kesk-
mist?

Soovime prognoosida laste kaalu. Meil on i. lapse kaalu prognoosimiseks
kasutada kaks tunnust:

e lastearsti poolt moodetud lapse pikkus (x1;)
e lapsevanema poolt viidetav lapse pikkus (x2;)

Valime kahe mudeli vahel. Keerukam mudel kasutab prognoosimiseks nii
lapsevanema kui ka lastearsts moodetud pikkust:

Yi = Co + Cc1X1; + C2x2; + ;.

Lihtsam mudel kasutab aga kaalu prognoosimiseks kahe pikkusemaootmise kesk-
mist:
yi = ¢+ ¢ (z1; + x2i) /2 + &;.

Toodud mudelite puhul on keerukam mudel lihtsama erijuht, sest valides ¢y =
¢, €1 = ¢1/2 ja ca = c}/2 saame keerukamast mudelist lihtsama mudeli.

Niide 4.3 Kaks mootmist — kas kasutada lastearsti voi lapsevanema poolt
moodetud lapse pikkust? Vaatame eelmises ndites kirjeldatud olukorda —
prognoosime lapse kaalu pikkuse jargi. Kas peaksime kasutama lastearsti voi
lapsevanema poolt moodetud lapse pikkust? Ehk kas peaksime eelistama mu-
delt

Yi = Co+c1r1; + &

01 mudelit
Yi = Co + caxo; + €47

Toodud mudelist ei saa kumbagi vaadelda kui teise mudeli erijuhtu (vilja
arvatud juhul, kui lapsevanema ja lastearsti mootmistulemused langevad tip-
selt kokku). Seega ei saa nende kahe mudeli seast sobivaimat leida kiesoleva
peatiikis kdsitlemist leidavate meetodite abil.

Kuidas otsustada, kas kasutada lihtsamat voi keerukamat mudelit? Uldi-
ne printsiip (Ockhami habemenoa printsiip) on jirgmine — kui pole (piisa-
valt) téendusmateriali, mis rafigiks keerukama mudeli kasuks, siis eelistame
lihtsamat mudelit. Kuidas siis mudelite korral otsustada, kas andmed ,sun-
nivad“ meid keerukamat mudelit kasutama voi mitte?

Vaatame molema mudeli prognoose vaatlusvektorile, yo = XOBO jay; =
Xlﬁl. Kui lihtsam mudel on ka oige, siis peaks prognooside vahe y; — yg
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tulema viike (nullilihedane), ehk prognooside erinevuste ruutude summa
(1 — ¥0)T (31 — yo) peaks tulema pisike. Seda ruutude summat saab kirja
panna ka veidi teisel moel:

F1-30) ' F1-30) = (Pxi—Pxo)y)" (Px1—Pxo)y
= y'(Px; — Px)(Px1 — Pxo)y
y' (Px1Px1 — Px:Pxo — PxoPx1 + PxoPxo)y.
Kuna C(Xj) C C(Xy) siis leidub maatriks M nii, et Xy = X; M. Seega
PxPxy = Px;XiM(Xo"X0) X"
= XiM(Xo'X0)"Xo"
Xo(Xo?Xo) Xo"

ja jarelikult
(31— 50)" (31 — 30) =¥ (Px1 — Pxo)y-

Kui suurt prognooside erinevust voiksime ndha, kui molemad mudelid
on oiged? Sellele kiisimusele aitab vastata meile juba tuttav valem (vaata
lemmat 3.1): Ey”Ay = tr(AV) + u” Ap. Seda valemit ja tihistusi py :=
rank(Xy) ja p; := rank(X;) kasutades voime kirjutada:

E[y"(Px:—Pxo)y] = tr[(Px1—Pxo)o?] + 8 X; (Pxi — Pxo)XoB
= 02(p1 - pO) + 03
Sest Xo!Px; = X! (meenuta: X7 = MTXT) ja X" Pxy = Xo”. Teisiso-
nu, nullhiipoteesi kehtides:
TPx, - P
B [y (Px1 xo)}’] _ 2
P1 —Po

Meenutame, et oli teinegi nihketa hinnang jadkide dispersioonile, MSE:
Tor-p
E [Y ( Xl)Y] — o2
n—nm

Viimane hinnang on 6ige ka siis, kui lihtsam mudel ei kehti (keerukam mu-
del on aga siiski 6ige). Seega voiks nende kahe hinnangu suhe nullhiipoteesi
kehtides (kui molemad mudelid on diged) olla ligikaudu 1:

y' (Px; — Pxo)y/
P1— Do n—pi

y ' (I—Pxy)y Ho

~ 1.
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Aga kui kaugele tihest vdib see suhe puhtalt juhuse tottu kalduda?

Meenutame iiht-teist jaotuste kohta.

Kuiy ~ N(p;I) ja A on siimmeetriline ja idempotentne maatriks (AA =
A), siis yTAy ~ X2df:rank(A);,uTA,u' Seega, nullhiipoteesi kehtides (X3 =

XoBy):

(vy"/o)(Px1 —Pxo)(y/o) = y'(Pxi—Pxq)y/o>
2
X p1—10;8E XoT (Px1—Px0) X0y /02
2
X p1—po;0
ja
yT(I - PXI)Y/J2 ~ X2n—p1 :

Niitid veel meenutust: kui X ~ Xz jaY ~ X12 on soltumatud juhuslikud
suurused, siis
X/k
—_— Fk,l'
Y/l
Jarelikult, kui lugeja ja nimetaja oleksid soltumatud (hetke pérast kont-
rollime), oleks:

y ' (Px1 — Pxq)y/ [0*(p1 — po)]
yI (I —=Px1)y/ [0%(n — p1)]

Kas lugeja ja nimetaja on soltumatud? Selle nditamiseks piisab, kui saak-
sime néidata (Px; —Px()y ja (I—Px1)y soltumatust (sest f(X)Lg(Y) kui
X1Y). Kuna ((Px; — Pxg) : (I—Px1)?)y on mitmemddtmelise normaal-
jaotusega (kui y-on normaaljaotusega) siis piisab soltumatuse néitamiseks
vaid sellest, kui suudame néidata vordust cov [(Px; — Px)y,(I— Px1)y] =
0:

Hy
~ Fm —po;n—p1 -

cov [(Px; — Pxo)y,I—Px1)y] = (Px;—Pxo)cov(y,y)I-Px;)”
o*(Px; — Pxo)(I—Px)"
= UZ(PX1 — Pxo — Px; + PxoPx1)
= 0.

Seega voime jareldada, et

y' (Px1 — Px¢)y/(p1 — po)
yI'(I—Px4)y/(n—p1)

Hy
~ Fp1—po;n—p1-
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Muuseas, mones kontekstis voib olla kasu teadmisest, et

yT(I - Pxo — (I - PX1))Y
= y'I-Pxoy -y (I-Px))y
= SSE,— SSE;

y ' (Px1 — Pxo)y

ehk prognooside erinevuste ruutude summa on sama, mis lihtsama mudeli
jasakide ruutude summa (SSEp) miinus keerukama mudeli jadkide ruutude
summa (SSFE1).

Ulesanne

Soovitakse vorrelda kahte mudelit:

Mudel 1: Yy = p+¢g;5, i =1...4

Mudel 2: Y;‘j = u+ a; + g4, 1=1...4

Kaks erinevat teadlast on omaenda juhuslike valimite pohjal (molemad
valimid on soltumatud, kuid voetud samast populatsioonist) kirjeldanud iihte
neist mudelitest. Esimene teadlane on raporteerinud esimese mudeli jadkide
ruutude summa SSFEq, oma vaatluste arvu n; ja andnud ka parameetri p
hinangu. Lisaks teame ka tema hinnatud parameetrite arvu, p; = 1. Teine
teadlane on aga oma valimi pohjal hinnanud keerukama mudeli ja raporteeri-
nud keerukama mudeli (mudel 2) jidkide ruutude summa SSEs, keerukama
mudeli parameetrite hinnangud (st teame ka prameetrite arvu, ps) ja vaat-
luste arvud igas grupis.

Kas me voime kasutada mudelite vordlemiseks F-testi kujul:

_ SSE1 - SSE; , SSE; |,
P2 —p1 n2 — P2 '

F

Pohjenda oma otsust!
Kui arvad, et antud teststatistikut voib kasutada, siis millise jaotusega
on teststatistik nullhiipoteesi kehtides?
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4.2 F-testi geomeetrilisest interpretatsioonist

Vaatlusvektor y ,elab® vektorruumis R”. Jagame selle vektorruumi kolmeks
(ortogonaalseks) osaks:

R" = C(X1)*" @ C(Px, — Px,) ® C(Px,).

Pane téhele: C(Px,) = C(Px, — Px,) ® C(Px,).

F-test kontrollib, kas vaatlusvektori vari (matemaatilises keeles projekt-
sioon) ruumis C(Px, — Px,) on sama hiiplev kui ruumis C(X1)*, kus kogu
varieeruvus on meile teadaolevalt pohjustatud vaid juhusest. Kui kahtlusalu-
ses osas vaatlusvektori varieeruvus on samasugune nagu taustavarieeruvus,
siis pole meil otseselt vajadust oma lihtsama mudeli mudelimaatriksi poolt
genereeritavat vektorruumi C(Xp) tdiendada.

Niide.

Tehakse seitse mootmist. Kolme esimese mdotmise ajal oleme kindlad, et
signaali pole koik mida nieme, on miira: Y; = ¢;,7 = 1..3. Kaks viimast
mootmist sisaldavad kindlalt signaali, Y; = u; +¢;,7 = 6; 7. Aga vahepealsed
mootmised — nende puhul pole me kindlad. Voib olla, et vaatluste 4 ja 5
korral kehtib lihtsam mudel, Y; = ¢;, aga voib olla algas signaali edastamine
varem, ja oigem oleks keerukam variant — Y; = p; + ;. Ehk teisisonu — me
ei tea, kas sobivaks mudeliks on

X() voi X1 ==

I
SO O O O oo
_— o O O o oo
S OO L O OO
SO = OO oo
SO O O O OO
_— o O O o oo

Antud juhul on lihtsam mudel erijuht keerukamast.

Vaatame, millise varju heidab vaatlusvektor hiipoteeside testimise seisu-
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kohast olulistesse alamruumidesse.

2 2 0 0
—10 —10 0 0
5 5 0 0
—4 = 0 + —4 |+ 0
8 0 8 0
89 0 0 89
60 0 0 60
y (I-Px,)y (Px, —Px,)y Px,y
rank =6 rank = 3 rank = 2 rank = 2
vaatlusvektor kindlasti miira ebaselge kindlasti midagi

Hindame jédkide dispersiooni kahel viisil.

Dispersioonihinnangu y’(Px, — Px,)y/rank(Px, — Px,) = ((—4)% +
82)/2 puhul jagame jiikide ruutude summat kahega, sest (sisuliselt) kasu-
tame esialgsetest vaatlustest vaid kahte.

Kui hindame jiikide dispersiooni valemiga y” (I-Px, )y /rank(I-Px,) =
(22 + (—10)% 4 52)/3 siis jagame ruutude summa libi 3-ga, sest sisuliselt ka-
sutame dispersiooni hindamiseks vaid kolme vaatlust — teisi ruumisuundi
me ignoreerime.

Kahe mudeli vordlemiseks kasutatava F-statistiku vadrtuseks saame F' =

% ~ 0,93 mis annab F-testi olulisustéendosuseks 0,48.... Seega jadb null-
hiipotees kummutamata — on vdimalik, et vaatluste 4 ja 5 ajal signaali

edastamist ei toimunud.

Ulesanne

Hindame regressioonanaliiiisi mudelit, y; = ¢o + ci1z; + &;. Soltumatu tun-
nuse z; viirtused on 1;2;3;4 ja soltuva tunnuse y; vdirtusteks on 1;3;2;4.
Soovime testida sirge tousu olulisust, Hy : ¢; = 0. Pane kirja kuidas néeb val-
ja vaatlusvektori projektsioon ruumides C(X1)*; C(Px, — Px,) ja C(Px,).
Kontrolli, kas nende projektsioonide summa annab tagasi esialgse vaatlus-
vektori!



