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2.3 Suurima toepara hinnang

Sageli on voimalik teha eelduseid ka uuritava tunnuse jaotuse kohta. Teades
uuritava tunnuse jaotust voime otsitavad parameetrid leida suurima toepéra
meetodil. Uks praktikas koige sagedamini esinev jaotus on normaaljaotus.
Antud peatiikis vaatamegi, millise hinnangu parameetritele saame, kui uuri-
tava tunnuse Y jaotuseks oleks normaaljaotus.

Vaatame lineaarset mudelit

y=XB+e¢, (2.9)
kus mudeli jadkide jaotuseks on normaaljaotus:
e ~ N(0;0°1). (2.10)

Antud mudelit véime kirja panna ka kujul:
y ~ N(XB;0°T). (2.11)

Kui juhusliku suuruse y jaotuseks on mitmemdodtmelise normaaljaotus,
y ~ N(p;X), siis y tihedusfunktsioon on kirja pandav kujul

fy) =278 exp(—(y — ) 'Sy — p)/2). (2.12)

Seega on valimi toepédrafunktsiooniks

L(B,0) = 2701 V2exp (_ (y — Xﬂ)T(a“;I)—l(y - xg))
_ T(e
— (not) ey (- XEL Y X0
ja log-toepéra
_ Tie
l(ﬁ,a):—glog@m?)_(y Xﬁ;qu XB) 2.13)

Maksimiseerime log-tGepéra saamaks suurima tdepéra hinnangut. Leiame
esmalt tuletise B jéirgi

B,0) 1 oly—XB) (y—XB)
08  20° 98
1 oy —XB)
== T‘g?(y - XIB)TT
= og2(y — XB)"(-X)
Ly - XB)'X (2.14)
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ja vordsustame saadud tuletise seejérel nulliga

al(B,0)
B
1
polt XB)'X = 0
X'xp = XTy.
Saadud vorrandisiisteemi lahendiks sobib aga ju hinnang 3,,; = (X7X)~XTy:
XTX By = XTX(XTX) "Xy = XTPxy = X'y

Seega avaldub suurima toepira meetodil saadud hinnang (mis ei pruugi
olla {ihene!) parameetervektorile B tépselt samal kujul, kui vihimruutude
meetodil saadud hinnang. Kui hinnangud on tiheselt méaratud, siis BML =
B.

Kui vihimruutude meetod ei pakkunud meile voimalust hinnata jéadkide
dispersiooni o2, siis suurima tdepira meetodil voime saada hinnangu ka selle-
le parameetrile. Leiame log-tdepirafunktsiooni tuletise o2 jirgi, asendame 3
leitud suurima toepédra hinnanguga ning saamegi kitte lahendi.

(B, o) n - (y —XB)"(y — XB) -
W = —*(271'0'2) 1(27T) — 9 (—].O' 4)
oo _ _nl  (@- Px)y)" (I-Px)y) 1

Oo? 2 o2 9 (02)2

Paneme tithele, et (I-Px)T(I-Px) = (I-Px)(I-Px) = (I-Px). Seega
saame tuletise vordsustamisel nulliga tulemuseks

ol(B,0) _ 0
Oo? a
n 1 I-P TI1-pP 1
_§§+(( X)Y)2(( x)y) - 0
50 = ¥ I-Px)y/2
o2 = YT(I—PX)Y

n

Miérkus: Nagu hiljem ndeme, on saadud suurima toepédra hinnang dispersioo-
nile nihkega hinnang. Saadud hinnangut kasutatakse praktikas harva, pigem
eelistatakse nihketa hinnangut.



2.4. VAATLUSVEKTORI HINDAMISEST — GEOMEETRILINE VAATENURK19

2.4 Vaatlusvektori hindamisest — geomeetriline vaa-
tenurk

Defineerides vektori normi valemiga
x| = (x"%)"?,

langeb kahe vektori y; ja yo2 vaheline kaugus ||y1 —y2|| kokku tavalise euklei-
dilise kaugusega.

Otsime sellist vektorit @ mida saaksime esitada soltumatute tunnuste
kaudu (soltumatute tunnuste lineaarkombinatsiooni abil ehk teisisonu, @ €
C(X)) ja mis paikneks voimalikult ldhedal vaatlusvektorile y (ehk kaugus
|ly — 0|| oleks minimaalne).

Teoreem 2.5
1. Minimaalne kaugus vektorite y ja 6 € C(X) wahel saavutatakse sellise
vektori @ € C(X) korral, mille puhul
(y — 6)LC(X). (2.15)

Selgitus: Viide 2.15 tihendab, ety — @ on risti (ortogonaalne) kéigi
vektoritega x € C(X) ehk 0 on vektori y ortogonaalne (rist-) projekt-
sioon vektorruumi C(X).

2. Leidub selline vektor @ € C(X), mis rahuldab nouet 2.15, ta on ihene
ja avaldub kujul:

6 = Pxy = X(X'X) X"y,
kus Px = X(XTX)~XT on ortogonaalne projektor alamruumi C(X).
Toestus.

1. Olgu 6 € C(X) selline, et (y — 8) LC(X), st xT(y — ) = 0 iga x € C(X)
korral. Siis 8 € C(X) korral

ly-0l> = (y—60+6-0)"(y—6+6-0)
_ T 0
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kuna (y — 0)7(8 — 6) = 0 ortogonaalsuse noudest tulenevalt. On selge, et
||y — 6]|? saavutab miinimumi kui valime 6 = 6.

2. Kuna @ € C(X), siis voime esitada ta maatriksi X veergude lineaarkom-
binatsioonina: & = X 3. Lisanoudest XT(y—@) = O saame, et X' (y—X3) =
0 ehk XTX3 = X'y. Saadud vérrandisiisteem on lahenduv, lahendiks sobib
B = (XTX)~XTy, ja seega

6 =X3=XX"X)"X"y = Pxy.

Seega vahimruutude meetodi puhul minimiseeritakse vaadeldud véar-
tuste vektori y ja tema prognoosi y = X3 vaheline eukleidiline kaugus,
0 := X3 = argming ||y — X0||, vaata ka joonist 2.1.

Joonis 2.1: Vaatlusvektori y projektsioon maatriksi X veergude ruumile on
lineaarse mudeli prognoos, y = Pxy (= X03)

Mirkus. Olles projektor alamruumi C(X) jitab Px muutmata mistahes
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vektori x € C(X), st Pxx = x. Veendume selles. Viide x € C(X) tdhendab,
et vektor x on esitatav kujul x = Xv. Seega Pxx = PxXv = Xv = x.

Lemma 2.3 C(X) = C(Px)

Toestus: x € C(X) < Jv,x = Xv. Seega Vx € C(X) kehtib: x = Xv =
PxXv e C(Px).

Vx € C(Px) kehtib: x = Pxv = X - (XTX)"XTv € C(X).
O

Jéreldus:
rank(X) = rank(Px). (2.16)

Niide 2.1 Vaatame erakordselt lihtsat mudelit ja andmestikku. Olgu tehtud
kaks vaatlust, 11 = 4 ja yo = 2. Mudeliks, mida soovime hinnata, on y; =
W+ e;. Mudeli poolt madratud vektorruum C(X) on antud juhul kirja pandav
jiargmisel kujul: {v|v = c-(1,1)T ¢ € R}. Olukorda illustreerib joonis 2.2.

Y2 C(x),-”
A e
1 Y =PyY.’
4 Y
Yi

x | | | | | | | | |
{ x x x x x x x x x

- &= (1-PYY

CX)...

Joonis 2.2: Vaatlusvektor y, tema projektsioon y maatriksi X veergudest
moodustatud vektorruumi C(X) néites 2.1 toodud vaatluste ja mudeli korral



