Peatukk 1

Sissejuhatus

1.1 Lineaarse mudeli definitsioon

Lineaarne mudel on mudeli parameetrite lineaarne funktsioon. Tiiiipiline li-
neaarne mudel ndeb vélja jirgmine:

y=X8+e¢, (1.1)

kus y on n x 1 vektor, mis sisaldab n vaadeldavat (voi méodetavat) vaartust,
X on n x p maatriks, mille elementideks olevaid konstante me teame. Maat-
riksit X tuntakse sageli ka mudeli- voi disainimaatriksi nime all; 3 on p x 1
hindamist vajavate (tundmatute) parameetrite vektor; € on n x 1 juhuslike
vigade vektor (sageli rddgitakse temast ka kui mudeli jadkide voi prognoosi-
vigade vektorist). Nii y kui € on juhuslikud vektorid. Eeldades, et tehtavad
mootmistulemused pole siistemaatiliselt valed ehk nihkega (Ee = 0 voi, kui
X on juhuslik, E(g|X) = 0) saame, et

E(y[X) = XB. (1.2)
Lisaks eeldame, et juhuslikud vead e pole korreleeritud,
(D(y|X) =) D(e) = oL (1.3)

Moningate tulemuste tarvis ldheb tarvis veel eelduseid juhuslike suuruste
jaotuste kohta. Sellisel juhul eeldame, et € on n-mootmelise normaaljaotu-
sega juhuslik vektor, € ~ N(0; 0?I) ja soltumatu mudeli maatriksist (e L X).
Selliste eelduste kehtides peab aga ka y tinglik jaotus (tingimusel, et X on
antud) olema normaaljaotus:

y|X ~ N(X3;0%I). (1.4)
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Tihti vaadeldakse praktikas ka situatsioone, kus X on uurija poolt fikseerita-
vad/médratavad katsetingimused, seega pole maatriksi X elemendid juhus-
likud. Sellisel juhul taandub jaotuse eeldus 1.4 noudeks, et uuritav tunnus y
oleks normaaljaotusega:

y ~ N(X3;0%T). (1.5)

Naiide 1.1 Lihtne lineaarne regressioon.
Vaata naiteks mudelit

yi = Po+ Pz +eii=1,...,6,

kus (z1,22,...,26) = (1,2,3,4,5,6) ja mudeli vead ; on séltumatud ju-
huslikud suurused jaotusega &; ~ N(0;02). Maatrikskujul kirjapandult nieks
antud regressioonimudel véalja jargmine:

Y1 1 1 €1
Y2 1 2 £9
ys | _ |13 [ Bo ] L | e
Y4 1 4 B1 €4
Y5 1 5 €5
L Y6 | L1 6 | | €6 |
y = X B + €.

Naiide 1.2 Dispersioonanaliiis.
Uhe faktoriga dispersioonanaliiiisi mudeli

Yij = P+ o + €45,

kusi=1...3, j=1...n (ni,ne,n3) = (3,1,2), saab maatrikskujul kirja
panna jirgmiselt:

Y11 1 1.0 0 €1
Y12 1100 H €2
Y13 - 1 1 0 0 aq €3
wi | 1010 w | T e
Y31 1 0 0 1 (0% E5
L y32 | 1 0 0 1] L €6



Peatiukk 2

Mudeli parameetrite hindamine

Mudeli parameetrite hindamiseks on mitmeid erinevaid véimalusi. Uhel viisil
leitud hinnangutel on ithed head omadused, teisel viisil leitud hinnangutel
jélle teised head omadused. K&esolevas peatiikis hindame lineaarse mudeli
parameetreid kolmel erineval viisil  vdhimruutude meetodil; suurima toe-
pédra meetodil ja parima lineaarse nihketa hinnangu abil.

2.1 Vahimruutude hinnang

Vihimruutude meetodi puhul leitakse mudeli parameetrite 3 hinnang B sel-
liselt, et tekkivate prognoosivigade e = y — X3 ruutude summa Y ;- ; e? =
e’e oleks minimaalne; teisisonu minimeeritakse avaldise

SB) = (y - XB) ' (y — XB)

vaartus 3 jargi.
Funktsiooni S(8) miinimumi leidmiseks leiame esmalt tuletise vektori 3
jargi:

95(B) AyTy + BTXTXB — 2yTX3)
0B B
= 28TX"TX —2y’X,

vordsustame leitud tuletise nulliga ja teisendame veidi saadud vorrandisiis-
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teemi:
d5(B) _ 0
9B lp=p
28" XTX —2yTX = 0
xX'xp3 = XTy. (2.1)

Kui maatriks (X”X) on pooratav, siis saame vorrandisiisteemi (2.1) lahen-
diks
B=(XT"X)"'x"y.

Paraku pole maatriks XX sageli pooratav — isegi niites 1.2 toodud
lihtsa dispersioonanaliiiisi mudeli korral péérdmaatriksit (X7X)~! ei eksis-
teeri.

Mida siis teha? Kui otsime lahendeid vorrandisiisteemile Ax = b, siis ju-
hul, kui lahend leidub, avaldub ta kujul x = A~ b, kus A~ tdhistab maatriksi
A iildistatud poordmaatriksit (A~ on maatriksi A iildistatud poordmaat-
riks, kui A = AA~A). Tasub tédhele panna, et selline lahend pole {ildjuhul
iheselt miaratud — kuna iildistatud poordmaatriks ei pruugi olla iiheselt
méidratud. Seega, kui vorrandisiisteem (2.1) on lahenduv, avaldub lahend
kujul

B =X"X)"xTy. (2.2)

Leitud vdhimruutude hinnang ﬁ on iiheselt méaratud vaid juhul, kui
maatriks XX on pooratav. Kui aga XTX on kodunud, siis eksisteerib roh-
kem kui iiks lahend. Tépsemalt, iga B, mis avaldub kujul

B=X"X)"X"y +(I-(X"X)"X"X)u,

kus u on suvaline n-mootmeline vektor, osutub samuti vorrandisiisteemi 2.1
lahendiks.

Kuidas jdab vorrandisiisteemi lahenduvuse kiisimusega? Selgub, et vaa-
deldav vorrandisiisteem on alati lahenduv. Paraku ldheb lahenduvuse kor-
rektseks nditamiseks vaja moningaid tehnilisi oskuseid ja abitulemusi. Sestap
liikkkame toestuse korrektse vormistamise ja vihimruutude hinnangu oma-
dustega tutvumise seniks edasi, kuni oleme toestanud koik vajalikud abi-
tulemused. Kirjutame siinkohal vaid vélja vdhimruutude meetodil saadud
hinnangud y-le (v6i y keskvéartusele) ja anname ka valemi prognoosivigade
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arvutamiseks:
y = XB
X(XTx)"xTy
e = y-y

(I-XXTX)"xT)y.

Kuna maatriksit X (X7 X)~X Iiheb antud kursuse raames sageli vaja, siis
votame tema jaoks kasutusele uue tdhise:

Px := X(X"X)"xT. (2.3)

Kasutades uudset tihistus voime kirjutada: y = Pxy ja e = (I — Px)y.
Muuseas, mérka erinevust tdhistustes: e =y — X3; e =y — X3.
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Ulesanded
1. Vaata vabaliikmeta dispersioonanaliiiisi mudelit
Yij = i +eij, 1 =1...k,j=1...n,.
Téesta, et vektori 87 = (u1,. .., px) hinnang (2.2) avaldub kujul

B=, V),
kus y; tdhistab ¢. grupist parit vaatluste aritmeetilist keskmist.

2. Tunnuse y tinglikku keskvidrtust soovitakse kirjeldada murdjoone abil,
kus murdepunkt on punktis x = 3. Saadavat murdjoont kirjeldavat
parameetervektorit 3 = (cg; c1;c2)? iseloomustavad kolm parameetrit:

e (g - vabaliige;
e ¢ - murdjoone esimese osa tous;

® o - iseloomustab sirge tousu muutust peale punkti z = 3.

Vaata ka lisatud joonist.

/c0
-

Pane kirja antud mudeli mudelimaatriks kui vaatluseid on tehtud jérg-
miste z-i viadrtuste juures: 0,5; 1; 2; 4; 5.



