Lihtne lineaarne regressioonanallitis

Biomeetria, 6. loeng

Juhul, kui uuritav tunnus on normaaljaotusega, piisab uuritava tunnuse
jaotuse méédramiseks kui teame, millised on uuritava tunnuse
keskvddrtus ja dispersioon. Eeldame esialgu, et uuritava tunnuse
hajuvus (dispersioon) ei muutu katsetingimuste muutudes. Sellisel juhul
piisab uuritava tunnuse jaotuse (muutumise) kirjeldamiseks, kui
suudame kirjeldada, kuidas muutub uuritava tunnuse keskvairtus.
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Lohe pikkuse ja kaalu vaheline seos

Kaal=0,555+0,1626"Pikkus
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Veel uks naide
Naistudengite kaalu kirjeldab ligikaudu jargmine mudel

kaal = 0.8 * pikkus — 75 + juhuslik viga

Naistudengid

Antud vorrand on hinnanguks
regressioonisirgele, mida voib
graafiliselt kujutada lisatuna
hajuvusgraafikule. Pikkuse kordaja 2
ehk regressioonisirge tous on siin
0,8. Kui kahe inimese pikkus erineb
ithe tihiku vorra (1cm) siis nende kaal
erineb keskmiselt 0,8 {ihiku vorra.
Vabaliige on -75.
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Miks minimiseerime vigade ruutude summat...
Olgu vaatlused y1, y2, 3, ...

Tahame leida sellist arvu c, nii et prognoosivead oleksid vdimalikult
vidikesed — tdpsemalt: prognoosivigade ruutude summa oleks
minimaalne:

Isegi mittematemaatikul vdiks keskkoolist varuks olla piisavalt
matemaatikat, et vastust leida:
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Regressioonseos ei ole siimmeetriline. Seoses olevate tunnuste rollid on:

Funktsioontunnus ehk séltuv tunnus (dependent variable), tdhistus Y
— tunnus, mille jaotust (keskvéirtust) mudel kirjeldab (prognoosib).
Eelnenud néites oli selleks tunnuseks kaal.

Argumenttunnus ehk séltumatu tunnus (independent variable),
tdhistus X — tunnus, mille abil funktsioontunnuse jaotust kirjeldatakse.
Eelnevas ndites oli selleks pikkus.



Regressioonseos pole siimmeetriline
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Kuidas hinnata regressioonmudeli parameetreid — vabaliiget ja
argumenttunnuse kordajat?

Uks vdimalus on kasutada vahimruutude meetodit — valida mudeli
parameetrid selliselt, et mudeli jadkide — prognoosivigade — ruutude
summa oleks minimaalne:
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Lihtsa regressioonimudeli voime iiles kirjutada kujul
y=p+pix+e,

kus &-juhuslik viga; f, - vabaliige; S, - argumenttunnuse kordaja.
Juhusliku vea keskvéértus peab olema 0: E€ = 0. Y tunnuse keskvéartus
etteantud X korral on siis:

EY|X)=f,+pX
Naistudengite kaalu jaoks tehtud mudelis g,=-75 ja ,=0.8. Seda
mudelit kasutades leiame 170cm pikkuste tudengite keskmise kaalu:

E (kaal| pikkus=170cm) =-75 + 0.8*170 = 61 (kg)

Regressioonsirge hindamine programmi abil (R ndide)

> Im(kaal~pikkus)

Call:

Im(formula = kaal ~ pikkus)

Coefficients:

(Intercept) pikkus
-76.7846 0.8044

Seega on naistudengite kaalu prognoosiv mudel tdpsemalt kirja pandav
kui:

kaal =-76,78 + 0,80*pikkus + &.



Regressioonmudeli abil prognoosi leidmine (R néide)

> ml=1m(kaal~pikkus)

> ml

Coefficients:

(Intercept) pikkus
-71.6788 0.7779

> predict (ml, data.frame (pikkus=167))
[1] 58.22937

Vordluseks:
E(kaal | pikkus=167) = -71,68 +0,7779*167 = 58,2293

Hiipoteeside kontroll regressiooniparameetrite kohta R-is:

> ml=1m(kaal~pikkus)
> summary (ml)

e ‘ Kas vabaliige voib olla 0?

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t\g///
(Intercept) -71.67878 8.40428 -8.529 <2e-1& ***
pikkus 0.77789 0.04999 15.560 <2e-16 ***

Signif. codes: 0 ‘“**%/ 0.001 ‘**/ 0.01 ‘*’ 0.05\0.1 A

Sy Kas sirge tdus vdib olla 0?

Miirkus: Soovitatav on vabaliige jitta mudelisse ka K_as (hn?aarset) seost
siis, kui ta pole statitiliselt oluline (mudeli vabaliige plkkuse ja kaalu vahel
voib olla ka 0). Erandjuhuks oleks olukord, kus me eksisteerib?

tdepoolest (pdhjendatult) soovime, et regressioonsirge
labiks punkti (0,0).

Statistilised testid regressioonanaliiisis, usaldusintervall

Regressioonmudeli hindamise kidigus saame iihtlasi kontrollida, kas
vaadeldud kahe tunnuse vahel ileiildse eksisteerib lineaarset seost.

H(): ﬂl =0
Hl: ﬂl <>0

Nende hiipoteeside testimiseks hinnatakse regressiooniparameetri /3,
hinnangu standarhdlve. Regressioonparameetri hinnangu jaotuseks on
normaaljaotus ja suurus ,31 / s(ﬁl) peab nullhiipoteesi kehtides olema t-
jaotusega juhuslik suurus. Ligikaudne otsus: kui see suhe tuleb suurem
kui 2 voi vdiksem kui -2, siis nullhiipotees ei saa kehtida.

Mirkus: Numbri 2 asemel oleks tdpsem kasutada z-jaotuse kvantiili #97s, .4, kus n on vaatluste
arv andmestikus ja k regressioonmudeli (tundmatute) parameetrite arv (kaalu mudelis £=2).

Kuna regressiooniparameetri £, hinnang ,31 on normaaljaotusega
juhuslik suurus (suure valimi voi normaaljaotusega vaatluste korral), siis
voime talle konstrueerida usaldusintervalli tépselt samal viisil kui
konstrueerisime usaldusintervalli keskvaartusele. Tulemus: 95%-
usaldusintervall regressiooniparameetrile £, on leitav valemist:

B+ 1000501 S(B) By + 109750 45(B1)>

Mirkus: samal viisil on voimalik leida usaldusintervall mudeli
vabaliikmele ja samuti saame testida, kas mudeli vabaliige voib olla 0.
Siiski ei soovita vabaliiget mudelist vélja jatta ka juhul, kui mudeli
vabaliige voiks olla 0. Erandjuhuks oleks olukord, kus me téepoolest
(pohjendatult) soovime, et regressioonsirge 1dbiks punkti (0,0).



Usaldusintervall | — usaldusintervall parameetritele

> ml=1m(kaal~pikkus)

Hinnangu standardviga. Ligikaudse 95%-
> summary (ml)

usaldusintervalli leidmiseks liida ja lahuta
parameetri hinnangust 2 standardviga — st
ligikaudne usaldusintervall sirge tdusule oleks
0,78+-%*0,05 =[0,68..0,88]

[...]

Coefficients:

Estimate Std. Erro:;/t value Pr(>|t])
(Intercept) -71.67878 8.40428 -8.529 <2e-16 ***
pikkus 0.77789 0.04999 15.560 <2e-16 ***

Tépsed usaldusintervallid (kasutades t-
jaotuse kvantiile) on R-is leitavad kédsuga

confint
> confint (ml)
2.5 % 97.5 %
(Intercept) -88.1819799 -55.1755749
pikkus 0.6797251 0.8760611

Usaldusintervall regressioonisirgele
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Usaldusintervall Il — usaldusintervall keskvaartusele

167cm pikkuste naistudengite keskmine kaal on hinnanguliselt 58,2kg.
Kui tapselt me ikkagi nende keskmist kaalu teame?

> ml=1lm(kaal~pikkus)

> ml

Coefficients:

(Intercept) pikkus
-71.6788 0.7779

> predict (ml, data.frame (pikkus=167))
[1] 58.22937

> predict (ml, data.frame (pikkus=167),
interval="confidence")
fit lwr upr
[1,] 58.22937 57.6612 58.79754

Seose tugevuse iseloomustamine

Monikord on iiht tunnust teades vdimalik véga suure tipsusega édra
arvata teise tunnuse vartust, teinekord mitte. Kuidas mdaGta seose

l’) ~
tugevust? Tugev seos No6rk seos




Kuidas modta meie ennustuste headust - seose tugevust? Juhul, kui me poleks
modtnud sdltumatu tunnuse (X) véirtuseid, oleks parim prognoos, mida me soltuvale
tunnusele (Y) anda suudaksime, soltuva tunnuse védrtuste keskmine. Sellise
“prognoosi” tdpsust saab iseloomustada “ennustusvigade” dispersiooni abil ehk
tunnuse Y dispersiooni kasutades (tdhistame tunnuse Y dispersiooni tihega D(Y)).
Kasutades soltuva tunnuse (Y) prognoosimiseks soltumatu tunnuse (X) véirtuseid,
saame teha tdpsemaid prognoose. Voime taas modta oma prognoosi tapsust, kasutades
selleks modtmisvigade dispersiooni (D(g)). Jérelikult teades tunnuse X védrtust, on
meil vdimalik prognoosida tunnuse Y védrtust D(Y)-D(¢) vorra tipsemalt (véiiksema
dispersiooniga). Prognoosi tépsuse suurenemise jagatist prognoositava tunnuse
dispersiooniga kutsutakse determinatsioonikordajaks (R?) ja seda kasutatakse sageli
tunnustevahelise seose tugevuse modtmiseks:

R*=[D(Y)- D(e) ]/ D(Y)

Determinatsioonikordajat esitatakse vahel ka protsentides — niidates, mitu protsenti
onnestus tinu kasutatavale regressioonimudelile tdsta prognoosi tapsust.

* Kui r<0, siis lihe tunnuse vairtuste suurenedes keskmiselt teise
tunnuse vairtused kahanevad ja vastupidi - ithe kahanedes teine kasvab.
* Kui tunnused on lineaarselt sdltumatud (tunnuste vahel v3ib aga olla
mittelineaarne sdltuvus), siis on korrelatsioonikordaja null » = 0.

« Korrelatsioonikordaja ruut r* ehk determinatsioonikordaja niitab,
kui suur osa iihe tunnuse hajuvusest (dispersioonist) on kirjeldatud teise
poolt.

* Mida suurem on Kkorrelatsioonikordaja absoluutvéirtus, seda
tugevam on korrelatiivne seos tunnuste vahel.

» Modtithiku (lineaarne) vahetus ei muuda korrelatsioonikordaja
suurust (Korrelatsioonikordaja ei muutu, kui moddame temperatuuri
Celsiuse kraadide Co asemel Farenheitides Fo, samuti voime pikkust
moota sentimeetrites vOi meetrites- korrelatsioonikordaja jaéb samaks).

Lineaarne korrelatsioonikordaja

Arvatavasti kdige sagedamini kasutatakse kahe tunnuse vahelise seose
tugevuse iseloomustamiseks lineaarset korrelatsioonikordajat (Pearsoni
korrelatsioonikordajat). Korrelatsioonikordaja ruut on determinatsiooni-
kordaja, kusjuures lineaarne korrelatsioonikordaja on positiivne, kui iihe
tunnuse vairtuste kasvades teise tunnuse véirtused kipuvad samuti
kasvama. Kui aga iihe tunnuse vairtuste kasvades teise tunnuse
véddrtused kipuvad kahanema siis on korrelatsioonikordaja negatiivne.
Lineaarset korrelatsioonikordajat tihistatakse tdhega 7.

Pearsoni korrelatsioonikordaja omadused:

* Kui tunnuste X ja Y vahel on lineaarne funktsionaalne seos Y=a+bX
(ehk tdpne lineaarne seos), siis on korrelatsioonikordaja véértus kas 1
vOi -1 vastavalt kordaja b mérgile.

» Kui >0, siis ihe tunnuse suurenedes keskmiselt teine tunnus kasvab
ja vastupidi - iihe vihenedes vdheneb ka teine.
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Usaldusintervalli ja prognoosiintervall - naide

> mudel=1m(kaal~pikkus)
> predict (mudel, data.frame (pikkus=170),
interval="confidence")
fit lwr upr
[1,] 59.9666 58.63289 61.30031
> predict (mudel, data.frame (pikkus=170),
interval="prediction")
fit lwr upr
[1,] 59.9666 45.91387 74.01933

95%-usaldusintervall 170cm pikkuste tudengite kaalu keskviirtusele on
(58,6...61,3); 95%-prognoosiintervall 170cm pikkuste tudengite kaalule
on 45,9...74,0 kg.

Prognoosimine regressioonimudeli abil

Hinnatud regressioonimudel vdimaldab  prognoosida  keskmist
funktsioontunnuse viartust etteantud argumenttunnuse vairtuse korral.
Vahel on keskmise teadmisest vihe — soovime tdpsemalt teada, millised
tulemused on mdeldavad ja millised mitte.

Varem kirjeldasime uuritava tunnuse voOimalikke védrtuseid
prognoosiintervalli abil. Sarnast ldhenemist saab kasutada ka niiiid —
leida mingi etteantud argumenttunnuse viirtuse korral vahemik, kuhu
jérgmine uuritav tunnuse véirtus sattuks suure tdendosusega, néditeks
toendosusega 0,95. Vastavat vahemikku nimetatakse (ka) prognoosi-
intervalliks.

Usaldusintervall ja prognoosiintervall
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