Tartu Ulikool
Matemaatika-informaatikateaduskond
Matemaatika ja statistika instituut

Natalja Lepik

Toendosusteooria ja statistika 11

Tartu, 2017



Sisukord

1

3

Meeldetuletus

1.1 Diskreetne juhuslik suurus . . . . . . ..o o oo
1.1.1 Tuntumad diskreetsed jaotused . . . .. ... .. ... .. .....

1.2 Pidevad juhuslikud suurused . . . . . . . .. ... oL
1.2.1 Tuntumad pidevad jaotused . . . . . .. .. ... ... ... ...,

Juhuslikud suurused ja vektorid
2.1 Momente genereeriv funktsioon . . . . .. ... o oo
2.2 Diskreetne juhuslik vektor . . . . .. . ... .. oo
2.3 Juhusliku vektori jaotusfunktsioon. Pidev juhuslik vektor . . . . . . . . ..
2.3.1 Mitmemootmelised pidevad jaotused . . . . . .. .. .. ... ...
2.3.2 Soltumatute pidevate juhuslike suuruste summa ja jagatise jaotus .
2.4 Taiendavaid teadmisi kovariatsioonidest ja korrelatsioonidest. . . . . . . .
2.4.1 Juhusliku vektori keskviartus ja kovariatsioonimaatriks . . . . . .
2.4.2 Mitmemootmeline normaaljaotus . . . . . ... ..o
2.5 Tinglik jaotus ja tinglik keskvadrtus . . . . . . . . . .. ... ... .. ..
2.6 Kolm tdhtsat pidevat jaotust statistikas ja seosed nende vahel . . . . . ..
2.6.1 x2%jaotus (Hii-ruut-jaotus) . . . . . . . . . . ... ...
2.6.2 Studenti t-jaotus . . . . ...
2.6.3 F-jaotus . . . . ...

Punkthinnang

3.1 Punkthinnang ja hinnangufunktsioon . . . . . . .. ... ... ... ...

3.2 Hinnangu omadused . . . . .. .. ... ..o
3.3 Taasvaliku meetodid hinnangu standardvea leidmiseks . . . . . ... ...
3.3.1 Parameetriline bootstrap . . . . . . . ... .. oL L.
3.3.2 Mitteparameetriline bootstrap . . . . . . . ... ...
3.3.3 Tayloriritta arendus . . . . . . . .. ... .. L L.
3.4 Hinnangu leidmise meetodid . . . . . . . . . .. ... L.
3.4.1 Suurima toepdra meetod . . . . . . . ... L
3.4.2 Viahimruutude meetod . . . . . ... Lo
3.4.3 Momentide meetod . . . . ... Lo Lo

-] =1 & ot >

12
13
14

20
23
25
26
32
32
38
40



4 Vahemikhinnang

4.1 Uldist vahemikhinnangutest . . . . . . . . ... ... . ... ........

4.2 Vahemikhinnang normaaljaotuse keskvaéartusele . . . . . .. .. ... ...
4.2.1 Uhepoolsed vahemikhinnangud . . . . . ... ... ... ......

4.3 Vahemikhinnang normaaljaotuse standardhéalbele ja dispersioonile . . . . .

4.4 Vahemikhinnang normaaljaotuse keskvdértuste vahele . . . . ... .. ..

4.5 Vahemikhinnang muutusele . . . ... ..o o000

4.6 Rakendus binoom- ja Poissoni jaotuse parameetritele . . . . . . . . .. ..
4.6.1 Vahemikhinnang binoomjaotuse parameetrile p iihe valimi korral

4.6.2 Valimimahu méiramine binoomjaotuse osakaalu usalduspiiride
JATEL L oL L

4.6.3 Vahemikhinnangud suvalise jaotuse parameetritele . . . . . . . ..
4.6.4 Rakendus Poissoni jaotuse parameetrile . . . .. .. .. ... ...

4.6.5 Vahemikhinnang kahe osakaalu vahele . . . ... ... ... . ...

5 Hiipoteeside kontroll

5.1 Parameetrilistest hiipoteesidest iildiselt . . . . . .. .. ... ...
5.2 Testi voimsusfunktsioon . . . . . ... 0oL
5.3 Hiipoteeside kontroll normaaljaotuse keskviartuse kohta . . . . . . . . ..
5.4 Kahe iildkogumi keskvddrtuse vordlemine (séltuvad valimid) . . . . . . . .
5.5 Kahe iildkogumi keskvidrtuse vordlemine (séltumatud valimid) . . . . . .
5.6 Kahe iildkogumi dispersiooni vordlemine normaaljaotuse korral . . . . . .
5.7 Hiipoteesid, mis pohinevad normaaljaotusega lahendamisel . . . . . . . . .

5.7.1 Rakendus binoomjaotusele (iiks valim) . . . . ... ... ... ...

5.7.2 Rakendus binoomjaotusele (kaks valimit) . . ... ... ... ...
5.8 P-meetod . . . ...

0.8.1 Margitest . . . . ...

6 Lihtne lineaarne regressioon
6.1 Regressioonimudel . . . . ... o
6.2 Mudeli parameetrite hindamine . . . . . . . .. ... oL
6.2.1 Regressiooniparameetrite punkthinnangud . . . . . . .. ... ...

6.2.2 Vahemikhinnangud ja hiipoteeside kontroll regressiooniparameetrite
korral . . . . . . Lo

7 Uhefaktoriline dispersioonanaliiiis
7.1 Dispersioonanaliiisi mudel . . . . . . . ... ... oL
7.2 Hipoteesid faktori méoju kohta . . . . . . .. ... 0oL

7.3 Parameetrite hinnangud . . . . . ... ..o oL
8 Kirjandus

9 Lisa A. y’-jaotuse tdiendkvantiilid



10 Lisa B. t-jaotuse tdiendkvantiilid 111



1. Meeldetuletus

Moistel juhuslik suurus ja juhusliku suuruse jaotus on matemaatilises statistikas darmi-
selt tdhtis koht. Jaotus iseloomustab juhusliku suuruse viidrtuste paiknemist, méaédrates
voimalike vdartuste hulga ja esinemistoendosused. Jargnevalt tuletame meelde diskreetse
ja pideva juhusliku suuruse moisteid ning pohilisi jaotusi, mida oleme Sppinud kursusest
"Toendosusteooria ja statistika I’ . Jargnev tekst pohineb opikutel Traat (2006) ja Parna
(2013).

1.1 Diskreetne juhuslik suurus

Diskreetseks juhuslikuks suuruseks nim. funktsiooni X : 2 — R, mis votab kas 16pliku voi
loenduva arvu véartuseid z1,z2, ..., ().

Diskreetsete juhuslike suuruste korral on kogu tGenfosusarvutuste jaoks vajalik info kirjas
jaotuses ehk paarides (x;, p;), kus z;, i € I on voimalikud véértused ja p; = P({X = z;})
on nende viirtuste toendosused. Samuti teame, et koikide juhuslike suuruste korral on ko-

gu toendosusarvutuste jaoks vajalik info olemas jaotusfunktsioonis Fx (z) = P({X < x}).

Keskvaartus ja dispersioon arvutatakse valemitega
EX =) zp,
i

DX =) (xi— EX)*-p;
i
Niide 1 Uhe ettevitte osakond (kokku 6 inimest) on leidnud, et tootaja haigestumise toe-
ndosus on 0,1. Olgu juhuslik suurus X haigestunud toctajate arv hommikul.

Siis on selle juhusliku suuruse jaotust véimalik ette anda nditeks tabelina (eeldades, et
tootajad istuvad igaiks oma kabinetis, ehk haigestuvad tiksteisest soltumatult):

X=xz] 0 1 2 3 /i 5 6]
pi | 0,581 0,35) 0,098 0,015 0,002 0 0] I

Seda jaotust on voimalik ette anda ka graafiliselt vertikaalsete sirgloigete abil, mis algavad
x-telje vadrtustest 0, 1,..,6 ja mille pikkus on vérdne vddrtusega p;, 1 =0,1,...,6. Véima-
lusi on veelgi: toendosusfunktsiooni abil (ei pruugi alati leiduda, siin sobiks binoomjaotuse
valem); jaotusfunktsiooni abil (harjutus lugejale) ja ka jaotusfunktsioonile vastava graafiku
abil (samuti harjutus lugejale).



1.1.1 Tuntumad diskreetsed jaotused
Bernoulli jaotus — kahe voimaliku véiédrtusega {0,1} jaotus:
X~ B(1,p),
kus P(X =1)=p, P(X =0)=1—p. Téendosusfunktsiooniks on
pla) =p"(1-p)'™*, = e{0,1}.
Keskvadrtus ja dispersioon on
EX =0-p(0)+1-p1)=p,

DX = (0—p)*-p(0) + (1= p)* - p(1) = p(1 —p).
Bernoulli jaotuse vadrtused 1 ja 0 voivad olla koodid mingi omaduse A esinemisele v6i mit-
teesinemisele objektil. Jaotuse parameeter p néditab omaduse A toenfosust katses, 16pliku
ildkogumi korral ka A osakaalu iildkogumis. Bernoulli jaotusega on ’jah’/’ei’ tunnused,
kus ’jah’ voib tdhendada mingi arvamuse, haiguse jm. olemasolu.

Binoomjaotus — vadrtustega x € {0,1,...,n} jaotus, mida téhistatakse
X ~ B(n,p),

kus tavalise interpretatsiooni kohaselt on n katseseeria pikkus, milles vaadeldakse stind-
muse A esinemist, ning p on siindmuse A esinemise toendosus iihes katses. Tden#osus-
funktsioon on

px) =Crp®(1—p)"™* ,2e€{0,1,...,n}, C; = x‘(nnlx)'
Keskvaartus ja dispersioon on vastavalt
EX = np,
DX =np(1 —p).

Bernoulli jaotus on binoomjaotuse erijuht n = 1 korral. Statistikas esineb binoomjaotus
sageli mingi omaduse/siindmuse esinemiste arvu jaotusena valimis. Oletagem, et Eestis on
7% to6tuid. Ulaltoodud valemid annavad vastuse kiisimustele: mis jaotusega on tootute
arv 100ses juhuslikus valimis; kui palju on selles valimis oodatavalt t66tuid?

Geomeetriline jaotus vidrtustega = = 1,2, ... on jaotus, mida tahistatakse X ~ Geom(p),
mis tekib siis kui vaadeldakse katsete arvu huvipakkuva siindmuse A esimese toimumiseni
(katsed on soltumatud). Toendosusfunktsiooniks on

p(z)=(1-p)* " p,
kus p = P(A). Keskviirtus ja dispersioon on
1 1—p

EX=-, DX= "
b p

Poissoni jaotus — loenduva arvu véértustega, € {0, 1,...}, jaotus, mida tahistatakse

X ~ Po(M).



Viartuse = esinemise toendosus arvutatakse toendosusfunktsiooniga

AT
p(x)=e /\E'

Parameeter A on antud juhul nii keskvaartus kui ka dispersioon:
EX =) DX =\

Poissoni jaotusega on sageli mingi ’siindmuse esinemiste arv ajavahemikul’, néiteks ’onne-
tusjuhtumite arv Tallinn-Tartu maanteel septembri esimesel nddalal’. Tédpsemini Seldes,
on Poissoni jaotus niisuguste juhuslike suuruste jaoks sageli sobivaimaks mudeliks.

1.2 Pidevad juhuslikud suurused

Juhuslikku suurust X nimetatakse pidevaks, kui tema jaotusfunktsioon on esitatav kujul

Flz) = /_ "

mingi funktsiooni f korral. Funktsiooni f nimetatakse juhusliku suuruse X tihedusfunkt-
siooniks. Pideva juhusliku suuruse védrtuspiirkonnaks on reaaltelg voi selle mingi osa.
Tema keskviidrtus ja dispersioon avalduvad tihedusfunktsiooni abil seostega:

EX = /Zx - f(x)dz,
DX = /Z(x — EX)?. f(x)dz.

1.2.1 Tuntumad pidevad jaotused

Uhtlane jaotus, X ~ U(a,b), on midratud 1oplikul 15igul [a, b] ja tema tihedusfunktsioon

avaldub kujul
1
f(z) = h—a

Jaotuse keskviidrtus on 16igu keskpunkt EX = (a+1b)/2 ja dispersioon DX = (b—a)?/12.
Uhtlase jaotusega U(0,b) on niiteks bussi ootamise aeg, kui minna peatusse juhuslikult
ja bussid ldbivad seda intervalliga b.

, kut x € [a,b].

Eksponentjaotus X ~ Exp(#), omab tihedusfunktsiooni
f(x) =0 z>o0.
Jaotuse keskvidrtust on EX = % ja dispersioon on DX = 9%. Eksponentjaotus lihtsai-

maks mudeliks tunnuse ’eluiga’ (ka seadmete oma) jaotuse kirjeldamisel.

Normaaljaotusega juhuslikku suurust X keskviirtusega p ja dispersiooniga o2 tihista-
takse
X ~ N(p,0).

Tema tihedusfunktsioon esitub valemiga




Tahtis omadus on lineaarteisendus:
X =0Y +p~N(,o),

kus Y ~ N(0,1). Normaaljaotusega N(1,0) on néiteks ’piima hulk 1 liitrises piimapa-
kis’, kus o iseloomustab pakkimisliini tdpsust. Mootes rea piimapakkide taituvust, saame
valimi, mille vaartused varieeruvad 1 liitri iimber.



2. Juhuslikud suurused ja vektorid

Jatkame teadmiste omandamist sellest, kuidas kirjeldada juhuslike suuruseid ja juhuslikke
vektoreid, mis on nendega seotud pohimédisted ja voimalused toendosusarvutuste teos-
tamiseks. Jargnev peatiikk pohineb R. Kangro konspektil aastal 2015 ja &pikul Meyer
(1970).

2.1 Momente genereeriv funktsioon

Teame, et diskreetsete juhuslike suuruste korral on kogu téenédosusarvutuste jaoks vaja-
lik info kirjas jaotuses ehk paarides (z;,p;), kus x;, i € I on voimalikud védrtused ja
pi = P({X = x;}) on nende vi#rtuste toendosused.

Samuti teame, et kdikide juhuslike suuruste korral on kogu téendosusarvutuste jaoks va-
jalik info olemas jaotusfunktsioonis Fx(z) = P({X < z}). Pidevate juhuslike suuruste
korral on aga paljude arvutuste jaoks mugavam kirjeldus tihedusfunktsiooni fx kaudu.

Osutub, et voimalikke kirjeldusi, mis on eriti mugavad mitmete toendosusarvutuste te-
gemiseks, on veelgi. Uks sellistest kirjeldustest on momente genereeriv funktsioon, mis
leidub ainult osadel juhuslikel suurustel, kuid mis on viga mugav moningate teoreetiliste
tulemuste naitamisel.

Defineerime vajalikud moisted.
Definitsioon 1 Juhusliku suuruse X k-ndat jirku momendiks nimetatakse arve

my, = B(X").

Seega keskvddrtus on esimest jirku moment m; ning dispersioon avaldub kujul DX =
2

Osutub, juhusliku suuruse momentide arvutamine on seotud jargneva funktsiooniga.

Definitsioon 2 Juhusliku suuruse X momente genereerivaks funktsiooniks Mx nimeta-

takse funktsiooni
My (t) = E(e),t € R.

On selge, et iga juhusliku suuruse momente genereeriv funktsioon on defineeritud ¢ = 0

korral ning Mx(0) = 1. Samas leidub juhuslikke suuruseid, mille momente genereeriv
funktsioon ei ole defineeritud iihegi teise t vadrtuse korral (niiteks Cauchy jaotus tihedus-
funktsiooniga fx(x) = m) Sellistel puhkudel ei anna momente genereeriv funktsioon



meile mingit kasulikku infot jaotuse kohta ning seetottu sageli 6eldakse, et juhuslikul suu-
rusel (vOi jaotusel) on olemas momente genereeriv funktsioon ainult siis, kui selle vaartused
on defineeritud mingis 0-punkti sisaldavas vahemikus.

Niide 2 Olgu X ~ Exzp(2). Leiame suuruse X momente genereeriva funktsiooni:

Mx(t) = E(e¥X) = / et . 272 dg:
0

[e.e]

t—2
_ 0026(t72)x dr = M _ L( lim e(t72)l‘ —60)
0 t#2 t—2 | t— 2 a>00
2
= Z (0-1)=-—\ t<2.
t<2 t—2( ) 5 ¢ ' °

Arvutustest on ndha, et nii t = 2 kui t > 2 korral on integraal lopmatu.

Momente genereeriva funktsiooni nime digustab jargmine tulemus.

Lemma 1 Kui juhusliku suuruse X momente genereeriv funktsioon eksisteerib t = 0 min-
gis imbruses (st vahemikus |t| < 0 mingi 6 > 0 korral on My vddrtused loplikud), siis k-s
moment avaldub selle funktsiooni k-ndat jirku tuletise kaudu kujul

my = MP(0).

Toestus. Siin kursuses toestame selle tulemuse 16pliku arvu vadrtustega diskreetsete ju-
husliku suuruse korral, tiielik toestus antakse magistritaseme kursuses ,,Toenfosusteooria
IT«.

Olgu X diskreetne juhuslik suurus viirtustega x1, xs, ..., Ty, siis keskviirtuse lineaarsuse
omaduse pohjal

n
Mx(t) = e“ip;,
i=1

kus p; = P({X = z;}). Tuletise lineaarsuse tottu voime 16plikus summa tuletise leida
liikmete tuletiste summana:

n n
k d , :
M)(()(t) = Zpiﬁ(em) = fopz-eml.
i=1 i=1
Seega
k) & k
MP0) =" zlp;,
i=1
mis ongi vordne k-ndat jirku momendiga E(X*).

Kui me teaksime, et Mx(t) on tehtud eeldustel alati l6pmatult palju kordi diferentsee-
ruv ja et tuletise votmise ja keskvidrtuse leidmise jérjekorda saab praegusel juhul muuta,
oleks ka tildjuhul tdestus lihthe:

d
M () = @E(etx) = E(ﬁetX) = B(XFeY),

kust ¢ = 0 korral saaksime vorduse M)((k) (0) = E(X*). Samas nii 16pmatute summade kui
integraalide puhul ei ole selline jarjekorra vahetamine (tuletisega keskvéértuse alla mine-
mine) alati digustatud ja nduab pohjalikku pohjendamist. Nagu mainitud, toestatakse see
tulemus tldkujul hilisemas kursuses. [J.
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Niide 3 FEelmise ndite pohjal teame, et X ~ Exp(2) korral Mx (t) = 5% . Kuna

2—t
2 4

My (t) = ——, M%(t) = —x,

X() (2—t)2 X() (2—t)3
siis eelneva lemma pohjal EX = mq = M4 (0) = 3, E(X?) = my = M%(0) = § ning seega
DX = my —m? = %, Need tulemused on muidugi juba varasemast teada, kuid sageli on
Juhusliku suuruse momente lihtsam leida momente genereerivat funktsioons diferentseerides

kui vastavat keskvddrtust otse arvutades.

Sageli tuleb kasuks ka teadmine, kuidas on juhusliku suuruse lineaarse funktsiooni abil
defineeritud juhusliku suuruse momente genereeriv funktsioon seotud esialgse juhusliku
suuruse momente genereeriva funktsiooniga. Selleks toestame jargmise tulemuse.

Lemma 2 Kui juhusliku suuruse X momenite genereeriv funktsioon on My, siis juhusliku
suuruse Y = aX + b momente genereeriv funktsioon on avaldatav kujul

My (t) = " Mx(at),t € R.

Toestus. Definitsiooni kohaselt

My (t) = E(e?) = B(e!eXH0)) = p(ea)X bt B ey " My (at).0

Niide 4 Kasutame eelnevat tulemust, et leida normaaljaotusege N (p, o) juhusliku suuru-
se momente genereeriva funktsiooni avaldis. Koigepealt leiame standardse normaaljaotu-
sega juhusliku suuruse X momente genereeriva funktsiooni avaldise:

o 1
Mx(t) = BE(e") = / em—?re_gg/2 dx

> 1 z2 t2 | 2
:/ ef%th‘r*?Jr? dx
oo V2T

ﬁ/‘x’ 1 _<w—t>2d
e 2 e 2 X
—oo V2T

2

t
=ez2,teR,

kus eelviimasel real olev integraal vordub ihega seetittu, et integraali all on jaotuse N(t, 1)
tihedusfunktsioon. Normaaljaotuse lineaarse teisenduse omaduse péhjal on juhusliku suu-
ruse X ~ N(0,1) korral juhuslik suurus Y = oX + p jaotusega N(u,o0). Seega, jaotuse
N(p,0) juhusliku suuruse momente genereerivaks funktsiooniks on

o242

My (t) = e My (ot) = M2,

Oluline on ka teadmine, et kui momente genereeriv funktsioon omab 16plikke vAdrtuseid
mingis nullpunkti imbruses, siis on selle funktsiooni pohjal voimalik kindlaks teha vaadel-
dava juhusliku suuruse jaotus. Nimelt kehtib jargmine iithesuse tulemus.

Lemma 3 Kui juhuslike suuruste X ja Y momente genereerivad funktsioonid Mx ja My
omavad maolemad loplikke ning vordseid vadrtuseid mingis nullpunkti sisaldavas vahemikus,
siis on juhuslikud suurused X ja Y sama jaotusega.

See lemma toestatakse samuti kursuses ,,Toendosusteooria II“. Nagu me hiljem ndeme,
voimaldab momente genereerivate funktsioonide iihesuse omadus sageli kindlaks teha so6l-
tumatute juhuslike suuruste summa jaotust: leiama summa momente genereeriva funkt-
siooni ning kui vastab mone tuntud jaotuse momente genereerivale funktsioonile, siis ongi
summa jaotus kindlaks tehtud.
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2.2 Diskreetne juhuslik vektor

Sageli méadratakse iihes katses mitme juhusliku suuruse vdartused (niiteks autojuhi va-
nus ning auto vanus, molemad taisaastates). Sellisel juhul ei aita paljude huvipakkuvate
siindmuste toendosuste arvutamiseks nende juhuslike suuruste jaotustest, vaid on vaja in-
formatsiooni selle kohta, kuidas need juhuslikud suurused koos kiituvad. Tuletame meelde,
kuida vastavat informatsiooni kirja panna ja kasutada.

Definitsioon 3 Juhuslikku vektorit (X,Y") nimetatakse diskreetseks, kui X ja 'Y on disk-
reetsed juhuslikud suurused. Diskreetse juhusliku suuruse korral nimetatokse kolmikuid
(i, yj,pij), 1 €1, j€J, kuspij = P{X =2;,Y =y} ning{z; : i€} ja{y; : jeJ}
on vastavalt juhuslike suuruste X ja Y vadrtuste hulgad, juhusliku vektori (X,Y) jaotuseks
ehk juhuslike suuruste X ja Y ihisjaotuseks.

Mirkus. Lihisuse méttes on eelnev definitsioon toodud kahest juhuslikust suurusest koos-
neva vektori kohta, kuid dldistus n-modtmelisele juhule on analoogne: vektori kéik kompo-
nendid peavad olema diskreetsed juhuslikud suurused ning jaotus koosneb siis n+ 1 arvust
koosnevast komplektist, kus esimesed n arvu on vektori komponentide voimalikud vidrtused
ja viimane on neile vastava tulemuste vektori saamise téendosus.

Niide 5 Kaardipakist (52 kaarti) voetakse ilma tagasipanekuta 2 kaarti, juhusliku suuruse
X vdartuseks on saadud potide arv ning Y vddrtuseks on saadud musta masti kaartide arv.
Leiame juhusliku vektori (X,Y) jaotuse. Kuna

C2 25 26-13 26
PU{X=0Y=0Y)=226_2" pPUX=0Y=1)=""1"_ "
(X =0Y=0)=5 = {5 PUX =0Y =1}) = Z5= = 1.
C? 6 13-26 26
PUX =0y =2)=-"B - — PUX=1Y=1})= =
( ; 1) 2, ~ 102" ( : 1) ez, 103"
13-13 13 Ciy 6

PUX=1Y =2}) = , P{X =2,V =2}) = -3

c2, 102

ning koikide iilejidnud paaride téoendosused on nullid, siis on X ja Y dhisjaotus antud
tabeliga

cZ, 102

X\Y[ o012
0 I [ [ o
102 12062 11032

2 o] o035

Lugeja voib leida sellest tabelist meeldetuletuseks naiteks EX (keskmine potide arv kahe
voetud kaardi hulgast) ja EY (mustade kaartide keskmine kahe hulgast).

Diskreetse juhusliku vektori jaotusest on lihtne leida komponentideks olevate juhuslike
suuruste jaotusi ning nagu ikka, digete arvutuste tunnuseks on see, et toendosused sum-
meeruvad tiheks. Juhusliku vektori (X,Y") késitlemisel nimetatakse juhuslike suuruste X
ja Y jaotusi marginaaljaotusteks. Jargnev lemma toestati kursuses ,/ Toendosusteooria ja
statistika I

Lemma 4 Juhusliku vektori (X,Y) jaotuse {(xi,yj,pij) : @ € I, j € J} korral kehtivad
vordused

opii=P{Y =y}), Y. p=PU{X=uaz}), > pj=L

iel j€J iel,jed
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Tahistus. Fdaspidi kasutatame thisjaotuse marginaaljaotuste toendosuste puhul tdhistuss
bi. = ZP@» bj= szj'
JjeJ el
Sageli on vaja arvutada keskvdirtusi juhusliku vektori funktsioonidest. Selles osas on

abiks jargmine tulemus.

Teoreem 1 Olgu X ja Y juhuslikud suurused thisjaotusega {(x;,y;,pij) : @ € I, j €
J} ning olgu g : IR? — R selline funktsioon, et juhuslik suurus g(X,Y) omab loplikku
keskvddrtust. Sel juhul kehtib vordus

Elg(X, V)] =Y g(@i, yj)pij-

il jeJ

Markus.Sarnane tulemus kehtib ka siis, kui vaatleme funktsiooni rohkem kui kahest disk-
reetsest juhuslikust suurusest.

Samuti on meil varem defineeritud diskreetsete juhuslike suuruste soltumatus, mis {ihis-
jaotuse kaudu iimber sonastades on selline:

Definitsioon 4 Diskreetseid juhuslikke suuruseid X ja Y nimetatakse soltumatuteks, kui
190 1 € I ja i1ga j € J korral kehlib vordus

DPij = Di.P.j

Kuna statistika kasutamisel on tegemist tavaliselt rohkem kui kahe soltumatu juhusliku
suurusega, siis sonastema soltumatuse moiste ka iildkujul.

Definitsioon 5 Diskreetseid juhuslikke suuruseid X1, Xa, ..., X, nimetatakse séltumatu-
teks, kui sindmused {X1 = x1},...,{ Xy = zn} on tdielikult soltumatud iga X1 voimaliku
vadrtuse x1, Xo vormaliku vidrtuse xa, ..., iga X, véimaliku vidrtuse x,, korral.

Loomulikult oleks hea siinkohal jargi vaadata, mida tdhendab slindmuste téielik soltuma-

tus.

2.3 Juhusliku vektori jaotusfunktsioon. Pidev juhuslik vek-
tor

Nii pideva kui ka diskreetse juhusliku vektori jaotust saab kirjeldada jaotusfunktsioonide

abil. Tuletame siinkohal meelde, et kahemdootmelise juhusliku vektori korral oli jaotus-
funktsioon defineeritud jargmiselt.

Definitsioon 6 Juhusliku vektori (X,Y") jaotusfunktsiooniks (ehk juhuslike suuruste X ja
Y dhisjaotuse jaotusfunktsiooniks) nimetatakse funktsiooni

Fxy(z,y) =P{X <2,Y <y}), z,ycl.

Lemma 5 (Juhusliku vektori jaotusfunktsiooni omadused). Olgu (X,Y) juhuslik vektor
jaotusfunktsiooniga Fx y. Siis kehtivad jirgnevad omadused
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1. 0< Fxy(z,y) <1V(z,y) € R,
2. Fxy on kummagi muutuja jirgi paremalt pidev 1gas punktis,

3. lim FX’y(ZL‘,y) = Fx(:E) Ve € R, 1511 FX7y(£L‘,y) = Fy(y) Vy € IR,

Y—00

4. lim Fxy(z,y) =0Vz R, lim Fxy(z,y) =0 Vy<cR.
Tr—r—00

y——00

O

. P({CL <X <be<gY <L d}) = F)Qy(b, d) — F)@y(CL,d) — F)gy(b, C) + FX7y(a, C).

Tdestus. Esimene omadus tuleneb otse definitsioonist ja sellest, et iga siindmuse tdenéo-
sus on 0 ja 1 vahel. Omadused 2-4 nouavad toendosuse pidevuse omaduse kasutamist,
mida siin (ja eelnevas) kursuses ei ole késitletud, nii et need tulemused votame praegu
lihtsalt teadmiseks. Tdoestused on analoogilised juhusliku suuruse jaotusfunktsiooni oma-
duste toestamisele. Viimase omaduse toestamiseks defineerime siindmused A = {a < X <
bce <Y <d}, B={X <bY <d}, B={{X <bY <d},C ={X <aY <d},
D={X <bY <c}, E={X <a,Y < ¢} ning paneme tihele, et B=AUCUDUEFE
(moelge jérele, miks see nii on!). Edasine aga tuleb rakendada siindmuste summa téenéo-
suse valemit [1, Lemma 2 om. 6]. TGestuse korrektne lopetamine on harjutuseks lugejale. O
Jaotusfunktsiooni abil saame defineerida pideva juhusliku vektori. Kasutame siin lihtsuse
mottes jélle kahemootmelist juhtu.

Definitsioon 7 Juhuslikku vektorit (X,Y) nimetatakse pidevaks, kui tema jaotusfunkt-
stoon avaldub kujul

x y
Fxy(z,y) = / </ fxy(u,v) dv) du, z,y<€lR

mingi funktsioont fxy : IR?2 — R korral. Funktsiooni fx,y nimetatakse sel juhul juhusliku
vektori (X,Y) tihedusfunktsiooniks (ehk juhuslike suuruste X ja Y iihistiheduseks).

Tuletame meelde soltumatute juhuslike suuruste iildise definitsiooni, mis sobib suvalist
tiilipi juhuslike suuruste korral.

Definitsioon 8 Juhuslikke suurusi X ja Y nimetatakse soltumatuteks, kui iga z,y € R
korral on sindmused {X <z} ja {Y <y} soltumatud.

Jareldus 1 Juhuslikud suurused on soltumatud parajasti siis, kui nende ihisjaotuse jao-
tusfunkitsioon avaldub kujul

FX,Y(xvy) = FX(-TL')FY(y) Vl’,y € IR7

kus Fx ja Fy on vastavalt juhuslike suuruste X ja 'Y jaotusfunktsioonid.

2.3.1 Mitmemootmelised pidevad jaotused

Meeldetuletus: juhuslik vektor (X,Y") on pideva jaotusega, kui tema jaotusfunktsioon aval-
dub kujul

y z
Fyy(z,y) = / / fxy(s,t)dsdt.
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Lemma 6 (Tihedusfunktsiooni omadused) Olgu (X,Y") pidev juhuslik vektor jaotusfunkt-
stooniga Fxy ja tihedusfunktsiooniga fx y. Siis kehtivad jargmised omadused:

1. Funktsioon fxy on mittenegatiivne, st fxy(z,y) >0 V(x,y) € R?;

2. kehtivad vordused
fx(ﬂﬁ):/ fxy(z,y)dy,

= [ " ey (ey) de,

/(:/C:f(%y)dzdyzl

3. Kui D C IR? on esitatav loenduva arvu ristkilikute abil kasutades iihendeid, iihis-
osasid ja taiendeid (st Boreli o-algebra suhtes mootuv hulk), siis

P({(X,Y) € D}) = / Fxy () de dy.
D

4. Kui g : R?> - IR on "piisavalt heade omadustega” funktsioon (nt pidev voi selline,
mille valemit me oskame kirja panna) ning

/ l9(z,y)| fx,y (z,y) dx dy < oo,
IRZ
8118

E(g(X,Y)) = / / o(e.9) fxy (2, y) dedy.
IR2

5. Kui Fxy on diferentseeruv punktis (x,y), siis
0?Fxy
fX,Y(xay) - axay ($7y)

Lisaks oskusele toendosusarvutusi teha, on tihtis osata tegeleda ka séltumatutest pideva-
test juhuslikest suurustest moodustatud juhuslike vektoritega.

Lemma 7 Pidevad juhuslikud suurused X ja'Y on séltumatud parajasti siis, kui nende
thisjaotuse tihedusfunktsioon avaldub kujul

fxy (@, y) = fx(x)fy(y) Vo,y € R.
Toestus. Uhtepidi: olgu X ja Y soltumatud, siis jarelduse 1 kohaselt kehtib vordus
Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y).
Kasutades jaotusfunktsiooni omadust 5, saame

O*Fxy

fX,Y(xay) = 83:83/ (:an)
N
- Oz

(@FX(HS)FY(y)) = Ix(@)fy(y).
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Teistpidi: kehtigu vordus fxy(x,y) = fx(z)fy(y), siis pideva juhusliku vektori definit-
siooni kohaselt

Fxy(z,y) = / / nystdtdS—/ fx(s ds/ fy(t)dt

= Fx(2)Fy(y),

seega juhuslikud suurused on séltumatud.[J

Eelnev tulemus on kasutatav kahte moodi:

1. kahe juhusliku suuruse séltumatuse kindlakstegemiseks;

2. soltumatute juhuslike suuruste iihisjaotuse tihedusfunktsiooni leidmiseks.

Niide 6 Olgu X ja'Y soltumatud standardse normaaljaotusega juhuslikud suurused. Leiame
toendosuse, et punkt (X,Y) satub ihikringi. Viimase lemma pohjal teame, et (X,Y) tihe-
dusfunktsioon juhuslike suuruste X ja Y tihedusfunktsioonide korrutis; tihedusfunktsioons
omaduste pohjal saame

P evien = [ fevpdedy
x2492<1
Seega (kasutades tuleminekut polaarkoordinaatidele)

s s 1 224y
P(X“+Y Sl):2— e 2 drdy
T

2 4+9y2<1

1 2 1 7‘2
= — / re" 2z drdfd =1—e" 2.
0

[

Niide 7 Kahemdotmelise pideva juhusliku suuruse tihedusfunktsioon on jargmine:

2 Ty
P2+ 0<r<1,0<y<2,
ﬂxw={ s

0, muidu.

Veenduda, et f(x,y) on téepoolest kahemuutuja tihedusfunktsion (lahendus tahvlil). Leida
P(X >1-Y) (lahendus 2. praktikumal).

Séltumatute juhuslike suuruste puhul on mitmesuguste keskviartuste arvutamisel kasulik
jirgmine tulemus.

Lemma 8 Kui X;, ¢ =1,2,...,n on séltumatud juhuslikud suurused ja f;, i=1,...,n

on sellised iihe muutuja funktsioonid, et f;(X;) on loplikku keskvddrtust omavad juhuslikud
suurused, $t1s

E[fl(Xl) - fa(X2) - fn(Xn)] = E[fl(Xl)]E[f2(X2)] T E[fn(Xn)]

Lemma tulemus kehtib ka tildiste soltumatute juhuslike suuruste puhul, kuid siin kursusel
toestame selle esialgu ainult kahe diskreetse ja kahe pideva juhusliku suuruse puhul.
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Toestus. Olgu X diskreetne juhuslik suurus voimalike viartustega {z;, i € I} ning Y
diskreetne juhuslik suurus voimalike vddrtustega {y;, j € J}, olgu nende iihisjaotus
(xi,y5,pi5), 4 € I, j € J. Siis Teoreemi 1 pohjal

[fl Zz.fl $Z f2 y] ng

i€l jed
= Z Z fi(xi) f2(y)pip.j
i€l jeJ
—Zfl P{X = a;}) Zf2 () PHY = y;})
el jeJ

= E[[(X)]- E[f2(Y)].

Pidevate juhuslike suuruste X korral kasutame pideva juhusliku vektori tihedusfunktsiooni
omadust 4:

E[f1(X) fa(Y) / / fi() fa(y) Fxy (z, ) do dy
solt/ / fi(x) f2(y) fx () fy (y) dx dy

/f1 ) fx(z dm/ f2(y) fy (y

= E[fi(X)] - E[f2(Y)

Eelnevast tulemusest jareldub lihtsalt momente genereeriva funktsiooni kasulik omadus.

Jireldus 2 Olgu X ja Y soltumatud juhuslikud suurused, mille momente genereerivad
funktsioonid on loplikud nullpunkti mingis timbruses. Siis juhusliku suuruse Z = X +Y
momente genereeriv funktsioon on samuti [oplik nullpunkti imbruses ning kehtib vordus

Mz(t) = Mx (t) My (t).
Toestus.
My(t) = B(e?) = B (e(X+Y)t> =B (X = B () B (") = Mx(t) My ().

O

Eelneva tulemuse abil saab lihtsalt toestada viga tihti kasutatava tulemuse séltumatute
normaaljaotusega juhuslike suuruste summa kohta.

Lemma 9 Kui X ~ N(u1,01) jaY ~ N(ue,02) on soltumatud juhuslikud suurused, siis
Z =X +Y on jaotusega N(p1 + po, /o7 + 03) juhuslik suurus.

Tdestus. Toestasime 2. praktikumis (iil. 7). O

Miirkus. Usna ilmne, et eelnevat lemmat on vdimalik sonastada ka iildisemalt. Olgu
X1, Xo,..., X;, (n > 2) normaaljaotusega soltumatud juhuslikud suurused, kusjuures

X ~ N(ui,04), i =1,2,...,n. Ja olgu juhuslik suurus Z = > ;| X;. Siis juhuslik suurus
Z on samuti normaaljaotusega:

n

Z~ N

=1
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Néeme, et normaaljaotus rahuldab nn reproduktiivsuse omadust: kui liita kaks (voi roh-
kem) kindla jaotusega juhuslikku suurust, siis tulemusena saadud juhuslik suurus on sama
tiilipi jaotusega, mis liidetavad. Selliseid jaotusi on veel. Kodut66s 2 néitasime, et sama
omadusega on ka Poissoni jaotus. Hiljem néitame, et ka hii-ruut-jaotusel on sama omadus.

2.3.2 Soltumatute pidevate juhuslike suuruste summa ja jagatise jaotus

Sageli esineb praktikas situatsioon, kus huvipakkuv juhuslik suurus avaldub séltumatu-
te juhuslike suuruste summana. Osutub, et sel juhul avaldub summa tihedusfunktsioon
liidetavate tihedusfunktsioonide konvolutsiooni kujul.

Lemma 10 Olgu X ja Y pidevad soltumatud juhuslikud suurused tihedusfunksioonidega
fx ja fy. Sel juhul juhusliku suuruse Z = X +Y tihedusfunktsioon avaldub kujul

fz(z) = /_OO fyr())fx(z—y)dy, zeclR.

Toestus. Meil on vaja leida juhusliku suuruse Z tihedusfunktsiooni fz(z), mille on voimalik
tuletada selle juhusliku suuruse jaotusfunktsioonist Fz(z). Leiame esmalt jaotusfunktsioo-
ni:

Fr) " P(z<2)=P(X+Y <2)=P(X<z-Y)

Lemma (6) pohjal leiame

P(X <:-Y) :/w (/Z_yfx,y(x,y)dSU) dy

—00 —00

a2 ([ eanwa) = [~ ww ([ @) a

- / ¥ e W)Fx(z - y)dy

Siin on integreerimisel abiks jargmine joonis:

Integraaliteooria tulemuste pohjal (néiteks Fubini-Tonelli teoreemi rakendusena) saab néi-
data, et eelnevat integraali voib diferentseerida z jérgi integraalimérgi all, mistGttu saame

fo0) = Foo) = [ (v )Fx(z ) dy

- / T W) fx (e —y)dy
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Sellega on lemma toestatud. [J

Mairkus. Eelmises lemmas on voimalik kasutada alternatiivset viisi:
oo
fz(2) = / fx(@)fy(z —x)dz, z€IR.
— 00
(Harjutus lugejale).

Niide 8 Olgu X ~ U(0,1) ja Y ~ U(0,1) kaks soltumatut juhusliku suurust. Leida
Juhusliku suuruse Z = X +Y tihedusfunktsioon.

Uhtlase jaotuse kohta teame, et kui X ~ U(0,1), siis fx(z) =1 kui 0 < z < 1 ja 0 vastasel
guhul. Analoogiliselt ka juhusliku suurusega Y. Eelneva lemma pohjal saame:

f2)= [ T W) fx(z— ) dy

1
=/ Fx(z— ) dy
0

Ndieme, et integraali vidrtus on 0 véljaspool l6iku [0, 1] (juhusliku suuruse X definitsiooni
tottu), mille tottu huvitume piirkonnast 0 < z —y < 1, mis omakorda samavadrne piir-
konnaga z — 1 <y < 2.

Integraali leidmiseks vaatame erinevaid voimalusi z muutumiseks y € [0,1] suhtes.

1) Kui 0 < z <1, siis fz(2) = [, dy = 2.

2) Kui 1< z<2, siisfz(z):fl_ dy=2—z.

3) Kui z <0 voi z > 2, siis fz(z) =

Seega,
z, kui 0 < z <1,
f2(2) =R 2-2, kui 1 <2 <2,

0, wvastasel juhul.

Lemma 11 Olgu X ja Y soltumatud pidevad juhuslikud suurused tihedusfunkisioonidega
fx ja fy. Siis juhusliku suuruse Z = % tihedusfunktsioon avaldub kujul

1242 = [ 1ol e i )

—0o0

Toestus. Kuna X ja Y on soltumatud pidevad juhuslikud suurused, siis vektor (X,Y)
on pidev juhuslik vektor tihedusfunktsiooniga fx y(x,y) = fx(z)fy(y). Leiame juhusliku
suuruse Z jaotusfunktsiooni avaldise. Definitsiooni kohaselt

po ({2 <2)).

Selleks, et leida vastavat tasandi piirkonda (z, y)-tasandil, on kasulik jagatisest lahti saada.
Siin aga tuleb arvestada, et Y-ga 1dbi korrutades soltub tekkiva vorratuse mérk Y mérgist,
mistottu saame kirjutada

{;(gz}:({Y>0}ﬁ{Xng})U({Y<O}ﬁ{XZZY})-
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Kasutades niiiid toenfosuse 16plik-aditiivsust (kuna iithend on leitud teineteist vélistavatest
stindmustest), saame

Fz(z) = PUY > 0} N {X < 2Y}) + P({Y <0} N {X > 2V}).

Lemma (6) pohjal leiame

Py >opnix <y = [ </ fxywy)dw>d:y

a (/ fx(a fﬂ)dw) dy= [ Pt fri

PUY <0} N {X > 2V}) = / </ nyxy)dx>dy

solt/ </ Fx(@)fy(y )dﬂf) dy—/_io(lFx(Zy))fy(y)dy.

Integraaliteooria tulemuste pohjal (néiteks Fubini-Tonelli teoreemi rakendusena) saab néi-
data, et eelnevaid integraale voib diferentseerida z jirgi integraalimérgi all, mistottu saame

0

f2(2) = Fy(z) = /0 "ty (o) f () dy — / yfx (z9) f () dy

— 00

— /OO iyl fx(zy) fy (y) dy

—0o0

Sellega on lemma toestatud. U

2.4 Taiendavaid teadmisi kovariatsioonidest ja korrelatsioo-
nidest.

Mitme juhusliku suuruse korral pakub enamasti huvi nendevahelise seose olemasolu. Sageli
on voimalik raskesti moodetavaid juhuslikke suuruseid teiste, lihtsamini voi odavamalt
mooddetavate abil prognoosida voi siis erinevaid juhuslikke suurusi sobivalt kombineerides
riske maandada.

Juhuslike suuruste vahel voib olla nii lineaarseid kui mittelineaarseid seoseid. Naiteks
voivad juhuslikud suurused X, Y, Z olla omavahel seotud vordusega

Z = X% cos(Y),
mille korral on tegemist mittelineaarse seosega. Samas seos
Z=0,4X—-0,6Y

on lineaarne seos. Lineaarseid seoseid on lihtsam uurida ning jirgnevas vaatleme neid
ldhemalt.

Lineaarse seose olemasolu kindlakstegemise seisukohalt on tdhtsad moisted kovariatsioon
ja korrelatsioonikordaja. Eelmisest kursusest teame, et 1oplikke dispersioone omavate ju-
huslike suuruste X ja Y kovariatsioon on defineeritud vordusega

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)]
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ning et seda saab arvutada ka kujul
cov(X,Y)=FE[XY] - EX - EY.

Kovariatsioon soltub aga iihikutest, milles me X ja Y viadrtust véljendame. Niiteks kui
me uurime inimese pikkuse ja kaalu vahelist seost, siis tuleb kovariatsioon erinev soltuvalt
sellest, kas kaalu moddetakse kilogrammides v6i grammides, samas mootiithikud ei to-
hiks mojutada juhuslike suuruste omavahelise soltuvuse tugevust. Osutub, et {iheks heade
omadustega soltuvuse mooddikuks on Pearsoni korrelatsioonikordaja.

Definitsioon 9 Pearsoni korrelatsioonikordajaks kahe lopliku dispersiooniga juhusliku suu-
ruse X ja 'Y wahel nimetatakse arvu

_ cov(X,Y)
PXY = DX DY

Oluline on aru saada, et Pearsoni korrelatsioonikordaja moddab ainult lineaarset séltuvust
(kui hdsti on Y vadrtus ldhendatav suurusega kujul aX + b mingi a ja b korral) ning ei
iitle midagi teistsuguste soltuvuste kohta.

Niide 9 Olgu X ~ B(2,3) ning olgu Y = |X — 1|. Otseste arvutustega on lihtne néha,
et cov(X,Y) = 0 ning seega ka pxy = 0, kuid Y on selgelt soltuv X -st (kui X vddrtust
teame, on ka 'Y vddrtus teada).

Kovariatsiooni ja korrelatsiooni tahtsamad omadused (koos varem toestatutega) on kokku
voetud jargnevas lemmas.

Lemma 12 Olgu X, Y ja Z loplikku dispersiooni omavad juhuslikud suurused. Sits keh-
tivad valemid

1. cov(X,X)=DX;

2. cov(X,Y) = BE(XY) - EX - EY;

3. D(X +Y) = DX + DY + 2cov(X,Y);

D(Z:'L:l Xi) = ZZ; DX;+2 Z?:_ll Z?:z‘—f—l cov(X;, Xj);'

cov(X,Y) = cov(Y, X).

cove X +8Y,Z) =acov(X,Z) + Beov(Y,Z) Va,p €R;

kui X ja'Y on soltumatud, siis cov(X,Y) =0 ning D(X +Y)= DX + DY.
lcov(X,Y)| < VDX - DY

—1<pxy <1

© »® =2 S s

pxy =1, kui Y = aX +b mingite reaalarvude a,b, kus a > 0 korral; kui Y = aX +b
negatiwse a korral, siis pxy = —1.

Téestus. Omadus 1 jareldub otse kovariatsiooni ja dispersiooni definitsioonidest. Omadu-
sed 2 ja 3 on toestatud eelnevas kursuses.

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)] = E(XY) — E[X EY] — E[Y EX] + EX EY
= E(XY) - EX EY.
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Omadus 3 tuleneb dispersiooni definitsioonist ja keskviirtuse lineaarsusest:

DIX+Y)=E[(X+Y - EX — EY)?|
= E[(X - EX)?4+2(X —EX)(Y —EY) + (Y — EY)?|
= DX +2cov(X,Y) + DY.

Omadus 4 tuleneb otse definitsioonist, omadus 5 keskviartuse lineaarsusest. Omadus 6 on
varem toestatud.

Omaduse 7 néitamiseks toestame koigepealt nn Cauchy-Schwarz’i vorratuse:
[E(UV)]> < EU?- EV?, (2.1)

kus U ja V on suvalised juhuslikud suurused.

Selle toestamiseks paneme tihele, et suvalise 6 € R kehtib :
0 < E(OU +V)*=0*FEU? +20E(UV) + EV*.

Saime vorratuse tiiiipi af? 4+ b0 +c¢ > 0, kus a = EU? > 0, b = 2E(UV) ja ¢ = EV?2,
Ruutfunktsioon on mittenegatiivne siis kui b — 4ac < 0. (Tuletame siinkohal meelde, et
vastava vorratuse reaalarvulised lahendid on 0 o = (—b+v/b2 — 4ac)/(2a), kus b*—4ac > 0.
Kuid vastava vorratuse korral oleks osa ruutfunktsioonist negatiivne, mis aga on vastuolus
eespool kirjeldatuga.)

Tingimusest b2 — 4ac <0 jareldub
AE(UV))*-4-EU?- EV? <0,
ehk
[E(UV)]* < BU?.UV?.

Sellega on Cauchy-Schwarz’i vorratus (2.1) tdestatud. Rakendame selle omaduse 7 néi-
tamiseks. Selleks votame U = X — EX ja V =Y — EY. Paneme téhele, et sel juhul
kehtib:

cov(U,V) = E(UV) — EU - EV = E(UV) = E((X — EX)(Y — EY)) = cov(X,Y),

kuna FU = E(X — EX)=EX — E(EX) = EX — EX = 0 (analoogiliselt EV'). Téstame
ruutu ning rakendame Cauchy-Schwarz’i vorratuse:

[cov(X,Y)]? = [E(UV))*> < EU?- EV?2.

Arvestades, et EU? = E(X — EX)? = DX ja EV? = DY on lihtne veenduda, et omadus
7 kehtib.

Omadus 8 tuleneb niiiid otse korrelatsiooni definitsioonist ja omadusest 7. Omaduse 9
toestus jdab lugejale harjutuseks.[.

Seos 6 viidab, et soltumatute juhuslike suuruste kovariatsioon on 0. Vastupidine iildiselt
ei kehti: kovariatsioon voib olla ka 0 siis, kui juhuslikud suurused on soltuvad.

Niide 10 Olgu (X,Y) jaotustabel jargmine:

(N X[ 1]

Q| ~

el

1
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Veendu, et X ja 'Y on soltuvad, E(XY) =0 ja EX = 0. Seega, cov(X,Y) = 0.
Niide 11 Olgu (X,Y) iihtlase jaotusega ringil raadiusega R, st iihistihedus on

1 C a2 2 2.
Fry (@ y>:{wmv but &% 37 < R

0, mugal.

Veendu, et EX = EY = E(XY) =0, kuid X ja'Y pole soltumatud.

2.4.1 Juhusliku vektori keskviirtus ja kovariatsioonimaatriks

Eelmises kursuses defineerisime juhusliku valimi 1&bi juhusliku vektori (Xp, Xa,..., Xp)
soltumatute elementidega, kus iga element X; vastab antud valimi {ihele elemendile. Néi-
teks, kui uuritavaks tunnuseks on inimese palk, siis on X5 valimisse sattunud 5. inimese
palganiitaja. Kuna inimese sattumine/mittesattumine valimisse on juhuslik, siis ka pal-
ganditaja on juhusliku loomuga. Viienda inimesena voib sattuda iikskoik milline inimene
vaadeldavast iildkogumist ja seega ka viienda inimese palk X5 on juhuslik suurus. Kui
inimeste valik toimub iiksteisest soltumatult, siis ka komponendid X; ja X;, ¢ # j on
soltumatud.

Sageli uuritakse statistikas valimielemente iihe tervikuna, st moodustab vektor
X = (X1, Xo,..., X,)T n-mdétmelist juhuslikku suurus, kus siimbol T tihendab transpo-
neerimist. Edaspidi defineerime juhusliku vektori keskvéértust ja kovariatsiooni(maatriksit).

Definitsioon 10 Juhusliku vektori X = (X1, Xo, ..., Xn)7 keskvddrtus on vektor
EX = (EX,, EXy,.., EX,)T.

Definitsioon 11 Juhusliku vektori X = (X1, Xa, ..., Xn)? kovariatsioonimaatriks (ka
dispersioonimaatriks) on jargmine n X n simmeetriline maatriks:

DX, cov(X1, Xo) cov(Xi, X3) ... cov(X1, X,)
cov(Xa, X1) DX, cov(Xa, X3) ... cov(Xa, Xp)
D(X) = | cov(Xs, X1) cov(X3, X3) DX3 oo cov(Xs, Xp)
cov(X,, X1) cov(X,, Xa2) cov(X,, X3) ... DX,
Definitsioon 12 Juhusliku vektori X = (X1, Xa, ..., Xn)T korrelatsioonimaatriks on

jargmine n X n summeetriline maatriks:

1 p(Xl, X2) p(Xl, XJ) p(Xl, Xn)

p(Xa, X1) 1 p(Xa, X3) ... p(X2, Xp)

p(X) = | P(X3, X1) p(X3, Xo) 1 e p(Xs, Xn)
p(Xn, X1) p(Xn, X2) p(Xn, X3) ... 1

Lemma 13 Kovariatsiooni- ja korrelatsioonimaatriksil on jargmised omadused:

1. Kowvariatsioonimaatriks ja korrelatsioonimaatriks on siimmeetrilised.
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2. Kui vektori X = (X1, Xo, ..., Xn)T komponendid on soltumatud, on kovariatsioo-

nimaatriks diagonaalmaatriks ja korrelatsioonimaatriks ihikmaatriks.
3. Kui'® on vektori X = (X1, Xo, ..., Xp)T kovariatsioonimaatriks ja a = (a1, as, ..., an)’
on suvaline n-dimensionaalne konstantne vektor, siis

a'Ya = D(a; X1 + asXo + ... + a, X,,) > 0.

Toestus. Omadused 1 ja 2 on ilmsed. Kolmanda viite toestamisel kasutame Lemma 12
véiteid 1 ja 3:

1 p(X17 X?) p(X17 X3> IO(X17 XTL)
p(Xa, X1) 1 p(Xo, X3) ... p(X2, Xp) | (@
a’Sa = (a1, as, ..., ap) | P(X3, X1) p(X3, X2) 1 s p(Xs, Xp) | | 92
: : : : an,
p(Xn; Xl) (Xn, Xg) (Xn, Xg) 1
n n
= ZZaiaj cov(X;, Xj) Za2DX +2Z Z a;a; cov(X;, Xj) Zal
i=1 j=1 i=1 j=i+1

mis on toepoolest suurem voi vordne nulliga. [

Niide 12 Olgu juhusliku vektori (X, Y) jaotustabel jiargmine

(X\Y]o[1]2]
RERRE

I
EREI

2 [ &0l

Veenduda, et X ~ B(2, ) ja Y ~ B(2,%). Leiame vektori (X, Y)T keskvidrtuse ja
kovariatsioonimaatriksi.

Selleks peame teadma cov(X, V) = E(XY) — EX EY, kusjuures

2 2
:Zzi'j‘%‘:g

i=0 j=0

Binoomjaotuse keskvddrtus on teada eelmisest kursusest, EX = n-p = % ja EY =1,

mallest
1

1=,

6
Samuti DX = np(1—p) = +% = & ning DY = L. Jarelikult, vektori (X, V)7 keskvddrtus
on (3, D)7 ja kovarmtswommaatriks on

cov(X, Y) =

G:M—l
oo\»—'
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2.4.2 Mitmemootmeline normaaljaotus

Lisaks mitmesuguste juhuslike vektorite iihisjaotustele on praktikas viga sageli kasutata-
vaks jaotuseks mitmemootmeline normaaljaotus. Toome &ra mitmemodtmelise normaal-
jaotuse definitsiooni.

Definitsioon 13 Juhuslik vektor X = (X1, Xa, ..., Xn)? on mitmemdotmelise normaal-
jaotusega, kui tema tihedusfunktsioon avaldub kujul

1 Lo " )
x(x) = ———exp | —=(x — Y (x— )
fx(z) R < 5 (@~ p) (. —p)
kus x = (x1,...,x,) € R, p € R™ ja X on n X n simmeetriline positiivselt poolmddratud

maatriks. Vektor p jao maatriks 3 on mitmemootmelise normaaljaotuse parameetrid ja
nende parameetritega mitmemaootmelist normaaljaotust tihistatakse N(p, X).

Miirkus. Uhemdatmelisel juhul oleme normaaljaotuse teiseks parameetriks kasutanud ju-
husliku suuruse standardhélvet, néiteks X ~ N(u, o) (6pikus Pdrna, 2013). Sageli kasu-
tatakse teise parameetrina juhusliku suuruse dispersiooni X ~ N(u,o?) (6pikus Traat,
2006). Mitmemootmelise normaaljaotuse téhistuses on siiski levinum teine variant, ehk
teise parameetri rollis on kovariatsioonimaatriks 3.

Niide 13 Kahemootmeline normaaljaotus. Vaatleme kaheméotmelist juhusliku vek-
torit (X, Y)T. Olgu p = (p1, p2)? ja

2
I <% "xy>
_ )
Ozy Oy

kus 02 = DX, 02 = DY ja 04y = cov(X, Y). Siis

S| = o202 — 2 _ 2 2 1_(Ua:y)2 — 5252(1 — 2
’ |_Ux Yy (ny) _Uxay _Umay( p)?

kus p = % on korrelatsioonikordaja X ja Y vahel. Leiame veel poordmaatriksi X1

1 p
2 I _
sl _ 1 < ogy —O'Qxy> _ 1 ng 72y
252 2\ — 2 — i
020y — (Uzy) Ozy Oy 1-p OOy o2

Seega kahemootmelise normaaljaotuse tihedusfunktsioon on

_ 1 1 (z— ) 2p(x — )y —p2) _ (y—p2)?
f@y) = 2nop0y\/1 — P> P [_2(1 —p?) ( o2 B 020y + 05 >} )

(2.2)

Eelnevast teame, et kui kovariatsioon kahe juhusliku suuruse vahel on 0, siis ei tdhenda
see veel juhuslike suuruste soltumatust. Kiill aga kehtib vastupidine seos: X ja Y on
soltumatud, siis cov(X, Y') = 0. Mitmemod&tmeline normaaljaotus on selles mottes eriline:
vaide kehtib molemas suunas (vt. jirgmist lemmat).

Lemma 14 Mitmeméotmelise normaaljaotusega vektori X = (X1, Xo,..., Xn)T kompo-
nendid on soltumatud parajasti siis, kui nendevahelised kovariatsioonid (cov(X;, X;), j #
j) on koik nullid. Kovariatsioonimaatriks on sel juhul diagonaalne (viljaspool peadiago-
naali on kéik nullid).
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Toestame loengul kahemootmelisel juhul.

Mitmemootmelise normaaljaotuse lisaomadused:

1. Soltumatud normaaljaotusega juhuslikud suurused moodustavad mitmemdaotmelise
normaaljaotusega vektori (kovariatsioonimaatriks on diagonaalne).

2. Olgu X ~ N(p,X) jaD : [ xn maatriks astakuga [ <nningolgu Y =D X : [ x1
(juhuslik vektor, mis on saadud elementide X; lineaarsete kombinatsioonide abil).
Siis Y ~ N(Du, DEXDT).

Sellest omadusest jarldub:

(a) Kui D = d = (di,da,...,dn) : 1 x n reavektor, siis Y = dX = > | d;X;.
See tdhendab, et mitmemoGtmelise normaaljaotuse korral vektori elementide
lineaarne kombinatsioon on samuti normaaljaotusega.

(b) KuiD =d = (d,ds, ..., d, 0,0, ...,0) : 1xn, mille esimest k komponenti erineb
nullist ja iilejddnud on nullid, siis Y = dX = Ele d; X;. See tdhendab, et
mitmemootmelise normaaljaotuse korral vektori elementide suvalise alamhulga
lineaarne kombinatsioon on samuti normaaljaotusega.

(¢) Saame alati valida D nii, et see "votaks"vektorist X suvalise alamhulga ele-
mente, niiteks kui X = (X1, X2, X3)7 ja

100
D‘(o 1 o)’

siis Y = D X = (X1, X2)T. See tithendab, et mitmemddtmelise normaaljaotu-
sega vektori suvaline alamhulk on samuti normaaljaotusega.

2.5 Tinglik jaotus ja tinglik keskvairtus

Tingliku téendosuse moistega tutvusime aines “I'6endosusteooria ja matemaatiline statis-
tika“. Vaatame siinkohal iihte néidet vajalike teadmiste meelde tuletamiseks.

Niide 14 (Kanad ja tibud.) Oletame, et iihe pieva jooksul munevad Rohelise talu kanad
N muna. N on juhuslik, kuna pdevad ei ole vennad ja moni pdev munevad kanad rohkem
mune, teisel vihem. Rohelise talu talunik teab, et N ~ Po(\), kus A on keskmine munade
arv paevas.

Paieva jooksul munetud munad pannakse inkubaatorisse. Toendosus, et munast koorud tibu
on p ja see on sama koikide munade puhul. Tibud kooruvad tksteisest séltumatult.

Olgu X tibude arv, mis on koorunud N -st munast, kusjuures X | N ~ Bin(N,p). Avaldis
X | N tihendab koorunud tibude arvu tingimusel, et inkubaatoris oli N muna (me korraks
teeskleme, et see N on meil teada).

Analoogiliselt, olgu Y tibude arv, mis ei koorunud N-munast. Jarelikult X +Y = N, kus
koik kolm suurust on juhusliku loomuga.

Kiisimus: kas X ja 'Y on soltumatud? Intuitiivne vastus selle — El, kuna X = N —-Y.

Stiski kontrollime, kas kehtib tingimus p;; = p;.p.j, kus antud juhul p;; = Pr(X =14,Y = j)
(i,j = 1,2,...,N), pi. = Pr(X = 1) ja p; = Pr(Y = j). Antud juhul N on juhuslik
suurus vadrtustega 0,1, ...,. Stindmused {N =n}, n =0,1,2, ... moodustavad taissisteemi.
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Taistoendosuse valemi jérgi saame:
oo
Pr(X =iY =j)=> Pr(X =4Y =j|N=n)Pr(N =n).
n=0

Avaldis sisaldab summat, mille litdetavate arv on lopmatu. Kuid vaatame moningaid eri-

Juhte:
Pr(X=3Y=5|N=10)=0, Pr(X=3Y=5|N=2)=0.

Tuleb vdlja, et ainus variant, kus toendosus erineb nullist on siis kui n =1+ j:
PriX=4Y=5)=Pr(X=4,Y =7 | N=i+j)Pr(N =1i+))
=Pr(X=4Y=5|X+Y=i4+j)Pr(N=1i+})
=Pr(X=i|N=i+j)Pr(N=1i+})
kus vitmases avaldises Y = j on dra voetud, sest see ei anna enam mingit uut infot.

Juhuslike suuruste X|N ja N jaotused on teada, ka vastavad tondosusfunktsioonid on
teada, millest saame, et

. , i i itj—i At e
Pr(X =i,Y = j) = [Cl;p' (1 —p)7 7] TE)
(1 — ) o
= pi(l- ‘ p) e NN
5!
00 O -PY i)
! ;!
0 BB
il ;!

Joudsime kahe téendosusfunktsiooni korrutiseni, kus X ~ Po(Ap) ja 'Y ~ Po(A(1 — p)).
Seega, juhuslikud suurused X ja 'Y on soltumatud.

Miks see nii juhtus? Intuititvselt tundus, et seos kahe juhusliku suuruse vahel on ju olemas.
Aga me ei votnud ju arvesse, et N on samuti juhuslik suurus, mitte konstant. Kursusest
“Toendosus ja matemaatiline statistika“ on teada, et kui X ~ Po(u1) ja sellest soltumatu
guhuslik suurus Y ~ Po(us), siis X +Y ~ Po(uy + p2). Sama tulemust saime ka antud
ndites kasutades tinglikustamise vétet. O

Aines , Téendosusteooria ja statistika I tutvusime tingliku tdenfdosuse mdistega. Osutub,
et praktikas pakub sageli huvi nn tinglik keskvaartus.

Niide 15 Veeretatakse kahte tdringut. Olgu X1 esimesel tiringul saadud silmade arv ja
Xo vastavalt teisel. Olgu' Y = X1+ Xo ehk kahel tdringul saadud silmade summa. Oskame
leida juhusliku suuruse Y keskvidrtuse (mitu silma keskmiselt tuleb kahel taringul kokku):

EY = E(X1 +X2) = E(Xl) + E(Xg) = 2E(X1) =2-3,5=17,

sest

6
1
E(X;) = Zk-g = 3,5.
k=1

Véiksime aga piistitada jargnevaid kisimusi:
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o Millega vordub summa 'Y keskvddrtus (teiste sonadega kahel taringul oodatav silmade
arvude summa) juhul, kui on teada, et esimesel tuli 2 silma?

o Millega vordub esimese taringu keskmine saadud silmade arv juhul kui on teada, et
summa tuli 57

Uhesonaga, me otsime juhusliku suuruse keskvddrtust konkreetsel tingimusel. Info olemas-
olu muudab keskvddartust, mille arvutamisel tuleb kasutada tinglikke toendosusi.

Olgu antud diskreetne juhuslik vektor (X, Y') vadrtustega vastavalt (z1, z2,..) ja (y1,¥2, -..),
kus vadrtuste hulk on kas 16plik voi loenduv. Siis saame defineerida tingliku keskvadrtust
jargmiselt.

Definitsioon 14 Keskvddartust omava diskreetse juhusliku suuruse X tinglikuks keskvddr-
tuseks tingimusel, et sindmus {Y = y;} (mille korral P({Y = y;}) > 0) toimus, nimeta-
takse arvu
B(X [ {Y =y;}) = Y a Pr({X = i} | {¥ = y3}),
el
kus (x;, Pr({X = z;} | {Y = y;})), i € I on juhusliku suuruse X tinglik jaotus tingimusel,
et {Y =y;} toimus.

Tuletame meelde, et kehtib seos:

Pr((X = | (Y =) = TSl

Niide 16 Letame vastused eelmises ndites pistitatud kisimustele.

1. Millega vordub summa Y keskvdartus (teiste sonadega kahel taringul oodatav silmade
arvude summa) juhul, kui on teada, et esimesel tuli 2 silma?

EY|{X1=2}) = Zyjp({Y =y t{X1=2}) =

1 1 1 1 1 1
:2-0+3-7+4-7+5-7+6-7+7-6+8-7+9-0+...+36-O:11/2.

6 6 6 6 6

2. Millega vordub esimese tdringu keskmine saadud silmade arv juhul kui on teada, et
summa tuli 59

E(Xi{Y =5}) = 3 2P ({X1 = 2}[{Y = 5})

:in.P({Xlzxi}ﬁ{Y:@) :Z“:xl/%_ 5

P{Y =5} 4/36 2

x=1

Tdendosusteooria rakendustes ldheb sageli vaja jargnevat tdistoendosuse valemi analoogi
keskvaartuse arvutamiseks.

Teoreem 2 Olgu B;, j € J (kus J on kas loplik voi loenduv hulk) sindmuste tdissisteem.
Siis kehtib vordus
B(X) =Y E(X | B)P(B)).
JjeJ
Tavaliselt on sobivateks sindmusteks B; mingi teise juhusliku suuruse Y vddrtustele vas-
tavad sindmused {Y = y;}.
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Tdestus. Alustame vordsuse paremast poolest:

def.
> E(X[Bj)P(B;) = Y Y xiP ({X = 2} B)) P(B))
Jje€J jeJ iel
el jed
= Z P ({X = 2;} N (UjesB;)) P aditiivsus loikumatute B; korral
el
= szp{X = :BZ} (sest Ujes Bj = Q)
i€l
=FX.OO

Niide 17 Lasketiirus on voimalik valida 3 piissi vahel. Olgu tiiru tulnud laskuri puhul
nende pissidega marki tabamise téendosused thel lasul vastavalt 0,1, 0,3 ja 0,7. Laskur
valib juhuslikult piissi ja laseb 10 lasku. Olgu X tabamuste arv. Leida EX. (Lahendus
loengul tahvlil.)

Tingliku keskvéidrtust saab defineerida ka pideva juhusliku vektori (X, Y') jaoks, mille
ithine tihedusefunktsioon on f(z,y).

Definitsioon 15 Olgu (X, Y) kahemdotmeline pidev juhuslik vektor. Siis juhusliku suu-
ruse X tinglik keskvddrtus tingimusel {Y =y} on

+o00
Euww:y»:[ - fx (@] (Y = y})dr,
kus f( )
_ _J&Y

Niide 18 Olgu juhusliku suuruse (X, Y) uhistihedus on antud jirgmise valemiga:

8xy, kw0 <zx<y<l,
f(x7 ) = .
0, vastasel juhul.

Leida E(X | {Y = y}). Tingliku téendosuse definitsiooni rakendamiseks peame teadma
fy(y) ja fx (x| {Y =y}). Leiame:

+o0 Y
fy(y)Z/ f(:r,y)d:rZ/ Buy dr = 4yz®|) = 4y°;

—00 0

flry)  Say 2z

fx@|{Y =y} = = ==, kuil<y<z<l.
@l 2 frly) 4P g2
Lopuks saame leida tingliku keskvidrtust:
oo Y 2x 220319 2y
B =y = [ oty =g do= [oigae= o0 =3,
—o0 o Y 3y*lp 3

Paneme tdhele, et E(X|{Y = y}) on muutuja y funktsioon. Tdhistame seda funktsiooni
korraks h(y). Eelmises néites h(y) = %y Defineerime keskvadrtust F(X | Y) kui juhusliku

29



suurust h(Y). Eelmises niiteks oleks h(Y) = 2X. Teisiti seldes, E(X[{Y = y}) on mingi
arv ithe konkreetse y vdartuse korral. Niiteks, kui eelmises néites votta y = 1/2, siis
E(X|{Y = 1/2}) = 235 = 1/3. Samal ajal avaldis E(X | Y) on juhuslik suurus, mis
soltub juhuslikust suurusest Y.

Kuna E(X | Y) on juhuslik suurus, siis saame radkida selle keskviartusest E (E(X | Y)).
Tahtis on aru saada, et sisemine keskvidrtus on voetud arvestades juhusliku suuruse X

jaotust tingimusel {Y = y}. Vilimine keskvdartus on aga voetud arvestades Y jaotust.

Lemma 15 (Tingliku keskvadrtuse keskvadartus.) Tingliku keskvddrtuse kohta kehtib jirg-
mine tulemus:

E(BE(X|Y)) = BX. (2.3)

Teisiti deldes, tingliku keskviirtuse keskviartus on vorde “tingimata“ keskviirtusega. Sa-
geli kasutatakse antud tulemust vastupidises suunas, ehk leitakse juhusliku suuruse kesk-
vaartus kasutades tinglikustamise votet.

Toestus. Toestame pideva juhusliku vektori (X, Y') jaoks. Diskreetne juht on harjutuseks
lugejale. Definitsiooni 15 kohaselt,

“+00
dx.

e flayy

BN == [ ey =ppae= [ o L2D

—o0 —o0 Iy (y>

Téahistame jille £ (X | {Y = y}) := h(y). Juhusliku suurusena vaadatuna saame leida selle

keskvaartust (kasutades juhusliku suuruse funktsiooni keskvddrtuse tulemust, vt Lemma
24 moodle dokumendis Teoreemide ja lemmade kordamine):

BEX ) =B0) = [ he) = [ Ji et S0 o] - ey

—o0 —o0 —o0 . fY(y)
Kui koik keskvidrtused eksisteerivad, siis saame muuta integraalide jérjekorda:
+o00 400 400
BEX| V)= [ [ / f(x,ymy] dr= [ petae = BX,

kus rakendasime Lemma 6 omadust 2.7

Niide 19 Leiame eelmises ndites EX kasutades nii Lemmat 15 kui ka pideva juhusliku
suuruse keskvddrtuse otsest definitsiooni. Lemma 15 jdrgi saame:

+o0 1 51
EX=E(E(X|Y)) = EX [{Y =y} fy(y)dy =/0 2§y4y3dy R -

—0o0

15|, 15
Pideva juhusliku suuruse definitsioont rakendamiseks peame teadma juhsuliku suuruse X
marginaalse tihedusfunktsiooni:
400 1 1
fx(x) = fz,y)dy = / Sry dy = 4y2x’$ =4z —a23),0<z<1.
—0o0 x
Seejdrel letame keskvdadrtuse:

+o0o 1 4 3 4 5
R T
— 00 0

1

. 15

mis langeb kokku eespool leituga.
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Niide 20 Ainest "Toendosus ja matemaatiline statistika 'on teada, et kui X ~ Geom(p)
(geomeetrilise jaotusega juhuslik swurus), siis EX = 1/p. Kuna X € {1,2,...} (loenduv
hulk), siis keskvadrtuse otsene definitsiooni rakendame keskvddrtuse leidmisel voib osutuda
keeruliseks. Tuleks leida jdrgmise summa:

EX=> k-Pr{X=k}=> k-pl—p"'=.,
k=1 k=1

kus k on juhusliku suuruse X koikvoimalikud vddrtused.

Voime aga kasutada nn tinglikustamise votet. Olgu X ~ Geom(p), nditeks mindi viska-
miste arv kuni esmakordse kulli saamiseni (k.a.) ja p = 1/2. Defineerime lisaks veel iihe
diskreetse juhusliku suuruse:

v — {1, kui huvipakkuv sindmus realiseerus 1. katsel, nt. 1. viske tulemuseks on kull

0, vastasel juhul.

Kasutades Lemmat 15 saame:
EX = E(BE(X|Y)),

kus valimine keskvddrtus on véoetud arvestades Y jaotust. Kuna Y ~ Be(p), siis vdlimise
keskvddartuse letdmiseks tuleb leida summa kahe liidetavaga:

EX =E(E(X|Y)) = Y E(X|Y =y) Pr(Y =y)

= Ey(X\Y =0)-Pr(Y =0)+ E(X|Y =1)-Pr(Y = 1)
— EX|Y=0)-(1-p)+BE(X[Y =1)-p. (2.4)

Leiame E(X|Y =0) ja E(X|Y = 1) eraldi. Alustame viimasest. Rakendame Definitsiooni
14:

E(X]Y:l):ik-Pr(X:kyY:m
k=1
:ik‘Pr(X:k,Yzl)

— Pr(Y =1)

Kuna Y ~ Be(p), siis Pr(Y = 1) = p. Sindmus {Y = 1} tdhendab seda, et huvipakkuv
stindmus (nt kull) realiseerus kohe 1. katsel. Jarelikult

Pr(X = 1) = p, kui k=1
Pr(X:k%Y:l):{ I'( ) b, rut 5

0, vastasel juhul.
(Tuletame siinkohal meelde, et Pr(X = k) = p(1 —p)k~1 k = 1,2,...). Seega E(X|Y =
1) =1.
Leiame niiid E(X|Y = 0) analoogiliselt eelmisega,

[e.9]

EX[y=0)=> k-Pr(X=k|Y =0)
k=1
v, X =kY =0
_;k Pr(Y =0)
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Stindmus {X =k, Y =0} on samavddirne sindmusega {X =k}, k=2,3, ...

0, wastasel juhul.

Pr(X =k Y =0)= {
Teisiti kirjutades,

E(X|]Y =0) = Zk pl_

Pr(X = k) =p(1 —p)F', kui k=2,3....,

= Zl p(1—p) '+ Zp(l -p)T ' =EX +1.
=1 =1

Asendades avaldisse 2.4 saame vorrandi
EX=(EX+1)-(1-p)+1-p,
mille lahendades EX suhtes saamegi, et EX = 1/p. O

2.6 Kolm tiahtsat pidevat jaotust statistikas ja seosed nende

vahel

Jérgnev peatiikk pohineb opikul Traat (2006) ja kisitleb x2-, t- ning F-jaotust. Nendel
jaotustel on tdhtis roll vahemikhinnangute leidmisel ja hiipoteeside kontrollimisel. Seetot-
tu uurime siin neid jaotusi pohjalikumalt kasutades eelnevalt saadud teadmisi pidevate

jaotuste kohta.

2.6.1 y%-jaotus (Hii-ruut-jaotus)

x2-jaotust kasutatakse vahemikhinnangute ja hiipoteeside kontrolli iilesannetes, mis on
seotud iildkogumi dispersiooni- voi standardhalbega. Samuti on sel tdhtis roll nn ¢-jaotuse
moodustamisel (vt. jirgmine alampeatiikk). Osutub, et ka méned n#éhtused on samuti

hii-ruut jaotusega:

HIVi nakatumise vanuse jaotus

Seega,

Alkoholi tarbimise Jaotus

7 o
= =3
o
= Al
o0
e - €0
5' ’>_<" (=]
= oy = _
Q —
= g
i S
" il
[ LSS | =
o T T T T T T T T Sk T
0 10 20 a0 40 a0 G0 70 a 5

Vanus
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Definitsioon 16 Juhuslik suurus X on hii-ruut jaotusega parameetriga (ka vabadusast-
mete arvuga) f, X ~ x2(f), kui tema tihedusfunktsioon avaldub seosega

(I

flz) = ks le , >0, (2.5)

_f
kus k = 22 on normeeriv konstant, vabadusastmete arv f € N on jaotuse parameeter
r(%)
3
ja I'(y) = fooo tv=le~tdt,y € R on gammafunktsioon.

Teadmiseks, et ['(y) = (y — 1)I'(y — 1),y > 1 ning I'(1) = 1 ja I'(3) = /7.

Jargmisel joonisel on toodud x?-jaotuse tihedusfunktsioonid erinevate parameetri f viir-
tuste korral. Paneme téhele, et parameetri viidrtuse kasvades muutub tihedusfunktsioon
"stimmeetrilisemaks".

Hil-ruut jaotuse naiteid

L
[ I
=
(]
o
= df=1
df=5
- 41
L, 5 df=40
=
= o]
= -
L
L
L)
Q —
T T | I T T
0 10 20 a0 40 50
X

Tdestus on harjutus lugejale.

Lemma 17 (Hii-ruut-jaotuse m.g.f. ja esimesed momendid.) Olgu juhuslik suurus X hii-
ruut-jaotusega, X ~ x2(f), f > 0. Siis juhusliku suuruse X momente genereeriv funkt-
54001 on

1
M@t)=01-20)772 t< 5 (2.7)
ning keskvddrtus ja dispersioon on vastavalt

EX = f, DX =2f.

33



Tdéestus. Juhusliku suuruse m.g.f. tuletuskéik on 4. praktikumi iilesanne. Jaotuse momen-
did on leitavad valemist:

d*M(t)
EX* = ——|.
dik =0
Keskvaértus:
BX = M) = L0t = qa-aw i =g
Dispersiooni saame avaldisest DX = EX? — (EX)?,
BX? = M|y = F (~§—1) (-2 1) =
t=0

millest DX = f2+2f — f2=2f. O

Rakendusiilesannetes ldheb edaspidi vaja hii-ruut-jaotusega juhusliku suuruse tdiendkvan-
tiili vadrtuseid. Tuletame meelde siinkohal pideva juhusliku suuruse taiendkvantiili mois-
tet:

Definitsioon 17 Arvu §, nimetatakse pideva juhusliku suuruse a-tdiendkvantiiliks kui
kehtib jirgmine seos:

P(X > ga) = o (2.8)

Taiendkvantiili moistet iseloomustab ka jirgmine joonis:

R

Lisas A on &ra toodud hii-ruut-jaotuse tdiendkvantiilide tabel levinute « viartuste korral.
Lemma 18 Suure f korral on hii-ruut jaotus ldhendatav normaaljaotusega.:

X*(f) = N(f.v/2f).

Teoreem 3 (Hii-ruut-jaotuse aditiivsus.) Olgu X1, Xo, ..., X, soltumatud juhuslikud suu-
rused jaotusega vastavalt x(f1),x*(f2), ..., X*(fn). Siis

Y= Xi~X’(Q o)
=1 =1

Tdestus Kasutame Y momente genereerivat funktsiooni, millest sCltumatust arvestades

saame
My (t) = Be"Y = Ee! X% = Bet™1 . BetXe .. Be!Xn,

Kuna 1
Xi ~x2(fi) = BN = (1 —2t)7H/2) ¢ < 3
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siis 1
My (t) = (1 -2t~ 252 ¢ < 3

Saime x2( f;) momente genereeriva funktsiooni, seega
n
Y ~x*Q_f). O
i=1

Teoreem 4 (Hii-ruul-jaotuse seos standardse normaaljaotusega.) Kui X1, Xo, ..., X,, on
soltumatud juhuslikud suurused, kus X; ~ N(0,1), i =1,...,n, siis

D XP~ (), (2.9)
i=1

n

Y (Xi-X)P~x -1, (2.10)

i=1
v 1
kus X = 250 X;.
Toestus. Esmalt leiame iihe komponendi Xi2 jaotuse. Alustades jaotusfunktsioonist, saame

Fys(2) = P(X? < 2) = P(—/3 < X, < V&) = (v/3) - ®(—/a), 2 > 0

millest
Fy2(z) = 22(Va) — 1,

kus ® on normaaljaotuse N(0,1) jaotusfunktsioon. Teame, et tihedusfunktsioon on jao-
tusfunktsiooni tuletis. Pidades silmas liitfunktsiooni diferentseerimise reegleid, saame

dFxz2(x) 1 1
fxz(z) = 27; = 2¢(\/5)m = Jorn e x>0,

kus ¢ on normaaljaotuse N (0, 1) tihedusfunktsioon. Seose (2.6) abil veendume, et tulemus
on hii-ruut jaotuse tihedusfunktsioon vabadusastmete arvuga 1,

X7~ X ().

Teoreemile 3 toetudes olemegi toestanud esimese viite (2.9).

Vaatame niiiid teist véidet kujul

n

> (Xi-X)? :znjxf—nf(?. (2.11)
=1

i=1
Kuna E(y/nX) =0 ja D(y/nX) = 1, siis
vnX ~ N(0,1).

Tuginedes eelnevale saame
nX? ~ x(1).

Niiiid on avaldises (2.11) kahe hii-ruut jaotusega juhusliku suuruse vahe, mis aga ise ei
pruugi olla hii-ruut jaotusega. Vaatame soltumatute komponentidega vektorit

X = (X1, Xs,...,Xn)" ~ N(0,, L),
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kus 0,, = EX on vektori X keskvaartus ja I, = DX on vektori X kovariatsiooni maatriks.
Sellest moodustame uue n-vektori Y = CX, kus C on ortogonaalne maatriks, CC? = I.
Vektori Y komponendid Y; on normaaljaotusega, sest tegu on vektori X lineaarkombinat-
siooniga. Vastavaks keskvidrtusvektoriks saame:

EY = E(CX) = CEX = 0 (vektor),

ja kovariatsioonimaatriksiks, mis defineeritakse seosega DY = C I, CT = I. Saime, et
DY; = 1. Seega Y; ~ N(0,1), Vi, veelgi enam, nad on soltumatud juhuslikud suurused,
sest kovariatsioonid on nullid (tuletame meelde, et mitmemdootmelise normaaljaotuse korral
tdhendab nulliline kovariatsioon juhuslike suuruste soltumatust). Valime C nii, et

c- <¢ﬁ Vi \/ﬁ)_
suvalised

(Maatriksi 2 x 2 korral on see harjutuseks lugejale.) Niiiid

I X1 ﬁy2

Y=CX=[ V" Vn : = .
X, :

Yo

Seega Y1 = ﬁ 3> X; = y/nX. Vaatame summat:

n n
v =vTy =x"TcTcx =) X}
=1 =1

Kirjutame vorduse (2.11) suuruste Y; kaudu:

En:XE —nX?= f:Yf —Y? = iyf.
=1 =1 1=2

Kuna Y7,Y53,..., Y, on soltumatud N(0, 1) juhuslikud suurused, siis kasutades seost (2.9)

saame,
n

ZY;Q ~ Xg(n - 1)7

1=2

millega oleme ka seose (2.10) toestanud. O

Lemma 19 (Valimikeskmise ja dispersiooni séltumatus normaaljaotuse korral.) Kui X;, i =
1,2,...,n on soéltumatud normaaljaotusega N(0,1) juhuslikud suurused, siis > ;- (X; —
X)? ja X on soltumatud juhuslikud suurused.

Toestus. Viimasest teoreemist jareldus, et Y7 on séltumatu suurusest Y;, ¢+ = 2,3,...,n
ning seega \/nX on soltumatu suurusest

Zn:Yf = Zn:(xi - X)2 0O
=2 =1

Jéareldus iitleb ka, et valimikeskmine X ja valimidispersioon s? on séltumatud normaal-

jaotusega iildkogumi korral. On niidatud, et teiste iildkogumijaotuste korral see omadus
iildiselt ei kehti.
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Niide 21 Illustreerimi simuleerimisndite pohjal, et s> ja X on téepoolest séltumatud jao-
tuse N(0,1) korral. Kontrnditena kasutame jaotust Exp(1).

Algoritm:
1. Genereerida ks valim mahuga n = 10 jaotusest N(0,1) ja teine valim jaotusest
Exp(1).
2. Arvutada valimite péhjal keskmised T, 7 ja dispersioonid s2, 53,
3. Kanda punkt (Z,s2) iihele graafikule ja punkt (3, 82) teisele.
4. Korrata sammud 1-8 k = 500 korda.
UK genereeritud N(0.1)-st UK genereeritud Exp(1)-st
5
T
L)
ix =
T
&
o

Ndieme, et normaaljaotusega tildkogume korral ndaitab punktipilv soltumatuse mustrit, eks-
ponentjaotuse korral aga mittelineaarset soltuvust valimikeskmise ja -dispersiooni vahel.

Jdreldus 3 (Hii-ruut jaotuse seos jaotusega N(u,o).) Soltumatute X; ~ N(u, o) korral
kehtib:

T6estus. Kuna 1 Y7 (X; — p)? = S (K2 g XZ;“ ~ N(0,1), siis viite (2.10)
pohjal on jirelduse 1. seos toestatud.
Edasi

Y- X = (K- (X - ) = Y (% - 2%

=1

~

=1
kus Z; = (X; — p)/o ~ N(0,1) ja Z = 23" | Z;. Rakendades viidet (2.10) saamegi
jarelduse 2. viidet samutigi tdestatud. [J
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2.6.2 Studenti t-jaotus

Aines "Toendosusteooria ja statistika ["tutvusime juba selle jaotusega ning kasutasime
t-jaotuse taiendkvantiile usaldusintervallide leidmisel ning hiipoteeside kontrollimisel. Siin
anname jaotuse tipse definitsiooni ning uurime t-jaotuse seoseid teiste tuntud jaotustega.

Definitsioon 18 Juhuslik suurus X on t-jaotusega vabadusastmete arvuga f, X ~ t(f),
kui tema tihedusfunktsioon avaldub kujul

2

f(x):k(l—i—x?)_#, —00 < x < 00,
kus (f+1)
(£t
k=—2"7_ 1,2,...}
vy TethEd

Jaotus on stimmeetriline 0-punkti suhtes. Vabadusastmete arvu f kasvades t(f) — N(0,1).
Jaotus on eriline f = 1 korral. Vastavat jaotust nimetatakse Cauchy jaotuseks ja sellel ei
leidu momente. Muudel juhtudel on EX = 0. Dispersioon DX = f/(f — 2), ja see leidub
f > 2 korral. Erinevate vabadusastmetega t-jaotusi néeb jargmiselt jooniselt. Markame ka
lahenemist jaotusele N(0,1), kui f kasvab.

N(0.1) ja taotuse niiteid

04

0.1

Jaotuse a-tdiendkvantiili tdhistame ¢, (f) (vt. jirgmist joonist), mis mérgib vdartust, mille

korral
P(X > ta(f)) = a.
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0,05-taiendkvantiilid

04

03

0.1

00

Paneme téhele, et Ay < to(f)), kus Ay on jaotuse N(0,1) a-tdiendkvantiil. Suure f korral
Aa = to(f)). t-jaotuse tdiendkvantiilid on tabuleeritud (vt. Lisa B).

Jargmises teoreemis tdestame, et et t-jaotus tekib standardse normaaljaotuse ning hii-ruut
jagatise kiigus.

Teoreem 5 (Seos normaal- ja x*— jaotusega.) Kui juhuslik suurus X on normaaljaotuse-
ga N(0, 1) ning juhuslik suurus Y on hii-ruut jaotusega vabadusastmete arvuga f, kusjuures

X ja'Y on soltumatud, siis

Z= " ~i(f).

Y
f

Toestus. Toestuse idee pohineb juba tuttaval avaldisel kahe pideva juhusliku suuruse ja-
gatise tihedusfunktsiooni jaoks. Kui Z = %, kusjuures X ja V on soltumatud ning V on
mittenegatiivne juhuslik suurus, siis

fz(x) = /000 vfx (vz) fy(v)dv. (2.12)

Teame juhusliku suuruse X tihedusfunktsiooni. Siin leiame V = ,/% tihedusfunktsiooni.

Esiteks V2 jaoks saame:

Fa(a) = P(% <) = PY < fa) = Fy(fa),

millest diferentseerimisel argumendi jérgi saame tihedusfunktsiooni:

_ dFy2(x) _ dFy (fx)

frala) = =¥ D~ (o).
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Kuna Y ~ x2(f), siis asendades hii-ruudu tiheduse avaldises (2.5) argumendi x korrutisega
fx, saame
fi2(x) = kya! /2 1e 122,

kus k1 = k- f//2 on konstant. Niiiid V jaoks:
Fy(z) = P(V <) = P(V? <a%) = Fy2(2®), V >0,
d
viz) = —Fy2(2°) = fi2(x?)22 = k1x —1)g=f2?/29 .
f y FV 2 fV 2 2 k 2(f/2-1) f
T

Asendades teadaolevad tihedused avaldisse (2.12) saamegi integreerimise abil teoreemi
toestatud. O

Statistikas omab tdhtsust antud teoreemi jargmine rakendus.

Teoreem 6 (Keskvddrtuse ja standardhdilbe jagatisest.) Olgu X; ~ N(u, o) séltumatud

guhuslikud suurused, 1 = 1,2,...,n, sis
X —p
s/\/n

kus X = L1570 X, ja s = (15 20 (X — X)H)Y2.

n—1

~tn—1),

Tdestus. Anname avaldisele teise kuju:

X—p_  VaX-p VP
SV R S - X)? NEBLE

n

Paneme tdhele, et ~
X —p
o

U = V(=) ~ N(0,1)

ja teoreemi 4 pohjal

1 & .
Vi=— Y (Xi— X)) ~xP(n—1).
=1

Lisaks, on Lemma 19 pohjal suurused U ja V soltumatud (parameetrid p, o ning valimi-
maht n on ju konstandid). Siis teoreemi 5 pohjal saame

X—p

U
s/ Vn—1)

t(n—1).
O

2.6.3 F-jaotus
Veel iiks statistikas tdhtis jaotus on F-jaotus.

Definitsioon 19 Juhuslik suurus X on F—jaotusega vabadusastmete arvudega f1 ja fa,
X ~ F(f1, f2), kui tema tihedusfunktsioon avaldub seosega

fz) =k :U1/2(f1_2)(f2 + flx)_1/2(f1+f2), x>0,

kus normeeriv konstant omab kuju

_ f1f1/2f2fQ/2F(f1-5f2)
I(r)
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Jaotust kasutame statistiliste otsustuste tegemisel UK dispersiooni/-de kohta:

e vahemikhinnang UK dispersioonile ja standardhilbele
e hiipoteeside kontroll kahe UK dispersiooni vordsuse kohta
o faktoranaliiiis: hiipotees faktori moju kohta

Jargmisel joonisel on toodud F-jaotus erinevate parameetrite korral.

F-jaotus, f; <2 F-jaotus, f; > 2
L g
Fi1,171 Fi3,10
= Fi211 = Fi10,100)
- F(2,100) - F(50,50)
= =
| |
L) [
= =
= T T T T T 2 T T T T T
o0 1.0 20 30 0o 10 20 30
¥ ¥

Graafikult ndeme, et

e tihedusfunktsiooni kuju on langev, kui f; < 2;
e kui f1 > 2, siis on tegemist iihemodaalse ebasiimmeetrilise jaotusega;

o keskviirtus eksisteerib, kui fo > 2: EX = fEQ;

f2

e dispersioon eksisteerib, kui fo > 4: DX = %.

Jaotuse tédiendkvantiilid on tabuleeritud (vt. Lisa C). Osutub, et F-jaotus on vahetult
seotud hii-ruut jaotusega.

Teoreem 7 (Seos hii-ruut jaotusega.) Kui jubuslik suurus U ~ x%(f1) ja V ~ x%(f2) ning
U ja V on soltumatud, sits jubuslik suurus X on F- jaotusega:

_U/h
v/h

Toestuse idee. Siin anname ainult toestuse idee.

X

~ F(f1, f2).

e Leiame TUl tihedusfunktsiooni:

P(z <z)=PU < fiz) = Fy(fiz), fo/p (@) = fu(fiz)fr.

e Analoogiliselt leiame f—VQ tihedusfunktsiooni.
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e Niiiid kasutame teadmist, et kui Z = %, X 1Y, siis

o
f22) = [ utx() v o) v
0
Integreerimise tulemuseks on F-jaotuse tihedusfunktsioon.

O
Jareldus 4 Teoreemist jireldub, et kui X ~ F(f1, f2), siis % ~ F(fo, f1).
Statistikas on tdhtsal kohal teoreemi rakendus valimidispersioonidele.

Teoreem 8 (Kahe valimidispersiooni jagatisest.) Olgu antud juhuslik valim x1,xa, ..., Tp,
jaotusest N (p1,01) ja sellest soltumatu valim yi,y2, ..., Yn, jaotusest N(uz,o02). Vastavad
valimite dispersioonid olgu s1 ja so. Siis

st/ot

s3/03

~ F(n1 - 1,7%2 - 1),
kus 312, 1= 1,2 on valimidispersioonile s?,i = 1, 2 vastav hinnangufunkisioon.

Tdestus on harjutuseks lugejale.
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3. Punkthinnang

Jargnevas peatiikis keskendume statistilisele iilesandele, milleks on iildkogumi parameet-
rite hindamine. Kordame hinnangu omadusi, mis voimaldavad vorrelda iihele ja samale
parameetrile pakutud hinnanguid omavahel. Nii saame pohjendatult valida parima nen-
dest. Lihtsamate parameetrite korral (nagu néiteks iildkogumi keskmine) pole keeruline
vilja pakkuda hinnanguid intuitiivselt. Kuid kuidas seda teha niiteks Gini kordaja korral?
Siinkohal tutvume kolme meetodiga, mis voimaldavad tuletada hinnangut ldhtuvalt jaotu-
sest voi jaotuse momentidest. See tdhendab, et iildkogumi parameetrite hindamisel seame
uuritavale tunnusele vastavusse mudelit, ehk jaotust F'. Jaotuse F' kuju voib olla teada
voi mitte, kuid jaotuse parameetrid on enamasti tundmatud ja neid soovitakse hinnata
juhusliku valimi abil.

3.1 Punkthinnang ja hinnangufunktsioon

Meid huvitab tunnus jaotusega F', mis soltub tundmatust parameetrist 6, F' = F'(6). Olgu
antud juhuslik valim @ iildkogumijaotusest F"

r = (xlal?a'“amn)y
T T T
X =(X1,Xy,..,X,), X;~F, soltumatud.

Definitsioon 20 Punkthinnanguks parameetrile 0 nimetatakse vidrtust, mis arvutatakse
Juhusliku valimi funktsioonina 0 = 0(x). Sama funktsiooni teoreetilisest valimist, 0(X),
nimetatakse hinnangufunktsiooniks.

Inglise keeles on head iseloomulikud sénad nende kahe moiste eristamiseks: estimate —
punkthinnang, estimator — hinnangufunktsioon. Uldjuhul nimetame teoreetilise valimi
funktsiooni statistikuks. Hinnangufunktsioon on selline statistik, mida kasutatakse pa-
rameetri hindamise eesmérgil.

Punkthinnang on arv. Hinnangufunktsioon (statistik) on juhuslik suurus. Punkthinnang
on hinnangufunktsiooni realisatsioon antud valimil:

X — x,

0(X) — 0(x).

Liithiduse mottes jitame hinnangufunktsiooni argumendi sageli kirjutamata, tema juhus-
likule olemusele viitame rasvase kirjapildiga: (X) = 6.

Niide 22 Tootja soovib hinnata tiht tidipi kohukeste keskmist kaalu, hindamaks kas té6liin
on digesti kalibreeritud.
Selleks kaalutakse 20 kohukest ja saadakse andmed:
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Kui eeldada andmetele normaaljaotust N(p, o), siis pn on huvipakkuv keskmine kaal, mis
pole teada ja mida tiritame saadud valimi pohjal hinnata.

Normaaljaotuse keskvddartuse hindamiseks voib intuitisvselt valjo pakkuda jargmisi hinnan-
quid:

1. walimikeskmine fi; = & = 555.86/20 = 27.793;
mediaan fiz = (2(10) + 2(11))/2 = (27.94 + 27.98) /2 = 27.960;

ekstreemsete vidrtuste poolsumma fi3 = (2(1)+(20)/2 = (24.46+30.88) /2 = 27.670;

karbitud keskmine (jaotuse sabad (10%) on vilja jietud) jia = Tiarp = (555.86 —
24.46 — 25.61 — 29.50 — 30.88)/16 = 27.838.

Vastavad hinnangufunktsioonid on fi; = X, fi, = (X(0) +X11))/2, 13 = (X 1)+ X(20))/2
Ja fry = ZTarp. Need on teoreetilised suurused, juhusliku loomuga. Nende abil saame uurida
hinnangute omadusi.

3.2 Hinnangu omadused

Hinnangu omadused on kirjeldatud vastava hinnangufunktsiooni jaotusega. Jaotuse leid-
miseks on mitu voimalust.

1. Analiiitiliselt ja tapselt (tdpne tihedus- ja jaotusfunktsiooni avaldise kuju). Puudus:
saab rakendada tiksnes lihtsatel juhtudel.

2. Ligikaudselt, kasutades astimptootilisi tulemusi (paljude hinnangute korral on tdes-
tatud, et valimimahu kasvades nende jaotus ldheneb teatud piirjaotusele, nt. nor-
maaljaotusele). Tuletame siinkohal tsentraalse piirteoreemi:

Olgu X1, Xo, ... séltumatud sama jaotusega juhuslikud suurused, kus EX; = p, DX; =
o (loplik). Olgu Y, = X1 + Xo + ... + X, siis n — 0o kehlib, et

Y,—FEY, Y,—nu p

= — N(0,1),
DY, Vno (0,1)
mis tleb, et Y, ~ AsN(nu,\/no) = % ~ AsN (u, ﬁ)
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3. Statistilise simulatsiooni teel. Oletame, et tahetakse teada 6 jaotust. Fikseeritakse
jaotus F'(0) ja sellest genereeritakse juhuslik valim. Valimi pdhjal leitakse punkt-
hinnang 6. Protseduuri korratakse R (suur) korda. Saadakse punkthinnangute
valim 61, ..., é(R), mille histogramm hindabki hinnangufunktsiooni 6 jaotust, vali-
mikarakteristikud aga jaotuse parameetreid. Meetodi puuduseks on see, et tulemused
kehtivad ainult konkreetse tilesandepiistituse korral.

Niide 23 Olgu x1,x9, ..., x, juhuslik valim jaotusest U(0,0), kus 0 on tundmatu. Selle
parameetri hindamiseks pakutakse jargmine hinnang:

é:max(xl,xg,...,xn).

Leiame 6 jaotuse (tapsemini éeldes tihedusfunktsiooni) nii analitiliselt kui ka simulat-
stooni teel.

Koigepealt hinnangufunktsioon: 0 = maz (X1, Xo, ..., Xp). Antud statistiku jaotust on liht-
ne analiitiisell tuletada:

Fx, ..(x) = PXpew<z)=PX)j<z,Xo<uz,...,X, <x)
n
= J[Pxi <2)={F()}".
i=1

Diferentseerides saame tihedusfunktsiooni,

Foman (@) = {F 0 (1)} = 0 {F(2)}" 7" f(2), (3.1)

kus f(z) = % on jaotuse U(0,0) tihedusfunktsioon, z € [0,6]. Jaotusfunktsioon F(z) on

seega
x

1 t
FXmM x :/ —dt = —
() 7 7

0_9.

Kokkuvéttes saame tipse valemi hinnangufunktsiooni 0 tihedusfunktsiooni jaoks:

Prole) = (0. 52)

Jargmisel joonisel on punase joonega kantud funktsioon fx, . (x) juhul, kui valimimaht
n = 10 ja 0 = 4. Histogramm vastab simuleerimistulemustele, kus r = 10000 korda ge-
nereeritakse 10-elemendiline valim jaotusest U(0, 4) ja arvutatakse saadud valimi maksi-
mum.

Maks. elementide histogramm

1.0 15

05

0.0

I T T T 1
20 25 3.0 35 4.0

maksimumid

Ndeme, et simuleeritud jaotus on sama kujuga, mis sai leitud analiititiliselt.
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Kui hinnangufunktsiooni jaotus on teada, siis saab hakata uurima selle hinnangu omadusi.

Definitsioon 21 Hinnang on nihketa kui kehtib: EQ = 0, vastasel juhul nihkega, kus nihe
on defineeritud kui B = E@ — 0.

Inglise keeles: nihketa = unbiased.

Nidide 24 Téestame, et kui xy, ..., x, on juhuslik valim jaotusest U(0,0), siis
01 = mazx(xy,...,x,) on nihkega ja 02 = 2-T on nihketa hinnang parameetrile 6.

Alustame hinnangust 05. Sellele vastav hinnangufunktsioon on 6, = 2X = %Z;;l X;.
Arvestades, et X; ~ U(0, 0) ja jarelikult EX; = 60/2, Yi = 1,2,....,n leiame hinnangu 0,

keskvddartuse:
O S
e L gt 2

ehk hinnang 05 on nihketa parameetri 0 jaoks.

Niiid vaatleme hinnangut él. Vastav hinnangufunktsioon on él = max(X1, ..., Xp). Kuna
X, on pidevad juhuslikud suurused, on ka maksmiaalne element pidev. Keskvddartuse saame
pideva juhusliku suuruse keskvddrtuse abil:

kus avaldis fg (x) jaoks on toodud valemi (3.2) abil. Lihtsa integreerimise teel saame, et

A no

FO = —— #£40
! ¢9+17'é

Seega, on hinnang 61 nihkega hinnang parameetrile 6. Ta hindab tegeliku parameetrit alla.

Jargmisel joonisel on toodud simuleerimistulemused kahe hinnangu jooks: koigepealt fik-
seeriti parameetri 0 vdadrtus, 0 = 4 (simuleerimisilesandes on enamasti tegelik parameeter
teada) ja seejirel voeti 10 000 valimit mahuga 10 jaotusest U(0, 4). Iga valimi korral leiti
6, ja 0y vidrtused (k‘okku kaks komplekti pikkusega 10 000 vidartust). Nende histogrammid
peegeldavad 0, ja 0, jaotust. Punane vertikaaljoon vastab tegelikule 0 = 4 vadrtusele ning
seda parameetrit hindavad leitud 6, ja 0y vidrtused igal simulatsiooni sammul.

Teetal jaotus Teeta2 jaotus
o
o~
<
= — o
£ e _‘;E
g ~— [ ™
=] s o
[=] [=]
e I T T T 1 °© T T T T 1
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Hinnangute keskmine = 3 64 Hinnangute keskmine = 4.01

Vasakul joonisel ndeme, et iikski vadrtus ei tleta parameetrit 0 = 4, enamus on sellest
vaiksemad. Teoreetiliselt saime samuti, et tegemist on alahinnanguga. Paremal joonisel
aga on 0y vidrtused ja need on hajutatud tegeliku vddrtuse umbruses ligikaudu vordse
osakaaluga, mis kinnitab teoreetilist tulemust, et hinnang 05 on nihketa.
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Hinnangu iseloomustab ka selle varieeruvus ehk dispersioon. Jargmine moiste votab kokku
nihke ja dispersiooni.

Definitsioon 22 Hinnangu 0 ruutkeskmiseks veaks (MSE=Mean Square Error) nimeta-
takse suurust X X
MSE(0) = E(6 — 6)°.

Lemma 20 Ruutkeskmist viga on voimalik esitada jargmisel alternatitvsel kujul:
. . . 2
MSE(0) = D6 + [E(O) - 9} = Hinnangu varieeruvus + (nihe)>.
Tdestuses tuleb ldhtuda MSE definitsioonist ja on harjutuseks lugejale.

Niide 25 Leiame eelmises ndites mélema hinnangu MSE. Kuna hinnanng b5 on nihketa,
5418

MSE(03) = D(05).
Arvestades, et X; ~ U(0, 0) korral DX; = (19—; Vi = 1,...,n ja et X; on séltumatud
Juhuslikud suurused, saame

X 2 o 402 62
Hinnangu 0y MSE leiame pideva juhusliku suuruse funktsiooni g(x) keskvidrtusena E(g(z)),
kus g(z) = (v — 0)%:

5 nat i 26*

R 0 [%
MSE(Bl):E[g(x)]:/O (x—0)2fé2(a:)dx:/o (x —0) - o dx:m.

Nieme, et valimimahu kasvades koondub MSE(0y) nulliks kiirusega n jo MSE(0,) kii-
rusega n?, ehk kiiremini. Koikide valimite korral, kus n > 1 kehtib

MSE(8,) < MSE(8,).
See tihendab, et kuigi nihkega on hinnang 0, viiksema ruutkeskmise veaga.

Jdrgnev joonis iseloomustab MSE molema hinnangu korral. Simuleerimise algoritm on
sama, mis eelmises ndaites, kuid niidd on esimest 100 hinnangut molema komplekti korral
kantud dhele joonisele. Tegelikule parameetrile 0 = 4 vastab horisontaalne joon. Nieme, et
sinised ristid ei tleta horisontaalset joont ihelegi valimi korral (sest tegemist on alahinnan-
guga), kuid punased ringid on hagutatud horisontaalse joone tmber (keskmiselt annavad
tegeliku parameetrit 0 = 4). Siniste ristide varieeruvus on vaiksem kui punaste ringide
oma. Seda tulemust saime ka analiittiliselt.
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51 ja ég vaartused 100 juh. valimi korral

Valimi nr

Kui iihele ja samale parameetrile on pakutud kaks (voi rohkem) hinnangufunktsiooni, siis
vorreldakse neid sageli jargmise omaduse abil.

Definitsioon 23 Oecldakse, et nihketa hinnang 61 on efektizvsem kui nihketa hinnang
02 kut kehtib: DOy < DOy range vorratusega véhemalt iihe hinnangufunktsiooni vidrtuse
korral vastavast parameeterruumaist.

NB! Nihkega hinnangute korral kasutatakse vordluseks ruutkeskmist viga.

Eelmises niites on §; = maz(zy, ..., o) efektiivsem kui fy = 27 vaatamata nihkele.

Tutvume siinkohal veel iihe tdhtsa hinnangu omadusega.

Definitsioon 24 Oeldakse, et hinnang 6 on mojus, kui V0 € A ja Ve > 0 korral
n— oo

PO@—W>E)——%O

Moéjusa hinnangu korral kontsentreerub vastava hinnangufunktsiooni jaotus valimimahu
kasvades {iha lihemale Gigele viirtusele 0, mis kindlustab, et konkreetse valimi pohjal
arvutatud punkthinnang on dige vadrtuse ldhedal. Siiski jadb eelnev definitsioon iisna
teoreetiliseks ning praktikas kasutatakse efektiivsuse kontrollimiseks alternatiivset esitust.

Lemma 21 Kui kehtivad jargmised tingimused:
1. limy, 00 O = 6,
2. lim,_0o DO = 0,
si1s hinnang 6 on majus hinnang.
Toestus. Kehtigu tingimused (1) ja (2). Suvalise juhusliku suuruse Z korral (16pliku dis-

persiooniga) kehtib T8ebdsevi vorratus:

Z
€
Kui niiiid votta Z = é, saame

~

. D@
P(10-E6[>e) < 5.
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Arvestades tingimusi (1) ja (2), saame
A 0
P(0—-0]>¢) = — =0,n— oo,
€
mis ongi mojususe definitsioon. Seega 0 on mojus hinnang. O

Mirkus. Lemma 21 tingimused 1-2 saab kokku votta ka jargmise tingimuse abil:

lim MSE(6) = 0.

n—oo

Niide 26 Toestame, et eelmise kolme ndite hinnangud 01 kui ka 6y on mojusad hinnan-
gud. Selleks kasutame eelmises ndites leitud MSE:
~ 92
MSE(@2) = — —0, n— oo;

3n
202

Sellest jareldub, et molemad hinnangud on efektitvsed hinnangud.

Kui moéni hinnang on leitud, st arvutatud valimi vidrtuste pohjal, siis on heaks tavaks
leida sellele ka moni tépsuse niitaja, mis iseloomustaks leitud hinnangu varieeruvust.
Viga levinud on jargmised tapsuse niitajad:

e hinnangu standardviga: Vv D6

e hinnangu suhteline viga: V D6 / §. Hea hinnangu korral jadb tavaliselt suhteline
viga alla 0,2.

Niide 27 Ndites 22 on leitud, et i1 = & = 27,793. Leiame selle hinnangu suhtelise vea.
Selleks peame teadma hinnangu dispersioond,

Antud juhul andmejaotuse dispersioon DX; = o2 pole teada, seetéttu hindame o2 valimi
pohjal kasutades vastavat nmihketa hinnangut,

1 20
6= 5% = D (zi—7)* ~ 2,137,

n—1+4
i=1

See, et hinnang s*> on nihketa parameetrile 02, on ndidatud aines 'Téendosusteooria ja
statistika I’.

Kokkuvottes, ﬁﬂl = 2’2137 ~ 0,1069, millest saame hinnangu suhtelise vea:

Di, /0,1
1 0,1069 0,0117,
i1y 27,793

ehk tegemist on iisnagi tipse hinnanguga.
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3.3 Taasvaliku meetodid hinnangu standardvea leidmiseks

Alati ei onnestu leida hinnangu 6 standardvea y/D(0) analiiiitilist kuju. Praktikas on
levinud taasvaliku meetodid standardvea hindamiseks. Meetodid on ligikaudsed, kuid siis-
ki sageli annavad kiillaltki tdpset standardvea vddrtust. Siin vaatleme parameetrilist ja
mitteparameetrilist taasvaliku (= bootstrap) meetodeid.

3.3.1 Parameetriline bootstrap

Olgu valimi z1, x9, ..., x,, kohta teada, et see on périt jaotusest F'(6), kus 6 on tundmatu.
Valimi pohjal leitakse sellele parameetrile § moni hinnang 6, néiteks § = 27,96 (niites 22
mediaanil pohinev hinnang).

Edasi kasutades arvutit, genereeritakse nn bootstrap valimeid jaotusest F(27,96) sama

A

mahuga n ning iga bootstrap valimi pohjal arvutatakse bootstrap hinnang 6*:

1. bootstrap valim: x7, x3, ..., x;,, punkhinnang éf
2. bootstrap valim: z7, x5, ..., ;,, punkhinnang 605

B. bootstrap valim: z7, 23, ..., z,, punkhinnang é*B

B on tavaliselt suur (néiteks 1000 ja rohkem).

Téhistame 0* = Zil 0 /B - bootstrap hinnangute keskmine. Siis hinnangu 0 standard-

7
viga bootstrap meetodil on

Dhs = | 5o > (6 -6°)"

N

Niide 28 Eelmises niites leidsime, et \/D(X) = /0,1069 ~ 0,327. Mida oskame éel-
da teiste hinnangute standardvigade kohta? Kuna nende kuju pole enam lineaarne, siis
analittiline tuletuskdik votab aega (pole siiski voimatu!).

Leiame koigi nelja hinnangu standardvead parameetrilise boostrap-meetodi abil. Allpool on
toodud R-i kood valimikeskmise standardvea hindamiseks. hinnangute standardvigu saab
leida analoogilisel teel.

z=c(24.46,25.61,26.25,26.42,26.66,27.15,27.31,27.54,27.74,27.94,27.98,
28.04,28.28,28.49,28.50,28.87,29.11,29.13,29.50,30.88)
k=10000

# Valimikeskmine:

mul=mean(z)
bt_mul=rep(N4,k)

for(i in 1:k){
valim=rnorm(20,mul,sd(z))
bt_mul[i]=mean(valim)

}

sd(bt_mul)
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Programmitoo tulemuseks on 0,328, mis on teoreetilisele tulemusele tisna ldhedal. Hin-
nangute f[ia, i3 ja [a bootstrap-hinnangute leidmiseks voib kasutada wvastavalt: medzian,
(min(z)+maz (z))/2 jo mean(z,trim=0.1).

Kaigi nelja hinnangu (ligikaudsed) tulemused on:

\/Djiy = 0,328; \/Djiy =0,398; \/Djig =0,554; /Djig = 0,334.

Jargneval joonisel on hinnangute komplektid iseloomustatud karpdiagrammide abil, millest
on naha, et toepoolest hinnang i3 on koige suurema varieeruvuseqa.:

Bootstrap-hinnangute karpdiagrammid

I
h—— ' —
I
.- T

3.3.2 Mitteparameetriline bootstrap

See meetod erineb parameetrilisest bootstrapist selle poolest, et ei kasuta X jaotust F,
seda polegi vaja teada ega eeldada. On olemas valim mahuga n, mille kohta ei pea teadma,
mis jaotuse klassist see périt on. Endiselt huvipakkuvaks UK parameetriks on 6.

Arvuti abil voetakse olemasolevast valimist bootstrap valimeid mahuga n kasutades lihtsat
juhuvalikut tagasipanekuga.

Iga bootstrap valimi pohjal arvutatakse bootstrap hinnang 6*.

Hinnangu 6 standardviga leitakse analoogiliselt eelmise versiooniga,

— 1 B
Doss =\ g=7 2 (7 = 7")

=1

2

Ei tohi unustada, et taasvaliku meetodi abil saab leida vaid ligikaudset standardvea vaar-
tust.
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Niide 29 Lahendame eelmist ndidet mitteparameetrilise bootsrap meetodi abil. Allpool on
toodud vastav R-kood ja karpdiagrammid:

z=c(24.46,25.61,26.25,26.42,26.66,27.15,27.31,27.54,27.74,27.94,27.98,
28.04,28.28,28.49,28.50,28.87,29.11,29.13,29.50,30.88)
k=10000

teetal=rep(NA,k) #wvalimikeskmine

teetal=rep(NA,k) #mediaan

teetad=rep (N4, k) # (Mazimum+Minimum)/2

teetaj=rep(NA,k) #Kirbitud keskmine (2 min ja 2 maz elementi on dra jaetud)
for(i in 1:k){

valim=sample(z, 20, replace=TRUE) #walik TGA mahuga 20 esialgsest valimist
teetal[i]=mean(valim)

teetal[i]=median(valim)

teeta3[i]=(min(valim)+maz (valim))/2

teetad [i]=mean(valim, trim=0.1)

} bozplot (teetal, teetal, teetal, teetas,

names=c (expression(thetal1]),expression(thetal[2]), exzpression(thetal3]),
expression(thetal4])),

main="Mitteparameetrilise bootstrap-hinnangute karpdiagrammid")

Mitteparameetrilise bootstrap-hinnangute karpdiagrammid
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3.3.3 Taylori ritta arendus

See meetod on veel iiheks alternatiiviks hinnangu standardvea leidmiseks. Eriti on see
abiks hinnangu omaduste uurimisel teoreetiliselt. Taasvaliku meetodid annavad {ihte ar-
vulist vAdrtust hinnangu standardvea kohta, Taylori ritta arenduse abil on véimalik saada
analiiiituilist kuju hinnangu keskvéértusele ja dispersioonile, kuigi ligikaudselt. Meetod on
tuntud ka Delta meetodi nime all.

Oletame, et huvitume funktsiooni ¢(6) hinnangust (). Naiteks meditsiinis on laialt ka-
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sutatav nn Sansside suhe g(p) = £, kus p on omaduse/haiguse A osakaal iildkogumis
i g g

(tundmatu). Valimi pohjal saame kiill leida nihketa hinnangu parameetrile p, aga mida
oskame sel juhul 6elda hinnangust g(p) = %? Kas see on nihketa? Mis on selle standardvi-
ga? Tegemist on mittelineaarse hinnanguga ning teadaolevaid keskviirtuse ja dispersiooni
omadusi rakendada pole voimalik.

Olgu ¢(8) selline mittelineaarne hinnang, kus 6 ise on mdjus hinnang keskviiirtusega £ =
0 ja dispersiooniga D@. Idee pohineb hinnangu ¢(8) arendamisel Taylori ritta tegeliku
parameetri f iimbruses ning selle lineaarosa kasutamises.
Lemma 22 Olgu ¢(8) differentseeruv ja ¢'(0) # 0. Lisaks, eksisteerigu mojus hinnang
parameetrile 8, olgu 6. Siis funktsiooni g(é) ligikaudne keskvidrtus ja dispersioon avalduvad
jargmaiselt: R R R

Elg(8)] ~ g(9), DIlg(8)] ~ ¢'(6)*D[6)].

Toestus. Arendame funktsioons g(@) Taylori ritta punkti 0 dmbruses ja vétame sellest
ainult lineaarse litkme:

9(0) ~ g(0) + ¢'(6)(6 — 0).

Leiame lineaarlitkme keskvddartuse:
Elg(0)] ~ E[g(0)] + ¢'(0)(E6 — 0) = g(6)

ja dispersiooni:

Niide 30 Olgu antud suur valim x4, ..., T, jaotusest Exp(\). Varasemast teame, et

1 1

Fa
Huvitume parameetri A hindamisest.

Kuna % on jaotuse keskvadrtus, siis selle hindamiseks sobib valimikeskmine (tegemist on

maojusa hinnanguga):

Il
&

S| =

millest

>
Il
K| =

Hinnangu \ keskvidrtuse ja dispersiooni leidmiseks rakendame Taylori ritta arendust.
Siin on 0 = EX, § = X, g(f) = 1/X. Peame teadma veel EO ja DO:

EO=EX=..=X"' jaD0=DX = .. = (nA?)"1 (ise!)
FEelnevast lemmast saame keskvddriuse,

Elg(0) ~ g(6) = 7 =

garelikult tegemist on ligikaudselt nihketa hinnanguga.
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Ligikaudse dispersiooni saamiseks kirjutame esmalt vilja g'(0):

L, - (XY

0=0

Eelneva lemma jirgi D]g(0)] ~ ¢ (9)2D[0], millest

v—2 2

q'(9) = 4'(6)

Seega, hinnang A= % on ligikaudselt mojus hinnang parameetrile \.

3.4 Hinnangu leidmise meetodid

Siiani hinnangu omaduste uurimisel hinnang ise oli ette antud. Niiteks, normaaljaotu-
se keskvidrtuse p hinnanguks kasutamise valimikeskmist z, aga ka mediaani ning muid
hinnanguid. Sageli on voimalik hinnanguid intuitiivselt, kuid on olukordi, kus seda pole
voimalik teha. Kuidas sel juhul toimida? Siin krsuses vaatleme kolme meetodit hinnangute
saamiseks.

3.4.1 Suurima toepira meetod

Suurima toepira meetod, inglise keeles mazimum likelihood method, on iiks kasulikumaid
ja matemaatiliselt ilusamaid meetodeid hinnangute leidmiseks. Samuti on neil hinnangutel
mitmeid h&id omadusi.

Definitsioon 25 Olgu antud valim x1,x2, ..., T, jaotusest F(x;0), mis voib olla kas pidev
voi diskreetne. Toepdarafunktsiooniks nimetame avaldist:

L(0) = f(@1;0) - f(22;0) - ... f(zn;0), pideval juhul,
B p(x1;0) - p(x2;0) - ... - p(xy; 0), diskreetsel juhul,

kus f(x;0) on jaotuse F' tihedusfunktsioon (pideval juhul) ja p(x;6) on jaotuse F toendo-
susfunktsioon (diskreetsel juhul), 6 € A.

Olgu meil X = (X3, X2,...,Xy), X; soltumatud, X; ~ F(x;0), siis L(#) on valimi x=
(21,2, ..., x,) saamise toendosus (diskreetsel juhul) voi juhusliku vektori X tihedusfunkt-
siooni vadrtus punktis x (pideval juhul) antud 6 korral.

Realiseerunud valimi x korral on suurused x1, x9, ..., x,, teadaolevad arvud ja L(#) on iiks-
nes parameetri 6 funktsioon. Eesmérgiks on leida niisugune 0 viirtus parameeterruumist
A, et L(0) oleks maksimaalne. Me iitleme, et vastav 6 viadrtus on tdepéraseim antud valimi
jaoks (st. ka vastav iildkogumi jaotus on téepéraseim antud valimi jaoks).

Suurima toepira printsiip — toepiraseima iildkogumijaotuse médramine antud valimi
jaoks.

Definitsioon 26 Vidrtust 0 parameeterruumis A, mille korral L(0) saavutab maksimaal-
se vddartuse, nimetatakse parameetri 0 suurima téepdra hinnanguks:

L(0) = max L(6).
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Suurima toepira hinnangu praktilisel leidmisel on sageli lihtsam kasutada toepdrafunktsiooni
logaritmi. Ténu logaritmi monotoonsusele saavutavad L(€) ja In L(f) maksimumi samas
punktis, st midravad sama suurima toepara hinnangu.

Definitsioon 27 Logaritmiline téepirafunkisioon on

" In f(x;0), pideval juhul,
Yo Inp(x;0), diskreetsel juhul.
Niide 31 Miindivise. Uldkogumijaotuseks on miindi visketulemuse (vapp, kiri) jaotus,
kus vapi tulemise tdenéosuseks on p. Olgu eelnevalt teada, et p € {%, i} Olgu meil kaks
vaatlust: 1 = vapp ja r2 = vapp. Kumb on toepirasem hinnang parameetrile p, kas % vol
19
L

Kirjutame vilja toepdrafunktsiooni:

> L(i), siis p = % on suurima téepara hinnang p-le. O

Niide 32 Olgu dldkogumijaotuseks eksponentjaotus Exp(\) ja olgu A = %. Vastav tihe-

dusfunktsioon on

1 =
f(z;0) = ge*?, x> 0.

Parameeter 0 olgu tundmatu. Pole raske kontrollida, et 0 on antud jootuse keskvddrtus.
Olgu meil n = 4 vaatlust jaotusest:

0.322, 0.879, 0.222, 0.012.

Leiame valims toepdrafunktsiooni

1 Zl:l 1 —1.435
L(Q)_Ef(%ﬁ) on = g€’
ja logaritmilise téepdarafunkisiooni
1.435

() =InL(#) = —4In6 — 3

Ndeme, et téepirafunktsioonid on 0 funktsioonid. Mélemad funktsioonid saavutavad mak-
simumi samal kohal, sest logaritm on monotoonselt kasvav funktsioon (vt joonist).
Maksimuma leidmiseks letame tuletise,

d 4 1435
@Z(H)——é—k Zh

Vordsustades tuletise nulliga saame 1(0) maksimumpunkti, mis on ihtlasi parameetri 0
suurima toepdira hinnanguks, 0 = 0.358.
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Toepdra ja log. thepara maksimum

™

1.0

L(6)

\

o8

06

04

Et eksponentjaotus soltub ainult dhest parameetrist, siis oleme koos 0 hindamisega hinna-
nud ka tildkogumijaotuse

flz;0) = 0.3586_ﬁ, x> 0.

Antud tlesande 4 vaatlust olid tegelikult genereeritud eksponentjaotusest parameetriga 6 =
0.5. Hinnang 0 = 0.358 ei ole eriti tapne, sest vaatlusi oli vihe. J

3.4.2 Viahimruutude meetod

Seda meetodit kasutatakse parameetri hindamiseks siis, kui tildkogumi jaotuse tihedus-
funktsioon (téendosusfunktsioon) ei ole teada. Teame vaid, et x1, 9, ..., x, on jaotusest,
mille keskvidrtus on parameetri 6 funktsioon, § € A on tundmatu. Parameetri 6 hin-
damiseks vahimruutude meetodil vaadeldakse vaatluste hélbeid keskvddrtusest u(6) ja
moodustatakse hilvete ruutude summa:

Definitsioon 28 Parameetri 0 vihimruutude hinnanguks nimetatake vadrtust 6 paramee-
terruumis A, mille korral Q(0) omandab vahima vidrtuse

Q(0) = minQ().

Niide 33 Kiirendus vabal langemisel. Eset lastakse langeda n korda teatud punktist. Moo-

detakse aja t jooksul labitud teepikkused x1,x2, ..., xy . Olgu tundmatuks parameetriks 0 va-
2

balangemise kitrendus. Teame, et s = % on teoreetiline teepikkus ehk keskmine teepikkus.

Moodustame
= 02
Q0) = Z(l“z - 7) :

i=1

Funktsiooni Q(0) munimumpunkti leiame diferentseerimise abil:

dQ0) < 0t t?
- ;2(@- -5 )=5)
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Vordsustades tuletise nulliga saame

Ont? 230w 2T
Z i =

——_O = 0="""—=—.

Seega véhimruutude hmnang 0-le on
0= (3.3)
O

Mida oleks vaja teada antud iilesande lahendamiseks suurima toepéra meetodil?

Viahimruutude meetodi iildistus. Olgu x1, xs, ..., , erinevate jaotustega juhuslike suu-
ruste X7, Xo, ..., X, vaatlused, kus EX; = p;(0), DX; = 012_ Niitid vaatame kaalutud
hélvete ruutude summat

Q) = Z)\i(ﬂfi — 1i(6))?,

kus \; = 2 on kaalud. Siin laseme suurema dispersiooniga juhusliku suuruse vaatlusel
mojuda viiiksema kaaluga ja vastupidi. Vahimruutude hinnang parameetrile 6 leitakse nii
nagu varemgi (6) minimiseerimisel.

Sageli pole a? teada. Kui aga vaatluste dispersioonid avalduvad niiteks iihe tundmatu
02 kordsetena, k;o?, kus k; on teada arvud, siis saadav vihimruutude hinnang sisaldab
iiksnes teadaolevaid vadrtusi. Veendu!

Niide 34 Kiirendus vabal langemisel. Vaatame ajavahemikke t1,to, ... t,, mille jooksul
ese ldabis vahemaad x1, s, ..., x,. Oletame, et vaatluste dispersioonid on vérdsed, siis \; =
1. Keskmine teepikkus on igal katsel erinev,

02
EX; = =L,
2

Minimiseerides

i=1
tuletise leidmise ja nulliga vordsustamise abil,

dQ(0) -, 0t
0 ZQ(% -5

saame kiirenduse vihimruutude hinnanguks:
2
6—9 2ic1 xiz
= .
Zz ltz
Erijubul t; = t jareldub siit hinnang (3.3). Lihine on kontrollida, et saime nihketa hinnangu
vabalangemise kiirendusele:

Eé 221 ltZQEX _221 1t12
Zz lt? Zi:lt;1

9t

57



3.4.3 Momentide meetod

Olgu X ~ F() iildkogumi jaotus ja 6 tundmatu parameeter. Uldisemalt, olgu 6 vektor-
parameeter (01,60a,...,0;). Uldkogumijaotuse koik karakteristikud (keskviirtus, mediaan,
kvantiilid, momendid jm) soltuvad samuti parameetrist 6. Seega iildkogumijaotuse k-ndat
jarku moment on 6 funktsioon

EX* = 1.(0).
Parameetri 0 leidmiseks momentide meetodil koostatakse vorrandisiisteem,
uk(e) = mg, k= 1,2,...,l, (34)

kus N
— > ak
n <
=1

on valimi k-ndat jirku moment.

Definitsioon 29 Vérrandisisteemi (3.4) lahendit (01,0, ...,0;) nimetatakse parameetri
0 = (01,60, ...,0;) hinnanguks momentide meetodil.

Lihtne on ndha, et my on nihketa hinnanguks py(0)-le. Teades nihketa hinnangut ménele
teisele jaotuskarakteristikule, voime ka selle abil vorrandi koostada. Sageli vordsustatakse
niiiteks {ildkogumi ja valimi dispersioonid, E(X — EX)? = s2, et siit tundmatu parameeter
avaldada.

Niide 35 Olgu dldkogumijaotuseks U(0,0), st ihtlane jaotus loigul [0, 0], kus loigu ots-
punkt 6 on tundmatu. Jaotuse U(0,0) keskviartuseks on 0/2. Olgu antud valim x1,xo, ... o,
sellest jaotusest. Valimikeskmise abil moodustame vérrands

0

7=,

2

millest 6 = 2 on 0 hinnanguks momentide meetodil. (]

Niide 36 Olgu vaatlused 1, x2, ..., T, binoomjaotusest X ~ B(m,p), kus mélemad para-
meetrid on tundmatud. Sellist mudelit kasutatakse avastatud kuritegude arvu kirjeldamiseks
kriminalistikas. Siis on m kuritegude tegelik arv (naiteks kuus, lihtsuse mottes konstantne
eri kuudel), p kuriteo avastamise toendosus ehk kuritegude avastamise mddr) ja x; on avas-
tatud kuritequde arv kuul i. Teame, et binoomjaotuse keskvddrtus ja dispersioon avalduvad
valemitega EX = mp, DX = mp(1 — p). Parameetrite hindamiseks vordsustame EX ja
DX nende nihketa hinnangutega valimist (valimimomentidega):

{szi
mp(l —p) = 13 Y, (@ — 2)%

Asendades esimese vorrandi teise, leiame —5 > | (x; — 2)* = (1 — p), millest saame p
hinnangu ja seejirel esimesest vérrandist ka m hinnangu:

P B ﬁ Z?:1($i - 95)2

T

8l

’U>\ Kl

o8



Uhe ja sama parameetri hindamiseks véime erinevate meetoditega saada méonikord {ihesu-
gused, aga monikord erinevad hinnangud. Uldjuhul on suurima toepira hinnangud efek-
tilvsemad kui teiste meetoditega leitud hinnangud.

Niide 37 Olgu ildkogumijaotus antud tihedusfunktsiooniga
X~ fx:0) =01+ 2)~", 2 >0.

Olgu x1, 3, ..., Ty valim sellest jaotusest. Sits valimi logaritmiline toeparafunktsioon on

n

- i: (01 +2;) " =nlnb - (0 +1)> In(l + ).

i=1 i=1

Diferentseerides saame
d
—l =—— g In(1+ z;)

millest nulliga vordsustamisel avaldame suurima toepdra hinnangu

n

Ogr = .
ST Sor In(1 4 ;)

Véihimruutude hinnangu leidmiseks on vaja teada, kuidas jaotuse keskvddartus soltub para-

meetrist 0: ~ ~
EX = / xf(x;0)dx = 9/ (14 z) 0 da.
—00 0

Muutujovahetusega y = 1 + x, saame

EX —9/ 0 1cly_@(/1 ,7J96ly—/1 y~ ' dy),

1
EX = ——.
0—1

Niidid saame kirja panna hédlvete ruutude summa:

millest

Diferentseerides jouame vorranding:

1
2(x S —
Z 9 Dz "
mille lahend on Q(0) miinimumpunkt ja Ghtlasi vihimruutude hinnang parameetrile 6:

f n+> iz 14w
VR = ) = —
>

i=1Ti x

=

_ X . . .
kus T = % on valimikeskmine.

Momentide meetodi hinnangu letame, kui vordsustame valimi keskvddrtuse tildkogumi kesk-
vadrtusega:
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Siit, lahendades 0 suhtes, saame
A 142
Ovivg = —.
T

Loppkokkuvdties, kahe meetodiga joudsime sama hinnanguni, éVR = GAMM. Suurima toe-
pira meetod andis nendest erineva hinnangu Ogr. Uldjuhul on suurima téepdra hinnangud
efektiivsemad teiste meetoditega leitud hinnangutest.[]
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4. Vahemikhinnang

Oleme oOppinud, et valimi andmetelt leitud punkthinnang on mingisugune arv, mis on
leitud hindamaks tundmatut iildkogumi (v6i jautuse) parameetrit. Valimi vaértuste va-
rieeruvuse tottu ei lange see iildjuhul kokku iildkogumi véi jaotuse tegeliku parameetriga.
Kuid oskame iseloomustada punkthinnangu tdpsust kasutades selleks standard- ja suh-
telist viga. Alternatiivne viis hinnangu esitamiseks on vahemikhinnang, mille abil saame
edastada infot nii punkthinnangu kui ka selle varieeruvuse kohta.

Definitsioon 30 Vahemikku Iy, mis toendosusega 1 — a katab parameetrit 0, nimeta-
takse vahemikhinnanguks (ka usaldusintervalliks) parameetrile 0 usaldusnivool 1 — «.
Vahemiku otspunkte a1(x), az(x) (valimifunktsioonid) nimetatakse usalduspiirideks.

Ingl. keeles: confidence interval (CT).

Kuidas vahemikhinnangut leida. Illustreerime pohiideed jérgmise néite abil.

Niide 38 Tuletame meelde ndidet 22, kus tootja soovis hinnata kohukeste keskmist kaalu,
hindamaks kas téoliin on oigesti kalibreeritud. Oletame, et téoliini juhendist leidis ta, et
lubatud kaalude varieeruvuseks on o = 1,5g. Juhuslikult voetud 20 kohukese kaalud on
jargmised:

28.87 25.61 30.88 27.98 26.66 27.15 29.50 27.54 2774 27.94

26.42 28.04 28.28 28.49 28.50 24.46 29.11 29.13 27.831 26.25

Oletame, et saadud andmed on realisatsioonid juh. suurustest X; ~ N(u,0), i = 1,...,20.
Kasutades valimikeskmist on leitud, et i = & = 27,793g. Sellele punkthinnangule vastav
hinnangufunktsioon on X = % Yoy Xi~ N(p,0//n).

Vahemikhinnangu leidmiseks standardiseerime X :
_X-up
- o/vn

Standardsest normaaljaotusest juhusliku suuruse Z ~ N(0,1) kohta teame, et kehtib (veen-

duda!)

A

~ N(0,1).

P(=Aajp < Z < Xgp2)=1-a,

kus siimboliga Ao o on tihistatud jaotuse N(0, 1) o/2-tdiendkvantiil. Viidet iseloomustab
ka jirgmine joonis, kus tdiendkvantiili A, /o vidrtuse abil moodustatud sinine ala vastabki
toendosusele 1 — a.
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Jaotuse N(0,1) tihedus

R .
= I
RER.
=
A
= ] L]
R (098
g ]
[ ] _ _/_;.k" HHA ¥ 1 ,¥
= : 0055 | J.J|25 |
4 2 0 i 4
X

Normaaljaotuse tabelist leiame, et Ao 025 = 1,96 (veenduda!). Edasi saame:
X—pu
ag/v/n

g — g
= P(-1,96 — <X —p<1,96 —) =
( NG a )
9 X < < 1.96 7 X’)_
v SV
= P(1,96 - + X >pu>-1,9 > +X)=
n n

\/> \/>
_ o _ o
= PX-1,96  ——<pu<X+1,9% - —).
( 96— < +1, \/ﬁ)
Leidsime juhusliku intervalli (soltub juhuslikust suurusest X ). Asendades X valimi pohjal
arvutatud vddrtusega, saame selle intervalli realisatsiooni, mida nimetamegi vahemaikhin-
nanguks.

0,95 = P(—1,96 <

<1,96) =

= P(-1,9-

Kohukese ndite korral oleks vahemikhinnang keskmisele kaalule p usaldusnivool 95% selli-
ne:

o o
I, = (—-1,9- ——<u<z+1,96 - —) =
1,5 1,5
= (27,793 — 1,96 - —;27,793 + 1,96 - —) =

V20
= (27,1356;28,4504).

V20

Paneme tihele, et antud vahemiku korral
e keskpunktiks on X, mis on juhuslik;

e vahemiku saame siis, kui liidame ja lahutame sellele A\, /Qﬁ, mis on fikseeritud
tildkogumi standardhélbe- ja valimimahuga;

e vahemikhinnangu laius ¢ = 2 - A, /2% on samuti sel juhul konstantne (erinevate

valimite korral (sama mahuga) see ei muutu, muutub vaid vahemiku keskkoht).

Uldiselt voib ka laius ¢ olla juhusliku loomuga, kuid seda vaatleme jirgnevates peatiikkides.
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4.1 Uldist vahemikhinnangutest

Iga vahemikhinnang annab véirtuste hulka mingisugusele tundmatule parameetrile ja see
vaartuste hulk katab tundmatut parameetrit teatud (iisna suure) toendosusega, mida oma-
kordanimetatakse usaldusnivooks 1 — a. Uks véimalik t&lgendus usaldusnivoole on jirg-
mine.

Kui oleks voimalik votta jaotusest/ iildkogumist suure arvu B erinevat juhuslikku va-
limit ja arvutada nendelt B vahemikhinnangut, siis oleksid vahemikhinnangud tabanud
tundmatut tildkogumi parameetrit ligikaudu 1 — « juhtudel. Jargmisel joonisel on jaotuse
parameeter p teada (sest tegemist on simuleerimisiilesandega) ning jaotusest on generee-
ritud 50 valimit. Nende pohjal on leitud 50 vahemikhinnangut u-le iithe ja sama eeskirja
ning sama valimimahu korral. Ndeme, et enamus nendest tabab parameetri p vairtust
(punane punktiirjoon), kuid kolm roosat vahemiku seda ei tee. Jarelikult, on antud niites
usaldusnivoo 1 —a ~1—3/50 = 0, 94.

Vahemikhinnangud 50 juhusliku valimi korral

50

a0 40

20

10

0
|

26 27 K 29 30

Paneme téhele, et vahemikhinnangu laius (¢ = dlemine piir - alumine piir, niites 38 oli
selleks ¢ = 2), /2%) soltub ildiselt jargmistest néitajatest:

1. téiendkvantiili vidrtusest (mida korgem on usaldusnivoo 1 — «, ehk tapsus, seda
suurem on tiiendkvantiili vadrtus ja seega seda laiem on vahemikhinnang);

2. uuritava tunnuse dispersioonist (mida rohkem andmed varieeruvad, seda suurem
on dispersioon ja seda laiem on vahemik);

3. valimimahust n (mida viihem andmeid on valimis, seda laiem on vahemikhinnang).

Juhul kui vahemiku laius ¢ on ette antud, nivoo on fikseeritud ning jaotuse dispersioon on
teada, saab leida vajaliku valimimahu. Néites 38 ndem valem jargmiselt vilja:

n= (2/\a/g . %)2.
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Vahemikhinnangu leidmise iildine algoritm:

e Olgu 0 tundmatu parameeter ning x1, xa, ..., T, juhuslik valim mingist jaotusest F'(9).
e Leiame esmalt punkthinnangu 6-le, f(x) — valimi funtsioonina.

e Paneme kirja vastava hinnangu funktsiooni 6(X) ning leiame selle jaotuse (jaotus
soltub Ost).

e Jaotust kasutades leiame punktid by(6), b2(0), nii et
P(b1(0) <0(X) < b)) = 1 - @, (4.1)
kus a on ette antud.

o Kui b1(0), ba(f) on rangelt monotoonsed funktsioonid, siis neil leiduvad p66rd-
funktsioonid, mille abil saab toendosusavaldise (4.1) teisendada kujule

P(a1(X) <0< ay(X)) =1 - a. (4.2)

e Agendades teoreetilise valimi X realiseerunud valimiga x, saame, et

Iy = (a1(x), az(x))
on vahemikhinnang parameetrile 6 usaldusnivool 1 — a.

Mairkus. Matemaatiliselt korrektsem on 6elda, et usaldusvahemik katab parameetrit toe-
niosusega 1 — «, mitte et parameeter kuulub sinna vahemikku (nii rohutame usaldusva-
hemiku juhuslikkust). Praktilistes rakendustes ei rafigita ometi abstraktsest parameetrist
ega selle katmisest. Viljendutakse sisukeskselt, néiteks, 95% toendosusega on huvipakkuv
kaal 24,14 kuni 28, 45g.

4.2 Vahemikhinnang normaaljaotuse keskvaartusele

Olgu antud valim normaaljaotusest, z1, z2, . .., Zn < N(u,0), kus g on tundmatu. Tahame
leida g vahemikhinnangut I,,.

Teoreem 9 [vahemikhinnang jaotuse N(u, o) keskvidrtusele] Kui valim on normaaljao-
tusest N(u, o), siis kahepoolne usaldusvahemik parameetrile u usaldusnivool 1 — o on

I,=z+X o teada, (4.3)

o
a/2ﬁa
I,=z+ ta/Q(f)%, o tundmatu, (4.4)

kus s on valimi standardhilve, A, /o ja to/o(f) on vastavalt jaotuste N(0,1) ja t(f) «/2-
taiendkvantiilid, f =n — 1.

Toestus.
Margime, et to(f) — Ao protsessis f — 0o, sest t-jaotus ldheneb jaotusele N (0, 1).

Vahemikhinnangu saame iildisest algoritmist, mis on kirjeldatud punktis 4.1.
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Votame punkthinnanguks valimikeskmise i = z. Vastava statistiku korral kehtib

1 & o
X=-N"X,~N(u, —
nzz; (3 (M?\/ﬁ)?
X—p
o/\/n

Leiame jaotuse N(0,1) tdiendkvantiili A,/ (nt tabelist), siis kehtib

~ N(0,1). (4.5)

P(_/\a/Q < < )\a/g) =1- o, (46)

X—pu
o//n
millest sulgude sees teisendades (tdendosus ei muutu) saame

o - o
1— = P(-dpp—=<X—pu<Ayp—
o ( a/2 NG K a/2 \/ﬁ)
- o - o
= P(X - Aa/?% <p<X+ >\a/2%)~
S_aime juhuslikud usalduspiirid, mis katavad parameetrit p tGenfosusega 1 — «. Asendades
X = 7, saame usaldusvahemiku I, kujul (4.3).

Teise seose toestus on analoogiline. Vitame j = #. Kuna X-statistiku normeeritud kujus
(4.5) on o tundmatu, kasutame tema hinnangut s = (25> 7" | (X; — X)?)1/2, Saadud
juhusliku suuruse jaotus on meil teada Teoreemist 6,
X—p
s/\/n

Leiame tabelist ¢, /5(f), mille abil saame kirjutada:

tf), f=n—1. (4.7)

P(—tua(f) < X/;g <top(f)=1-a. (48)

Teisendades sulgude sees toendosust muutmata saame
5
Vn

_ S _
= P(X —ta/g(n— 1)7 <pu<X +ta/2(7’L— 1)

NG

Asendame statistikud s ja X viirtustega valimist (s ja X), saame usaldusvahemiku [ "
kujul (4.4).0

1 —a=P(~tqp(n—1) <X —p<typn—1)—7)=

4.2.1 Uhepoolsed vahemikhinnangud

Praktikas tekib monikord vajadus {ihepoolsete vahemikhinnangute jirele (a; = —oo voi
as = 00).

Toendosuslike viidete kirjapanekul piirdutakse sel juhul vaid iihepoolsete vorratustega,
mis toob kaasa a/2-tdiendkvantiili asendamise a-téiendkvantiiliga.

P<f/?/g</\a>:1—a,

Niiteks viitest

65



saame usaldusnivool 1 — « iihepoolse usaldusvahemiku (ndidata iseseisvalt!)

o
V'
Juhul kui I, = (27, 65; 00) on leitud usaldusnivool 1 —a = 0,99, siis voib seda tolgendada
jargmiselt: toendosusega 99% on keskmine kohukese kaal suurem kui 27, 65¢.

I, =(Z— X\ 00).

4.3 Vahemikhinnang normaaljaotuse standardhéilbele ja dis-
persioonile

Analoogiliselt keksviirtusega saame konstrueerida vahemikhinnangut dispersioonile ja
standardhilbele. Jargmine teoreem annab vastavat eeskirja normaaljaotuse korral.

Teoreem 10 (vahemikhinnang jaotuse N(u, o) dispersioonile ja standardhilbele)
Olgu x1, 3, ..., T, juhuslik valim normaaljaotusest N(u,c?). Siis dispersiooni o
vahemik usaldusnivool 1 — o on

usaldus-

L2 = (k}s? k3s%)
ja standardhdlbe o usaldusvahemik on
Iy = (K18, kas),

kus

ki L A T

b Qa/Q(f)’ > Q1—o¢/2(f)’
ja qa(t) on X2(f)-jaotuse a-tiiendkvantiil.

Toestus. Votame o2 punkthinnanguks 62 = s2

1 _
2 o 2
s-n_IZ(XZ X)?,

=1

ning uurime vastavat statistikut.

kus X; ~ N(u,0?) on sdltumatud juhuslikud suurused. Arvestades Jirelduse 3 tulemust,

1 « _

S XP ), fmne
=1

saame

s ~x2(f)-

Kasutades jaotuse tdiendkvantiile g, /2(f) ja q1—a/2(f) kehtib véide

o2

P@-ajalf) < 1387 < aopalF) =1~

millest

P(fSQ/QOz/Q(f) < o’ < fSZ/Chfa/Q(f)) =l-a
Asendades s? tema arvulise viidrtusega s, saame usalduspiirid dispersioonile. Véttes ruut-
juure vorratuse koikidest pooltest tdenfdosus ei muutu. Nii saame usalduspiirid ka standard-
hélbele (samal usaldusnivool 1 — ). O
Paneme tihele, et standardhilbe o korral oskasime esmalt leida usaldusvahemiku tema
funktsioonile o2, millest saime otsitava usaldusvahemiku o jaoks. Mirgime, et kui n on
viike, siis I 2 on viga lai.
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4.4 Vahemikhinnang normaaljaotuse keskvaartuste vahele

Sageli tahetakse vorrelda erinevate gruppide keskmisi. Niiteks, kas keskmine viljasaak
hektari kohta iihes maakonnas erineb keskmisest teises maakonnas? Leitakse juhuslikult
valitud farmide keskmised viljasaagid T ja §. Kui need erinevad, kas see viitab siis tegelikule
maakondade erinevusele vdi on erinevus tingitud valimi juhuslikkusest? Ulesandeks on
hinnata vahet p1 — po. Kui I, ,, asub tervenisti reaaltelje positiivsel poolel, on p1q > ps.
Usaldusvahemik annab voimaliku erinevuse suuruse (usaldusnivool 1 —«). Kui I,,, —,,, asub
tervenisti reaaltelje negatiivsel poolel, saame viita, et pu1 < po. Kui I, _,, sisaldab 0, ei
saa viita, kumb vaartustest p; voi po on suurem.

Siin tuletame vahemikhinnang keskvéirtuste vahele normaaljaotuse korral. Esmalt aga
tuletame hinnangu normaaljaotuse dispersioonile suurima toepéra meetodil (ldheb hiljem
vaja).

Lemma 23 Olgu antud kaks soltumatut valimit x1,x2, ..., Tn, J0 Y1,Y2, . - ., Yn, vastavalt
normaaljaotustest N (p1,0) ja N(uz,0), ehk jaotuste standardhdlbed on vordsed. Sel juhul
nihketa hinnang jaotuse dispersioonile o kahe valimi pohjal suurima téepira meetodil on
kugjul

2 _ (= 1)si+ (ny — 1)s3

= ) 4,
§ ny+no —2 (4.9)

Tdestus. Kahe valimi iihiseks toeparafunktsiooniks on

L(,“llv“?a 02) - L(,u'h UZ) : L(/'L270—2)7

mis normaaljaotuse tihedusfunktsiooni valemit kasutades saab kuju:

1 1
2y _ —5,2 Qu1,p2)
Ll p,0%) = (27T02)(n1+n2)/2 e 2 R, (4.10)
kus
ni n2
Qs o) = [ (i — ) + 3 (i — 2)?].
i=1 i=1
Seosest (4.10) saame logaritmilise toeparafunktsiooni
ny + no 1
U, p2,0%) = — 5 In(270?) — 552 @1, H2). (4.11)

Viimase diferentseerimisel ja seejérel nulliga vordsustamisel saame vorrandisiisteemi:

o LS o — ) (1) =0

= ~53 i —p1)(—1) =0,

8,ul 20 izl

ol 1 &

P S 2y — ) (<) =0

D -

O 20 P

or ny+ng 1 1 B
@ = B) 271'0'2 2 + ﬁ Q(/Ll,ﬂg) = 0.

Vérrandisiisteemi lahendid on parameetrite g, po, 0 suurima téepira hinnanguteks:

1=z,



H2 =Y,

ny na
1

o Qp, po) ( 2 2)
o e s ;( 1) ;(y p2) (4.12)
Arvestades vordusi
5% = n11—1 (I‘Z — {i‘)Q, (413)
s3 =5 Y (wi — )%, (4.14)

saame 62 esitada valimidispersioonide abil:

52— (ny —1)st + (ng — 1)83_

n1 + no

Kuna Es% = o2, siis
ni+ng—2 ,
—0".

n1 + no

Eo? =

Eelnevat arvestades saame nihketa hinnangu dispersioonile o2 kujul:

2 (m—1Dsi+(n2—1)s3
ni+ng —2

, (4.15)

mis ongi teoreemi viide (4.15). O

Saadud tulemuse abil on niiiid lihtne nédidata jargmise teoreemii kehtivust.

Teoreem 11 (I,,_,, + kindlate eeldustega dispersioonide kohta) Olgu x1,22,...,zp,
valim normaaljaotusest N(ui,01) ja sellest soltumatu valim y1,y2, ..., Yn, normaaljaotu-
sest N(u2,02), siis usalduspiirideks keskvidartuste vahele on

[ 2 2
Ly =T — 9% Aypo % + %7 kui 0%, o3 on teada (4.16)

Jja
. L1 S 2 2 2
Ly =% —yEtan(f) s - + o’ kuiof =05 =0
on tundmatu, (4.17)
kus ni Y ng L \2
&2 — 2 i (@i —%)" 4+ 322 (Y — 9) 7 F=ni+ny—2.

ny +no — 2

Tdestus. Votame 1 — po punkthinnanguks & — 3. Vaatame statistikut X — Y. Siin

N 2.
X =— ZXZ-, kus X; ~ N(u1,01),
[ R
1 &
Y = TTZYZ, kus Y; ~ N(u2,02),
2
=1
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E(X_Y):/u’l_u27

2 2
DX-V)=224+22
ni no

Téhistades d = 07 /n1 + 03 /ng, vaatame jirgmist normeeritud statistikut

X =Y — (1 — p2)
Vd

~ N(0,1).

Seega

X -V — (m — o)
Pl —Xyp < < Ay =1—-aq,
( /2 Vd 2

millest - o
1{X—Y—Awﬂ@<yrﬁm<X—Y+Awﬂ@>:1—m

kust saame usaldusvahemiku I, _,, teoreemi 11 esimese juhu jaoks.

Kui 0? = 03 = 02, kuid tundmatu, siis kasutame Lemmas 23 saadud nihketa hinnangut

o%-le kahe valimi pohjal,

ny+ng — 2

. \/zmxi X+ (G -T)?

Seega statistiku kuju tuleb jargmine:
X —Y — (1 — po)
1,1 )
S\ T

Jagades statistiku (4.18) lugejat ja nimetajat standarthilbega o, saame selle viia kujule:

(4.18)

(X—Y—(M—uz))/(U ,%JF%)

s/o

kus niiiid lugeja on normaaljaotusega N (0, 1). Uurime nimetaja ruudu jaotust

Sj _ U%Z?:ll(Xi - X)? + %Z?:Ql(yz —-Y)?
o2 ny+ng —2 '

Vastavalt Jireldusele 3 teame, et lugeja liidetavad on vastavalt x2(n; — 1) ja x%(ng — 1)
jaotusega. Teoreemi 3 jérgi on lugeja x2(n1 + na — 2) jaotusega ning Teoreemi 6 pohjal on
suurus (4.18) t-jaotusega parameetriga ni + ngy — 2. Saame

X =Y — (1 — po)
1 1
S\ T s

kus f = mni + ng — 2. Sellest jareldub vahetult usaldusvahemik I, ,, teisel juhul. [J

P _ta/2(f) < < ta/2(f) =1-a,

Eelmise teoreemi véited soltuvad eeldustest o ja o2 kohta. Sageli on need praktikas tund-
matud ja on raske otsustada, kas need on iildkogumis vordsed voi mitte. Siis on abiks
jirgmine tulemus, mis ei s6ltu eeldustest normaaljaotuse dispersioonide kohta. Selle mii-
nuseks on see, et saadud valem on ligikaudne.
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Teoreem 12 (I, _,, ilma eeldusteta dispersioonide kohta) Olgu x1,z2,..., 2y, ju-
huslik valim normaaljaotusest N(u1,01) ja sellest soltumatu juhuslik valim y1,y2, . .., Yn,
normaaljaotusest N(ug,02), kus molema ildkogumi dispersioonid on tundmatud.

Sits usalduspiirideks keskvidrtuste vahele usaldusnivool (1 — «) on ligikaudselt

I,ul—,uz ~ j_gitaﬂ(f) (4'19)
kus s? ja s3 on valimite dispersioonid ja )
(5 +52)
o _|_ —Z
ni no
F= @ ey | (4.20)
ny—1 no—1

Tdoestus. Analoogiliselt eelmisele teoreemile moodustame statistiku

X =Y — (1 — p2)
52 2 ’
Va+ g

kus s? on punkthinnangule (4.13) ja s3 on punkthinnangule (4.14) vastavad hinnangu-
funktsioonid. Huvitume statistiku 71" jaotusest.

T —

2 2
Selleks kirjutame 7' teisel kujul jagades nimetajat ja lugejat suurusega d = 4/ % + %,

XY —(p1—p2)
T=—94 (4.21)

2 2
5152
ny o ng

d

Paneme tdhele, et avaldise (4.21) lugeja on jaotusega N(0, 1). Uurime, kas on voimalik

viia nimetaja kujule ?, kus Y ~ x2(f). Selleks vaatleme nimetaja ruutu,

y 242
o= ma (4.22)
f

0'2 0'2
d+d
Hii-ruut jaotuse kohta teame, et kui Y ~ x2(f), siis EY = f ja DY = 2f, millest

E(?)zlﬁD(?)z?. (4.23)

Tuletame konstandi f vAartuse lahtudes nendest vorranditest. Alustame keskvairtusest:

82 82
Y mr T 7 1 s? | s} 1 1 1
e(7)-e (s ) -zt G ) - (e eed).
T AT T
Arvestades, et nihketa hinnangute tottu on E(s?) = 0? ja F(s2) = 03, vordub keskviidirtus

E <§> ithega. See kinnitab kiill hii-ruudu olemasolu, kuid ei anna vastust sellele, millega

vordub Y ja millega vordub f. Uurime dispersiooni:

Y S% s% 1 2 2
oo o S S

%1 93 o o
mtm)  (B+2) b
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Kuna valimid z1, ..., Zn, ja Y1, ..., Yn, on omavahel soltumatud, siis on ka soltumatud hin-
nangufunktsioonid s? ja s2. Peame teadma veel D(s?). Kirjutame s? teisel kujul:

2 RS o2 2 1
S1= nlflz(Xi_X) :U1n171217

i=1

kus Z; = Ji% S (X — X)? ~ x%(n1 — 1) Jirelduse 3 kohaselt. Kasutades hii-ruut jaotuse

dispersiooni (2(n; — 1)), saame

D(s2) =D 2 Tl =—"1 pz —_ "1 9 1y =%
= (01 n—1 1) (=127 (1 —1)? =) (n1—1)
Asendades saadud tulemused vorrandisse (4.24) saame dispersiooni jaoks kuju:
Y 2 ol o
b\7)= s > 4.25
<f> (2 +2) (n%<n1—1> n3(ny — 1) (4.25)
ni no

Kasutades tulemust hii-ruut jaotuse dispersiooni kohta (4.23), saame et avaldis (4.25) peab
vorduma 2/ f. Sellest saame tuletada f:

2
(3+2)
f=—0n - 203 (4.26)
n?(n1—1) n2(n2—1)

Asendades niiiid saadud f avaldise (4.26) vorrandisse (4.22) on voimalik huvilistel tuletada
avaldise juhusliku suuruse Y jaoks.

Saadud avaldis (4.26) hii-ruut jaotuse parameetri f jaoks voib anda reaalarvu. Teame aga,
et hii-ruut jaotuse parameeter peab olema tiisarv. Sellisel juhul on voimalik iimardada
saadud f vAdrtust tdisarvuni. Siiski viiksema f védrtuse korral saame laiema vahemik-
hinnangu I,,_,,, seega iimardamisele on eelistatavam avaldise (4.26) téisosa vOtmine.
Moélemad manipulatsioonid parameetriga f muudavad juhusliku suuruse Y jaotust. Kuid
on niiidatud, et juhuslikk suuruse Y ligikaudseks jaotuseks jaib siiski x2(f).

Toestuse alustasime statistiku 7' (4.21) jaotuse otsimisega. Leidsime, et selle lugeja on
standardse normaaljaotusega. Nimetaja on kujul \KY/ f), kus Y =~ x%(f). Kasutades
Teoreemi 5 tulemus saame, et T = t(f), kus f on avaldise (4.26) tédisosa. Vahemikhinnan-
gu edasine tuletuskiik on analoogiline eelmistele teoreemidele. [

Mairkused viimasele teoreemile:

e Sulud |a| tdhistavad arvu a tiisosa, a € R.

e Eelmine teoreem kehtib molemas olukorras: 03 # 03 ja 03 = 03, seega saab teda

rakendada juhul, kui meil puudub mingisugune teave UK dispersioonide kohta.
e Meetodit f avaldamiseks tuntakse Welch-Satterthwaite nime all.
e R-is saab leida vahemikhinnangut jargmise kisu abil:
t.test(valiml,valim2,var.equal=FALSE)

voi lihtsalt
t.test(valiml,valim2)
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4.5 Vahemikhinnang muutusele

Jargnev peatiikk pohineb &pikul Traat(2006), lk. 102-103.

On iilesandeid, kus moodetakse samu objekte enne ja pirast mingit protseduuri ja tahetak-
se hinnata toimunud muutust (edaspidi A). Siis on kaks valimit soltuvad (enne x1, x2, ..., Tp
ja parast Y1, Y2, ..., Yn)-

Sel juhul moodustatakse A usalduspiiride Ia leidmiseks uus tunnus:

Zi = Yi — Ty, i:1727"‘7n7
mis on juhusliku suuruse Z; realisatsiooniks. Kasutatavaks mudeliks on jérgmine eeldus:
Zi=Y;— X;~ N(A, o2).

Parameetrid on siin tundmatud. Joudsime tuttava iilesande juurde. Meil on andmed z; nor-
maaljaotusest ja on vaja anda vahemikhinnang normaaljaotuse keskvédrtusele (juhul kui
dispersioon ¢2) tundmatud). Teoreemist 9 saame sellele vastuse, mille sdnastame omaette
teoreemina.

Teoreem 13 Ulalkirjeldatud soltuvate valimite korral on vahemikhinnang keskvidrtuste

erinevusele A jargmine:
Sz

\/ﬁ’

In=z+ ta/2(f)

kus f=n—1,2=23" 2 ja

= (o)

=1

on hinnanguks juhusliku suuruse Z; standardhdlbele o,.

4.6 Rakendus binoom- ja Poissoni jaotuse parameetritele

Varasemast teame, et juhul kui hinnang on avaldatav valimikeskmise (z) abil ja valimi-
maht on suur, siis hinnangu jaotuse ldhendamiseks sobib normaaljaotus. See fakt péhineb
tsentraalsel piirteoreemil (TPT):

Teoreem 14 (Tsentraalne piirteoreem) Olgu X, Xo, ... soltumatud, sama jaotusega
juhuslikud suurused, kus EX; = p, DX; = o2 (loplikud). Olgu Y, = X1 + Xo + ... + X,,,

siis m — 0o kehtib, et
Yo,—EY, Y,—nu p

= — N(0,1)
V DYn V 7’LO’2
Teiste sonadega, suure valimi korral valimikeskmise jaotus on ldhendatav normaaljaotuse-
ga,

o
%)7
kus stimbol As jaotuse nime ees tdhistab ligikaudset jaotust (ingl. keelsest sonast asympto-
tical). Seega, AsN () vastab ligikaudsele (asiimptootilisele) normaaljaotusele. Mida suurem

on valimimaht n, seda ldhedasem on jaotus nomraaljaotusele.

- Y,
Y, ~ AsN(nu,o0v/n) = X =~ ~ AsN(u,
n

Tsentraalse piirteoreemi abil on véimalik tuletada vahemikhinnangud nii binoomjaotuse
parameetrile p (vilendab osakaalu, voi huvipakkuva siindmuse toenéosust) kui ka Poissoni
jaotuse parameetrile A, mis on samal ajal ka jaotuse keskvéartus.
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4.6.1 Vahemikhinnang binoomjaotuse parameetrile p iihe valimi korral

Olgu Y ~ Bin(n,p), kus p on tundmatu parameeter ja n on teada ning on suur. Leiame
I, usaldusnivool 1 — « ligikaudselt tsentraalse piirteoreemi abil.

e Teame, et binoomjaotust voime vaadelda Bernoulli jaotuste summana, st

n
Y = ZX" ~ Bin(n,p), kus X; ~ Be(p), soltumatud.
i=1

e Teame samuti, et nihketa ja mdjus hinnang parameetrile p (Bernoulli jaotuse kesk-
vaartus!) on
2T

n

=I.

p="2 ehk teisiti p =
n

e Rakendades TPT, saame

Y S 1—
b= =X ~ AsN(Ep,/Dp) = AsN (p, M) .

Viimane viide kehtib sest:

e Normeerime hinnangufunktsiooni,
p—p
p(1-p)

n

~ AsN(0,1).

e Normaaljaotuse tédiendkvantiilide abil saame vilja kirjutada toenfdosusavaldise (mérk
on =, kuna kasutame ldhendamist normaaljaotusega),

l—-a=xUP —)\a/2<ﬂ
p(1—p)

< )\a/g

n

e Saab niidata, et teisendades toenfdosusavaldist nii, et see moodustaks vahemiku pa-
rameetri p jaoks, jouab jargmise tulemuseni:

VP = B)/n+ X2 5/ (4n?)

I,~p+ )\ , 4.27
kus \2 J(2n)
P+ AL 2n
p= + (4.28)
1+ )\a/Q/n

e Avaldist (4.27) nimetatakse vahemikhinnanguks parameetrile p Wilsoni skoori
meetodil (1927).
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Teine levinud meetod vahemikhinnangu leidmiseks on nn Waldi meetod.

e Liéhtume taas normeeritud kujust, kuid hinnangufunktsiooni p dispersiooni
D(p) = @ asemel kasutame mojusat dispersiooni hinnangut D(p) = pl-P),

P~ AsN (p, p(l—p))
n

e Vastav toendosusavaldis on jarelikult

_p—p
)

n

l—-a=xP _>\oc/2< )‘a/Q

e Teisendame selle nii, et saaks alumise ja iilemise piiri p jaoks:

. [p(l —p . [D(1—p
1—a%P<p—)\a/2 p(np)<p<p+)\a/2 p(np)>

e Agendades hinnangufunktsiooni p valimi pohjal leitud punkthinnanguga p saame
usaldusintervalli Waldi meetodil:

I~ (;a s 13(171—p)> . (4.29)

Mirkus. Vaatamata sellele, et nii (4.27) kui ka (4.29) téotavad seda paremini, mida suu-
rem on n (sest on tuletatud kasutades TPT), on nédidatud, et (4.27) on siiski tdpsem. Valem
(4.29) to6tab hiasti siis kui kehtivad tingimused: np > 10 ja n(1 — p) > 10. On voimalik
konstrueerida nn tépset vahemikhinnangut parameetrile p, kuid see néuab rohkem teadmisi
(nditeks Beta jaotuse kohta). Huvilised voivad uurida siin: http://arxiv.org/abs/1303.1288

Niide 39 Uhes linnaosas otsustati rajada jalgrattatee. Uheks huvipakkuvaks ndiitajaks on
jalgratta omanike osakaal. Osutus, et juhuslikult valitud 48 inimese seast 16 omab jalgra-
tast. Konstrueerime vahemikhinnang rattaomanike osakaalule p usaldusnivool 95%.

1. Wilsoni skoori meetod. Paneme tdhele, et punkthinnang p-le on p = % = 0,333.
Vahemikhinnang:

/0,333 -0,667/48 + 1,962/(4 - 482)
1+ 1,962/48

;o 03334 1,962/(2 - 48)
P 1+ 1,962/48

+1,96-

= 0,346 £ 0,129 = (0, 217; 0,475).

2. Waldi meetod.

I, ~ 0,333+ 1,964/0,333 - 0,667/48 = 0,333 £ 0,133 = (0,200; 0,466).
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4.6.2 Valimimahu mairamine binoomjaotuse osakaalu usalduspiiride
jargi

Téhistame usaldusvahemiku laiust ¢. Olgu see ette antud (fikseeritud). Usaldusnivoo 1 —«

ja laiuse abil saab leida ligikaudse valimimahu (ise/).

1. Wilsoni skoori meetod:

B 2N2 G — A2 % & \/4A3/2ﬁ4(ﬁq — )+,

n = 2 ,
kus g =1-p.
2. Waldi meetodi kohaselt,
4)\3/2pq
n=—%4.
2

Paneme téhele, et molemad néuavad p teadmist. Juhul kui puudub info hinnangu kohta,
siis asendatakse pg funktsiooni maksimumiga (1/4). See viib nn konsermatiivse valimima-

huni.
Niide 40 Soovime jolgrattaomanike ndites vahemikhinnangut latusega ¢ = 0, 1. Siis

o Wilsoni meetodi kohaselt peaks valimisse vétma

2-1,96%-0,25 — 1,962 - 0,01 + /41,967 - 0,25(0,25 — 0,01) + 0,01 - 1,964 .

"= 0,01
o Waldi meetodiga
4-1,962

nimest.

Ndieme, et antud juhul et erine meetodid kuigi palju.

4.6.3 Vahemikhinnangud suvalise jaotuse parameetritele

Jargnev peatiikk pohineb opikul Traat (2006), lk. 95-98.
Olgu 6 punkthinnang (asiimptootiliselt nihketa) parameetrile 6 ja olgu 6 vastav toenio-
susfunktsioon. On toestatud, et protsessis n — oo kehtivad enamasti jargmised jaotuse

jargi koondumised:

0 —
b N, 1),
Do
o0, No),

vV Do
kus D@ on dispersiooni Do mojus hinnang. See omadus laiendab diretult statistika voi-
malusi, 6eldes, et teatud valimimahust n alates on enamus statistikuid ligikaudu normaal-

jaotusega, 9~A3N(0, vV Dé), voi 9~A5N(9, V D@)

(6]



Teoreem 15 [normaaljaotusega lihendamine ihe valimi korral] Kui
statistik 9~A3N(9, vV D@), stis 0 usaldusvahemik ligikaudsel usaldusnivool 1 — o on:

Iy = 6+ Aaj2V Dé, kui DO ei soltu tundmatust parameetrist 0,
Ip=0+ Aaj2V ﬁé, kui DO soltub tundmatust parameetrist 0.

Vahemikhinnang osakaalule p Waldi meetodil ongi teoreemi teise viite rakendus.

Mirkused teoreemile normaaljaotusega lahendamisest

1. Vahemikhinnangud, mis baseeruvad teoreemile normaaljaotusega ldhendamisest, keh-
tivad ainult suure n korral. Samas pole suure n moiste tapselt fikseeritud.

2. Usaldusnivoo on sel juhul ligikaudu 1 — «. Ligikaudsus on seda suurem, mida rohkem
erineb 6 normaaljaotusest antud n korral.

3. Tegelik katmistoendosus voib olla nii viiksem kui ka suurem (1 — a)-st.

4. Statistikapakettides voetakse sageli A, o asemel /2( f). Usaldusvahemik on siis pi-
gem laiem ja ollakse nn "kindlamal poolel" (usaldusvahemiku alahindamine on eba-
soovitavam kui iilehindamine).

4.6.4 Rakendus Poissoni jaotuse parameetrile

Tuginedes teoreemile normaaljaotusega lahendamisest saab kirja panna ka vahemikhinnangu
Poissoni jaotuse parameetrile.

Jéareldus 5 Suure valimi korral on dldkogumijaotuse Po(u) parameetri vahemikhinnan-
guks

Usaldusnivoo on I, korral ligikaudu 1 — a.

Téestus. Olgu valim x1, .., z, realiseerunud teoreetilisest valimist Xy, ..., X,, kus

X; ~ Po(p) ning soltumatud. Olgu valimimaht n suur. Kuna g on jaotuse keskvéirtus,
siis selle hindamiseks sobib valimikeskmine, i = Z. See on nihketa ja mdjus hinnang
parameetrile p.

Vastavalt Teoreemile 15 peame leidma D(f1) et teada saada, kas saadud avaldis soltub
parameetrist g voi mitte. Arvestades, et Poissoni jaotuse korral EX; = DX; = p ning X;
on soltumatud, saame

. _ 1 & 1 & 1 & L
D(N):DQQ:D(”Z)Q):nQZDXiZRZZ,u:n.
=1 =1 =1

Néeme, et D(f1) avaldis soltub tundmatust parameetrist i, seega peame rakendama Teo-
reemi 15 teist viidet, mille kohaselt tuleks D(ft) hinnata valimi pohjal:

3| &

Asendades saadud avaldist Teoreemi 15 teises viites, saamegi jirelduse toestatud. [J
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4.6.5 Vahemikhinnang kahe osakaalu vahele

Jargnev peatiikk pohineb opikul Traat (2006), 1k. 104-105.

On toestatud, et analoogiliselt normaaljaotusega ldhendamisega iihe valimi korral, kehtivad
koondumised ka kahe parameetri vahe korral. Vastavate vahemikhinnangute usaldusnivoo
on ligikaudu 1 — «, seda tdpsemini, mida suurem on valimimaht. See pohineb asjaolul, et
protsessis n — oo toimuvad jaotuse jargi koondumised:

X—Y—(Ml—uz)_>
DX _ V)

N(0,1),

X-Y—(u-p)
DX -Y)

N(0,1).

Olgu meil kaks valimit Bernoulli jaotustest Be(p;1) ja Be(pz2), kus parameetrid on p; ja
p2, mida voiks néiteks interpreteerida kui nihtuse A pooldajate osakaalu mingil ajahetkel
Tallinnas ja Tartus.

Meid huvitab osakaalude vahe usaldusvahemik I, _p,.

Teeme nendest jaotustest vastavalt n; ja no vaatlust.

Téahistame: y; — néhtuse pooldajate arv esimese valimi korral ja yo — pooldajate arv teise
valimi korral. Siis Y1 ~ B(n1,p1) ja Yo ~ B(ng, p2). Jirgnev teoreem kehtib suurte valimite
korral.

Teoreem 16 (Usaldusintervall I, _,,) FEespool kirjeldatud eelduste korral on vahemik-
hinnang osakaalude vahele ligikaudsel usaldusnivool 1 — a jargmine:

S p1(l—p1)  p2(l —p2
Ipl—pz = |P1—P2 i)\a/Q\/ ( ) + ( )

ny n2

Tdestus. Toimime {ildise algoritmi jérgi, mis on kirjeldatud punktis 4.1.
1) Votame vahe p; — py punkthinnanguks p; — po, kus

. Y1 R Y2
p1 = , D2 = .
ni no

2) Vaatame vastavat hinnangufunktsiooni ja selle jaotust:

. . Y
P1—P2=———.
ni noy

Leiame:
E(p1 — p2) = p1 — p2,
i) = pi(l—p1) | p2(l —po)

D(p1 — p2 - :
ny no

Kui n1 ja ng on suured, siis vaadeldav statistik on ligikaudu normaaljaotusega:

~ ~ 3. 1 —a ~ 1 S
ni n9

7



mille normeerides saame

p1 — P2 — (p1 — p2)
\/ﬁl(lfﬁl) + p2(1—p2)

ni no

~ AsN(0,1).

3) Moodustame toendosusavaldise:

p1— P2 — (p1 — p2)
\/pa(l—pa) | p2(l-p2)

ni n2

l—a~xP —)\a/2< </\a/2

4) Teisendades viimast avaldist (p; — p2) suhtes saamegi vahemikhinnangu kahe osakaalu
vahele:

. p1(1—p1) | p2(l — p2)
I, _,, =Dy —PyEt A
p1—p2 = P1 — P2 a/Q\/ - + " )

usaldusnivooga ligikaudu 1 — . OJ

Niide 41 Uks meditsiiniline ajokiri avaldas andmeid vihihaigete patsientide arvu kohta,
keda raviti kahe erineva metoodika abil. Esimise korral, raviti patsiente ainult kiiritusega.
Selgus vdlja, et 154 patsiendist 76 jiid 15 aasta jooksul ellu. Teised libisid lisaks kemote-
raapiat. Sellistest 164 patsiendist jdi ellu 98 vaadeldava perioodi jooksul.

Olgu py ellujidnute patsientide arv, keda raviti meetodika I abil ja ps vastavalt metoodika
IT abil. Punkthinnangud on:

76 98
N = 0,494 ja po = — = 0,598.

T 154 164
Vahemikhinnang osakaalude vahele usaldusnivool 99% on siis

0,494-0,506 0,598 0,402 _

Iy —py = 0,494 — 0,598 + 2, 58\/ 0 o

= —0,104 + 0,143 = (-0, 247; 0,039).

Ip,—p, = (—0,247; 07039)
o Vahemikhinnang on killaltki lai. Selle pohjuseks:

— korge usaldusnivoo;

— mitte prisavalt suured valimimahud.

o Vahemik sisaldab nulli, mis vittab sellele, et antud valimite korral erinevust meetoo-
dikates ei selgu.
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5. Hupoteeside kontroll

Antud peatiikis uurime veel iihte véimalust jaotuse tundmatu parameetri hindamiseks ju-
husliku valimi pohjal. Kuid selle asemel, et leida valimi véértuste pohjal sellele hinnang voi
viartuste vahemik, pakkume koigepealt sellele mone hiipoteetilise vidrtuse. Seejérel valimi
pohjal saadud informatsiooniga piiiiame hiipoteesi kinnitada voi kummutada. Antud pea-
tiikis tuletame meelde juba tuttavaid algoritme (kursusest "Tdendosusteooria ja statistika
['") hiipoteeside kontrollimiseks, opime uusi voimalusi ning kirjeldame antud algoritmide
omadusi teoreetiliselt.

Siinkohal tegeleme vaid parameetriliste hiipoteesidega, mis kujutavad endast véidet iild-
kogumi jaotus(t)e parameetrite kohta.

5.1 Parameetrilistest hiipoteesidest iildiselt

Huvitagu meid iildkogumis tunnus (ehk juhuslik suurus) X ~ F(0) (F tdhitab suvalist
jaotust), kus € on tundmatu. Oletame, et uurijal on 6 viirtuse kohta teatud oletus, mida
ta soovib kontrollida valimi x1, z9, ..., x, abil. Parameetriline statistiline hiipotees sonas-
tatakse véidete paarina:

nullhiipotees Hy : 6 =0,
alternatiivhiipotees  Hy : 6 # 6.

Voimalikud variandid on ka Hg: 6 < 6y voi Hy : 0 > 0. Hiipotees H1 on Hy taiend.

Nidide 42 Tehases toodetakse tihte titpi detaile, mille eluiga (tundides) on normaaljaotu-
sega juhuslik suurus, N (100, 3). Et seda eluiga pikendada, téotati valja uus valmistamise
tehnoloogia. Loodetakse, et uut titp: detailide eluiga on samutt normaaljaotusega juhus-
lik suurus, N(u, 3), kus p > 100 (esialgu oletame, et standardhdlve ei muutu, ehk uute
detailide eluea varieeruvus jiab samaks). Seega, soovitakse tehases kontrollida jargmist
hiipoteeside paari:

Ho: p=100 wersus Hi:p > 100.

Vaikimisi on siin tehtud eeldus, et wut titpi detailide keskmine eluiga ei saa olla kehvem
kut vana tiipi oma.

Hiipoteeside sdnastamisel voetakse arvesse jirgmisi punkte:

e Hj kirjeldab tasakaalu olukorda voi seni kehtinud olukorda (uut tiiiipi detilide kesk-
mine eluiga jaab samaks).
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e H; kirjeldab olukorda, mis uurijat huvitab, seda véidet soovib uurija toestada (kesk-
mine eluiga pikeneb).

e Viidet Hj ei saa toestada, 6eldakse, et selle juurde jaddakse, Hy kummutamisel aga
loetakse H; toestatuks.

e Nii kummutamisel kui ka jédmisel on olemas risk teha vea.

e Hiipoteeside kontrollieeskiri konstrueeritakse nii, et vea tegemise toendosus on viike
(6igemini kahte tiiiipi vea toenfosused).

Monikord liigitatakse hiipoteesid jargmiselt

e lihthiipotees (ka kahpoolne hiipotees) — viide parameetri ithe vdartuse kohta (Hy :
6 = 6y),

e liithiipotees (ka ithepoolne hiipotees) — viiide parameetri védrtuspiirkonna kohta
(Hg : 0 S 00)

Naiide 43 Jdtkame eelmise nditega, kus soovisime kontrollida hiipoteeside paari
Hy: p=100 wersus Hp:p > 100.

Hiipoteeside paari kontrollimiseks voetakse juhuslik partii detailidest, mis on valmistatud
uue tehnoloogia jdargi, ning saadakse eluea vidrtused x1, ..., x,. Nende pohjal leitakse vali-
mikeskmine T, sest varasemast teame juba, et valimikeskmine on "hea"hinnang normaal-
jaotuse keskvddrtusele p. Otsustatakse, et hiipoteeside paari kontrollimiseks kasutatakse
jargmist eeskirja:

kui £ — 100 > C’, siis Hy on toestatud;

voi alternatitvselt,
kui x > C, siis Hy on toestatud.

Siinkohal nii C" kui C on mingid konstandid, mida tuleks kuidagi paika panna. Paneme
kohe tihele, et otsustamise kriteerium on sama titipi mis Hi. Kui huvituksime kahepoolsest
hiipoteeside paarist Hy : p = 100 versus Hy : p # 100, siis ka otsustamise kriteerium oleks:
kuwi |z — 100 > C', siis Hy on toestatud.

Kriteeriumi sonastamisel nieme, et erinevate C' wvddrtuste korral saame erinevaid kri-
teeriume. Samuti juhul, kui T asemel votame muu hinnangu (nditeks mediaani), saame
moodustada erinevaid kontrollimise eeskirju. Siit véivad tekkida ka kisimused: "Kui hea
on pustitatud kriteerium?", "Milliste omadustega on ta?", "Kuidas on véimalik kahte eri-
nevat kriteeriumi omavahel vorrelda?”

Hiipoteeside kontrollimisel on oluline aru saada, et ei eksisteeri iihtegi eeskirja, mis garan-
teeriks tapset vastust Hy voi Hy oigsuse kohta. Me seda ei ootagi (nii nagu ka punkthin-
nangust kunagi ei oota, et see langeb kokku tegeliku parameetriga). Meie poolt pakutud
kontrollimise eeskiri (=test) ei pruugi anda alati oiget otsust, kuid koige parem test on
selline, mis annab seda o6iget otsust "kdige rohkem".

Hiipoteeside kontrollimisel on voimalik eksida kahel suunal: kriteeriumi jargi kummutame
Hy, aga tegelikult Hy on oige (I tiiiipi viga), voi kriteeriumi jérgi jidme Hy juurde, kuid
tegelikult Hy on vale (II tiiiipi viga).

Sageli T ja IT tiilipi vigade toendosused on téhistatud vastavalt « ja 8 abil (vt. jargmist
tabelt).
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Tegelik olek
Otsus oige on Hy oige on H;
Jadme Hy juurde + IT liiki viga, toen. g
Kummutame Hy || I liiki viga, toen. « +

Definitsioon 31 Suurimat lubatavat esimest litki vea toendosust nimetatakse testi oluli-
suse nivooks ja tdhistatakse o:

P(kummutada Hy| Ho dige), kui Ho on lihthipotees,
o=
sup gen, P(kummutada Ho| Hy dige), kui Hy on liithipotees.

Standardsed olulisuse nivood on a = 0,05, o = 0,01, véi a = 0, 001.

5.2 Testi voimsusfunktsioon

Usna loomulik on arvata, et hea test on see, mille I ja II liiki viga on viike ja mis suure
toendosusega kummutab Hy, kui H; on dige. Testide omavaheliseks vordlemiseks ja testi
omaduste uurimiseks toome sisse voimsusfunktsiooni moistet.

Definitsioon 32 Testi véimsusfunktsioon h(6) on nullhipoteesi kummutamise toendo-
sus vaadatuna 0 funktsioonina:

h(0) = P(kummutada Hy | 0).

Miérkus: monikord voimsusfunktsiooni asemel kasutatakse selle vastandtoenéosust,
P(Jéada Hy juurde|d) =1 — h(6).

Voimsusfunktsiooni omadused:
e hea testi korral on h(f) viike, kui € Hy ning h(#) suur, kui 6 € Hy;
e 0 <h(0) <1,
e testi olulisuse nivoo avaldub voimsusfunktsioonist
sup gem, h(f) = «,

ehk kui Hy on lihthiipotees, siis
h(@o) = Q.

Nidide 44 Leiame eelmises nditeks voimsusfunktsioon h(u). Arvestades, et uut tiipi de-

tailide valim on normaalajotusest, X; ~ N(u,3), n = 1,2,...,n, siis valimikeskmise hin-

nangufunktsioon X ~ N(u, %) Seega,

h(p) = P(kummutada Hy | p) =P(X >C | p)=1—-P(X <C | pu)

- 1‘P<§/%§§/_¢§>:1‘@<W>'

Fikseeritud C ja n korral ndeb h(w) véilja jargmiselt:
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Vdimsusfunktsioon, C=102 ja n=25 Korral

1.0

06
I

hip)

04

0z
|

0o
I

100 101 102 103 104 105

C_v'maﬁkult naeme, et kui tegelik keskmine eluiga p = 101, siis kummutab pakutud test (kui
X > 102, siis kummutada Hy) null-hipoteesi isna vdikese toendosusega (ligikaudu 0,05):

102 — 101)v/25
3

h(101) =1— & <( ) ~1— ®(1,667) = 0,0478.

See nditab, et kui tegelik keskmine oleks 101 (kuulub hipoteesi Hy hulka), siis soltumata
realiseerunud valimist teeks meie test oige otsuse vaid 4,78% jutudest. See on moistag:
vdga vdike toendosus, mis vihjab sellele, et u = 101 korral test ei téotaks kuigi hdsti.

Vitame veidi suurema p vddrtuse. Oletame, et tegelik keskmine eluiga on u = 103, siis:

102 — 103)/25
h(103) =1— @ <( . >\ﬁ> ~1—®(—1,667) = d(1,667) = 0,952,

mis on vaga suur kummutamise toendosus. Selle p vddrtuse korral téétab test vdga hdsti.

Naites on kisitletud iihte konstandi C' vaartust, mis oli maaratud tehase direktori sisetunde
jargi. Kuidas aga leida selline C', mis viiks koige parema (voimsama) testini?

Fikseeritud valimimahu n korral fikseeritakse tavaliselt I liiki vea toendosust (ehk olulisuse
nivood) « ning saadud eeskirjast avaldatakse C.

Niide 45 Leiame eelmises ndites optimaalse konstandi C vddrtuse kui n = 25 jo a =
0,05. Voimsusfunktsioon ja olulisuse nivoo on omavahel seotud jargmise eeskirjaga:

sup pem, h(0) = a,
kusjuures supremum on saavutatud punktis = 100. Seega, 0,05 = h(100), millest

(0—100).5)

0,06=1-2
, (=
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Alternatiivselt saab viimast avaldist esitada kujul

—100) -
o ((0300)5) — 0,95,

millest
(C —100) -5

3
Lahendades saadud vorratust saame C' = 100,984. Jdrgmisel joonisel on toodud voimsus-
funktsioon C = 100,984 ja n = 25 korral. Graafikule on lisatud ka vertikaalne punktiirjoon,
mis vastab punktile p = 100 ning horisontaalne punktiirjoon, mille vddrtuseks y-teljel on
0,05 ehk olulisuse nivoo vidrtus.

= 1,64.

Voéimsusfunktsioon, C=100,984 ja n=25 korral

hij)

Kui soovitakse leida optimaalsed C' ja n vi#rtused, siis kahe muutuja leidmiseks peame
kasutama kahte punkti véimsusfunktsiooni graafikul. See voimaldab hoida kontrolli all ka
IT liiki vea toendosust.

Niide 46 Kasutame eelmist testi: 'kui T > C, siis Hy on toestatud’, kus X; ~ N(u,3), i =
1,...,n. Leiame C ja n nii, et h(100) = 0,05 ja h(102) = 0,99. Viimast tingimust voime
sonastada nit: kui tegelik p = 102, siis soovime, et test kummutaks Hy téendosusega 0,99’
ehk alternatiivselt: ’tegeliku p = 102 korral jatab test Hy juurde téendosusega 0,017, ehk
alternatitvselt: tegeliku p = 102 korral on I tidipi vea toendosus vaid 0,01°.

Eelnevalt oleme juba leidnud, et

Meie lisatingimuste korral saame:

h(100) = 0,05 ja h(102) = 0,99.
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See tahendab jdrgmiste vorrandite lahendamist:

0.05=1—a(CTIONVIY g g9 g g ((CT102VEY
3 3
Normaaljaotuse tabelitest saame
—1 — 102
1,64 = (0300)\/5 ja —2,33= (030)\/5

Lahendades antud sisteemi jouab vastuseni: C' = 100,8 ja n = 34,6 = 35. Jdrgmine
graafik naitabki funktsiooni h(p) kaitumist leitud vddrtuste korral.

Véimsusfunktsioon, C=100,8 ja n=35 korral

08
|

hij)

04

0 ]

-
= _Lsss
=]
Y
o
=
-
= _-hkiss
%]
sl
]
w

99

5.3 Hipoteeside kontroll normaaljaotuse keskvaartuse kohta

Sonastame iildise algoritmi hiipoteeside paari kontrollimiseks normaaljaotuse keskviirtuse
u kohta. Uldjuhul voime sonastada jirgmised hiipoteeside paarid:

Ho: p=po Ho: p=>po Ho: p<po
Hi:p#Fp Hi:p<po Hi:op>po

Uldine algoritm hiipoteeside kontrollimiseks keskviirtuse kohta
e Hiipoteeside paari kontrollimiseks peab olema voetud juhuslik valim 1, zs, ..., ;.
e Moodustame punkthinnangut i = .
e Vastav hinnangufunktsioon on

1 n
*Z iy Xi~ N(u,0), soltumatud.

3
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e Hj oigsuse korral (null-sesisu korral) on

_ o
Xi ~ N(/,L(),O'), X ~ N(/’L07 %)

e Moodustame normeeritud teststatistikud U ja V', millede jaotused on Hg kehtivuse
korral teada:
X —
U = 0/\/%0 ~ N(0,1), kui o on teada,
X - Ho N
s/\/n

vV = t(f), f =mn—1, kui o on tundmatu.

e Kontrollreegel soltub hiipoteeside paarist ja informatsioonist dispersiooni o kohta:

1) o teada 2) o ei ole teada

Hy o p# po Hy:p# po

test: [ul > Aa 5 kummuta Hy  test: [ > ta(f) 5 kummuta Hy
Hy:p<po Hy:p<po

test: u < —Aqy s kummuta Hy  test: v < —to(f) s kummuta H,
Hy:p>po Hy:p>po

test: u > A, 5 kummuta H, test: v > to(f) 5 kummuta Hy

Niide 47 Olgu ildkogumi dispersioon o? teada ning huvitume hijpoteeside paarist
Hy : pw= o, H1 : p > pg. Naitame, et fikseeritud n ja o korral on ildise algoritma
eeskiri u > Ay 5 bummuta Hy’ samavddrne ndites 45 leitud eeskirjaga C' jaoks:

@ <W> =1-a (5.1)

o

Ndites 45 kasutasime jdrgmist testi: kui £ > C, siis kummutada Hy’, kus C' on antud
eeskirjaga (5.1).
Selleks paneme kéigepealt tihele, et ® (W) =P (Z < W), kus Z ~ N(0,1)

(vt joonist allpool). Alternatiivselt voime kirjutada:

a:P(Z>W>,

g

(C—po) /1

mis on a-tdiendkvantiili definitsioon. Seega, -

konstandi C vaartuse:

= Ao. Saadud avaldisest tuletame

A0
C ==+ . 5.2
N (5.2)
Ndites 45 kasutatud test 'kui * > C, sits kummutada Hy’ on seega alternatiivne testiga
kui T > )‘”TZ + wo, sis kummutada Hy’. Viimast vdidet saab kirja panna ka kujul ‘kui

f/_\;%o > Ao, sits kummutada Hy'. See aga langeb kokku normeeritud statistikuga U ning

tldise algoritmi eeskirjaga.
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Jaotuse N(0, 1) tihedusfunktsiooni graafik

04

03
I

0.1

0.0

Niide 48 Olgu dldkogumi dispersioon o? teada ning huvitume jirgmise hiipoteeside paari
kontrollimisest:

Ho: p=po
Hy:op# o

Kasutame testi, mis on kirjeldatud ildises algoritmis: |u| > )\% 5 kummuta Hy. Naita-
me, et selle testi I liiki vea toendosus on tdpselt a ning véimsusfunktsioon on

-0 - 278) o (47

Rakendame voimsusfunktsiooni definitsiooni:

hp) = P(kummutada Holp) = P(|U| > Aa/2|p)
= 1- P(|U‘ < )‘oz/2|:u) =1- P(_/\a/Q <U< Aa/?’lu)'

Kui aga p on dldkogumsi keskvddrtus, sits

EX —po i — po
EU = =
o/ a/yn’

DU = SDX =1,
g

ja jarelikult

UNN(i;;g,l).

Kasutades antud teadmist U kohta, saame

M) = 1= B0y = 22+ ®(hajp =22,
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kus ®(-) on standardnormaaljaotuse jaotusfunktsioon. Leiame voimsusfunktsioonist testi
olulisuse nivoo, milleks asendame p = pg:

h(MO) =1- (I)()‘a/Q) +1- (p(Aa/2> = o

5.4 Kahe iildkogumi keskviirtuse vordlemine (soltuvad va-
limid)

Soltuvate valimite korral soovitakse tavaliselt leida (ravimi) moju olemasolu, kus iihed ja
samad objektid on moodetud enne katset (null olukorras) ja peale katse ldbiviimist (ravimi
manustamist).

Punktist 4.5 teame, et valimiandmeid kirjeldab jirgmine mudel:

(yl_xl)v R (yn_xn) %N(A,O’),

kus z; on i. katseisiku mootetulemus enne katse ldbiviimist ja y; pérast katset, i =
1,2,....n.
Soovitakse testida keskmist erinevust (ehk moju A olemasolu):

HO c A= 0,

H1 A 7& 0.

Algoritm hiipoteeside paari kontrollimiseks:

e Kahe valimi baasil moodustatakse uued viartused z; = y; — x;, mille eeldatavaks
jaotuseks on N(A,0,), kus o, on tavaliselt tundmatu parameeter.

e Seejdrel moodustatakse test-statistik nii, et selle normeeritud kuju on Hy hiipoteesi
kehtivuse korral ¢-jaotusega:

Z — EZ H, dige Z —0
V:* pr— ~J

t(f);

kus f=n—1ja

milles s2 on vidrtuste z; valimidispersioon.

e Testime t-jaotuse kvantiiliga:

[v| > tae (f) 5 kummutada Ho.

e Testi olulisuse nivoo on a.

Ulejasnud olukorrad (Hy : A > 0 ja H; : A < 0) on analoogilised punktis 5.3 toodud
skeemile.
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5.5 Kahe iildkogumi keskviirtuse vordlemine (soltumatud
valimid)

Olgu niitid uuringu all kaks iildkogumit (nditeks Eesti ja Soome téoealised inimesed).
Uuritava tunnuse vadrtused (néiteks té6tasu) olgu normaaljaotusega juhuslikud suurused.

Téhistame: valim x1,xa, ..., x,, on jaotusest N(u1,o01) ja sellest soltumatu valim
Y1,Y2, - - - » Yn, O jaotusest N (pz2,02), ning hiipoteeside paar

Hy: pp=p2 & 1 — p2 =0,
Hy:opy # pe < p1 — pe # 0.

Algoritm hiipoteeside paari kontrollimiseks:

1. Moodustame hinnangu parameetrite vahele, fi; — fio =% — 4.
2. Normeerime vastava statistiku ja leiame selle jaotuse null olukorras,
XV -EBX-Y)

T = =
DX - V)

)

kus E(X —Y) = p1 — pio.

3. Test-statistiku T jaotus soéltub informatsioonist UK dispersioonide 0'i2,’i = 1, 2 kohta.
Teoreemide 11 ja 12 toestamise kédigus oleme nédidanud jargmiste jaotuste kehtivust.

2 2

e UK dispersioonid on teada. Siis D(X —Y) = 7L + 72 ja
X-Y — (1 —

2 2
A |
ni no

e UK dispersioonid pole teada, kuid vérdsed. Siis D(X —Y) = o?(L + 1)

ng

ny
Ja B B
X -V — (g —
r= . 1(/“1 uz)wt(n1+”2_2),
oa %
kus
[ ey )
ny+ng — 2 )

e Info UK dispersioonide kohta puudub. Siis D(X —Y) = % + 5

ng

X =Y — (1 — p2)

=S R ),
Vo T
kus X - . o
2 T YA 2 Y
= e B = L 0

LA
ni no

f= (3/m)? | (3/mo)?

ni—1 no—1
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4. Test-statistikut T' saame vilja arvutada vaid hiipoteesi Hy : pu1 — pu2 = 0 eeldusel.
Siis asendub vahe (p1 — p2) test-statistiku 7" avaldistes nulliga.

5. Test: kui |T'| > gq/9, siis kummutada Hy. Siin g, /o on vastavalt N (0, 1), t(n1+n2—2)
voi t(f) jaotuste tdiendkvantiil.

5.6 Kabhe iildkogumi dispersiooni vordlemine normaaljaotuse
korral

Eespool négime, et test-statistiku kasutamine normaaljaotuse keskviirtuste vordlemisel
oleneb sellest, kas tiildkogumite dispersioonid on vordsed voi mitte. See viib vajadusele
tundmatute UK dispersioonide korral kontrollida hiipoteeside paari nende vérdsuse kohta.
Teine néide, kus kasutatakse dispersioonide vordlust, on dispersioonanaliiiis, mille kirjel-
dust antakse peatikis ...

Olgu meil kaks tildkogumijaotust: X ~ N (g, 05), millest on valim mahuga ny ja Y ~
N(fty,0y), millest on valim mahuga n,,. Valimitest on leitud s, ja s,.

Algoritm:

e Huvitume hiipoteesist
Hy: o2 Ug ehk o, = 0y.

T =

e Varasemast teame, et normaaljaotusega vaatluste korral on jérgmised statistikud
x2-jaotusega:

Ng — 1 Ny — 1
z 5 si ~ X2(nx -1, v=-=& 5 sfj ~ XQ(ny —1).
o2 oz

U =

e Moodustame juhusliku suuruse Z, mis on F-jaotusega:

_U/ne—1) _ si/od
= Vi, = 1) 202 ~ F(ng —1,ny —1).

e Kui Hj kehtib (null olukord), siis

Z

e Hiipoteesi Hy kehtivuse korral hindavad nii s2 kui ka sg sama lildkogumidispersiooni,
seega nende jagatis varieerub 1 iimbruses.

e Kui Z on palju suurem 1-st, on pdhjust arvata, et o2 > 05.

e Hiipoteeside paari

kontrollimiseks teeme testi
z>qa(ny —1,ny — 1) % kummutame Hy,

kus z on statistiku Z vaartus antud valimite korral.
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e Testi olulisuse nivoo ehk esimest liiki vea toendosus on «.
e Hiipoteeside paari

H(]:O'
Hi: o

8N

2
> 0y,

8N

2
< Ty

kontrollimiseks vahetame tunnused &ra ja teeme eelmise testi voi vordleme suurust
Z (1 — a)-tdiendkvantiiliga:

Z < qi—a(ny —1,ny — 1) 5 kummutame Hy;

e Kahepoolse alternatiivi korral viime 1dbi mélemad iilalnimetatud testid. Hy kummu-
tamisel on vea tegemise toendosus 2a.

Mirkus. Otsust dispersioonide vordumise voi mittevordumise kohta tuleb teha keskmiste
vordlemisel, Hg : u1 = po, Hy : p1 # po. Kontrollimise eeskiri soltub sellest, millist infot
saame kasutada UK dispersioonide kohta.

Oletame, et kontrollime koigepealt hiipoteeside paari UK dispersioonide kohta, kus oluli-
suse nivoo on 0,05. Kui dispersioonid on vordsed (jaame Hy juurde), siis kasutame t-testi
vordsete dispersioonidega; kui aga erinevad, siis t-testi erinevate ja tundmatute disper-
sioonidega. T-testi kasutamisel lubame I liiki veaks samuti 0,05. Kuid sellisel juhul me
viljastame t-testi juures vale olulisuse nivoo vadrtuse, kuna dispersioonide vordlemisel
juba kasutasime iihte vea toendosust 0,05.

5.7 Hiipoteesid, mis pohinevad normaaljaotusega lihenda-
misel

Olgu valim z1, z9, ..., z, mingist jaotusest F'(#), kus € on tundmatu (jaotuse keskvéiirtus
voi selle funktsioon). Loobume noudest, et F' on normaaljaotusega.

Hiipoteeside paariks olgu
HO 0= 00,
H1 : 0 75 90
(voivad olla ka teised alternatiivid). Vaatame parameetri § mojusat punkthinnangut 0.

Uldistel eeldustel kehtib vastava test-statistiku jaoks, et kui Hp on &ige, siis protsessis
n —» 0o,

U= 9_9? —5 N(0,1),
DO
0 —
yo 9= — N(0,1).

Suure valimimahu korral saame niiiid kasutada testimiseks normaaljaotuse tdiendkvantiile
(vt teema 5.3). Antud hiipoteesidepaari korral kontrollime, kas

]u! > )\a/g Vol ‘?}’ > )‘a/2~

Kui vorratus on toene, siis kummutame Hy. Peame aga meeles pidama, et testi olulisuse ni-
voo on niiiid ligikaudu o (sest teststatistik on vaid ligikaudu normaaljaotusega). Praktikas
kasutatakse testimisel tavaliselt t-kvantiile, sest
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o to(n—1) > A\, ja protsessis n — 00, to(n — 1) — Aq,

e t-kvantiilide kasutamine vihendab esimest liiki vea toendosust, sest sel juhul on
raskem kummutada hiipteesi Hy. Kui aga onnestub kummutada, on vea téenfosus
viiksem sellest, mis oleks olnud normaaljaotuse kvantiili kasutades.

5.7.1 Rakendus binoomjaotusele (iiks valim)

Huvitagu meid siindmuse A osakaal (toen#osus) p tildkogumis. Néiteks 'vaeste osakaal
Eestis’ voi 'tervenemise toendosus antud ravimi korral’.

Votame juhusliku valimi xq, x9, ..., T, ja olgu y siindmuse A esinemiste arv valimis. Soo-
vime testida hiipoteesipaari

HO P = Do,
Hy: p # po (voi alternatiivid p < po, p > po).
Vaatame p punkthinnangut p.
Vastava statistiku p jaotus liheneb normaaljaotusele n kasvades (npg > 10, n(1 — pg) >
10). Seega, suure valimimahu korral
7 P~ Ep Hodige P —po
Dp po(1 —po)/n

Test: |u| > Ao (teiste alternatiivide korral vastavalt u < —Aq,u > o). Vea tegemise
toendosus hiipoteesi Hy kummutamisel on ligikaudu «.

<~ N(0,1).

Naiide 49 Seoses muutunud tehnoloogiaga on vaja kontrollida, kas toote maitseomadused
on ka muutunud. Kasutatakse nn kolmiktesti. Igatiks 500 inimesest maitseb toodet kol-
mes pakis, milledest kaks sisaldavad vana ja ks uue tehnoloogia jirgi valmistatud toodet.
Isikutel palutakse valida pakk, mis maitseb erinevalt.

200 istkut osutasid uue tehnoloogia pakile. Kui maitseerinevus puudub, siis valitakse uue
tehnoloogia pakk toendosusega p = 1/3. Kui erinevus on, siis p > 1/3. Seega kontrollitav
hiipoteesipaar on:

Hy: p=1/3,
Hy: p>1/3.
Firma on rahul olulisuse nivooga o = 0.05, Ao o5 = 1.64. Arvutame
~ 200 1
e pl_po = S0 _3 _39
— 12 1
Vpo(1 = po)/n \/ggﬁ

Kuna 3.2 > 1.64, sits kummutame Hy ja viidame, et maitseerinevus on toepoolest olemas.

5.7.2 Rakendus binoomjaotusele (kaks valimit)

Olgu meil niitid kaks valimit vastavalt mahtudega n; ja ng. Olgu y; — omaduse A esinemiste
arv ithes valimis, st y; < Y7 ~ B(n1,p1) ja y2 — omaduse A esinemiste arv teises valimis,
st yo < Yo ~ B(ng,p2). Niiiid pakub huvi kahe tildkogumi vordlemine, st kas omaduse A
toendosused p1 ja po on vordsed:

Hy: pp = p2 & pr—p2=0,
Hi: p1 # p2(p1 <p2, p1>p2).
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Vaatame statistikut p; — py = % - % Leiame

E(py — Do) = p1 — p2,

. . p1(l—p p2(1 —p2
D(p, — D) = (nl )+ (n2 )

Moodustame normeeritud suuruse (keskviirtusega 0 ja standardhélbega 1):

P1— Py — (p1 — pa) Ho Oige P — P
pil=p1) | pa(1—p2) —p) (L L

\/ Lop)  B2lpe \/p(l P) Gy + )

U =

)

kus p nimetajas tahistab iihist osakaalu (p = p; = p2). Kuna p pole teada, kasutame tema
suurima toepéra hinnangut (kontrollida!),

b= Y1+ Y2

ni+ng

Vastav statistik on Hy oigsuse ja suure valimimahu korral ligikaudu standardse normaal-
jaotusega:

P1— P
VPP + )
Sellele rajame testi: kui |u[ > A, /9, siis kummutame Hy (vastavalt u < —Aq vOi u > Aq
teiste alternatiivide korral). Testi olulisuse nivooks on ligikaudu «.

U =

<~ N(0,1).

Niide 50 Juhuslikult valitud 563 mehele ja 684 naisele esitati kiisimus: "Kas Te usute
elu peale surma?". 425 meest (75,49 %) ja 550 naist (80,40 %) vastasid jaatavalt.

Olgu p1 meeste osakaal, kes vastasid jaatavalt ja p2 - vastav naiste osakaal. Hipoteeside
paar, mida soovitakse kontrollida olulisuse nivool 0,05 on

Hy: p1=p2, Hi: p1 #p2

Letame: 425 4 550
p— 220 T 99 () 7819,
P 563684

Seega,
0,7549 — 0, 8040

u =
\/0, 7819(1 — 0,7819) (2L + o&;)

~ —2,0936.

Kuna |u| = 2,0936 > Ao,05/2 = 1,96, siis kummutame Hy ja loeme erinevuse toestatuks.

5.8 P-meetod

Otsene test, ehk p-meetod on alternatiivne meetod hiipoteeside kontrollimisel. Oleme seda
juba varasemalt 6ppinud, kuid siin tuletame meelde. Alustame jargmisest niitest.

Niide 51 Uks rehvifirma reklaamib, et nende uute talverehvidega libisemine jail on kéige
lihem.

Uks teine firma, mis omab suurt autoparki plaanib neid rehve kasutusele vétta ainult peale
pohjaliku kontrolli.
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Soltumatu laboratoorium testib neid rehve 36 auto peal ja viljastab, et keskmise libisemise
kaugus on 44,4 m. Samuti annab laboratoorium ka infot traditsiooniliste rehvide kohta:
libisemise kaugused on normaaljaotusest keskvidrtusega 45,6 m ning standardhdlbega 3,6
m.

Kontrollitav hiipoteeside paar on: Hy: p > 45,6; Hy: p < 45,6.

Kontrollime kéigepealt hiipoteside paari traditsioonilise meetodiga:

1. Punkthinnang keskvddrtusele, i = .

2. Hinnangu jaotus Hy kehtivuse korral: X % N (45, 6; 3%)

3. Normeeritud kujul: ~
X —45,6 g,
U= —F5— ~ N(0,1)
V36

4. Arvutame statistiku vidrtuse valimi korral ja vordleme kriitilise vddrtusega A,

44,4 — 45,6
U=-—35——
V36

= —2; Aggs = 1,64.

5. Kuna uw < —X\o o5, kummutame Hy, ehk wued rehvid on téepoolest paremad (valekum-
mutamise toendosus on 0,05).

Jargmine joonis demonstreerib statistiku u realiseerunud vddrtust ning kritidist piirkon-
da, moodustatud tdiendkvantiili —\o 05 abil. Naeme, et toepoolest langeb statistiku vddrtus
kriitilisse piirkonda, mis omakorda tdhendab, et eeldatud Hg vaide pole viga téendoline,
ehk tuleks Hy kummutada.

Statistiku U jaotus Ho kehtivuse korral

04

03
I

0.1
|
oy
T
=

Traditsiooniline meetod vordleb omavahel vidrtuseid, mis asuvad joonise x-teljel. P-meetod
aga vordleb pindalaid, mis on moodustatud test-statistiku- ja tdiendkvantiiliga (ning vas-
tavalt test-statistiku jaotuse toendosusfunktsiooniga). Jargmisel joonisel on suurendatud
eelmise grafiku vasakpoolne saba:
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Statistiku U jaotus Ho kehtivuse korral

020 0325
| |

0.15
|

kui p <« == kummutada H,

005 010

0.00

Nieme, et viide u < —\o o5 on samaddrne vditega p < o, kus p on nn olulisuse toendosus,
mis vastab piirkonnale (—o0o, —Aq).

Uldiselt voib p-meetodi algoritmi sonastada jirgmiselt:

1. Olgu teststatistiku 7'(X) vaartus antud valimi korral ¢ (meie néites U ja u = —2).

2. Piiliame otsustada, kas vadrtus ¢ on ebatavaline Hy kehtivuse jaoks, kas ta pigem
viitab vajadusele Hy kummutada.

3. Leiame ¢ esinemistoendosuse Hy kehtivuse korral. Et iildjuhul on T'(X) jaotus pidev
ja iiksikvidrtuse toendosus on 0, siis leitakse vddrtusega ¢ méadratud piirkonna CY
toendosus. (Meie niites C,, = (—o0, —2).)

4. Leiame p = P(T(X) € C; |Hp). Seda toendosust nimetatakse olulisuse toendosuseks
(inglise keeles p-value).

5. Otsene test: kui p on viike, siis kummutame Hy.

Niide 52 FEelmise ndite jatk. Leiame olulisuse toendosuse rehvindites,
p=P(T(X) € Cy |Hy) = P(U < —2|U ~ N(0,1)) = ®(—2) = 0,0228.
Kui olulisuse nivoo o = 0,05, siis saame, et
p < a=> kummutame Hy.

Jaredus peab olema sama, mis traditsioonilisel meetodil.

Jargmisena vaatleme veel iihte p-meetodi ndidet.
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5.8.1 Margitest

Mairgitest on nn mitteparameetriline meetod, mis vordleb mitte jaotuse parameetreid, vaid
kahte jaotust omavahel (mediaane) séltuvate valimite korral. Néiteks, kas inimeste kaalud
enne ja parast 3-kuuset dieedi on sama jaotusega voi mitte. Kuna test on mitteparamet-
riline, siis ei noua see mingit jaotuse eeldust vaatlusandmetele.

Margitesti saab rakendada nii arvulise kui ka jarjestustunnuse korral.

Valimiks on n paari vidrtuseid /méotmistulemusi (z;,v;),7 = 1,2, ...,n ja n on valimimaht.
Kontrollitavaks hiipoteeside paariks on

Hpy: X jaY jaotused on vordsed;
Hi 'Y jaotus on nihutatud X suhtes.
Kontrollimise algoritm:
1. Vilja jatta need paarid, kus z; = y;, 1 =1, ..., n.

2. Ulejasnute jaoks moodustada uus tunnus V, mille visrtusteks on

1, kui z; < y;
(e
0, muidu.
3. Kui X ja Y jaotused on vordsed, siis V' o Be(1/2).
4. Olgu z = ) v;. Siis vastav juhuslik suurus on Z, mille jaotuseks on
2 %9 Bin(m,1/2),
kus m on erinevate paaride arv valimis.

5. Edasi rakendada p-meetodit.

Niide 53 17-le inimesele ndidati kahte erinevat reklaams ja paluti neil molemat reklaams
hinnata 5 pallises skaalas. Tabelis on toodud kisitluse tulemused:

Reklaam 1| 4 | 21 4141412314135 31314]5]4]5]2
Reklaam 2| 2 | 41 5| 4| 4 3151541415555 4]3
; ol 111 . . [1] . [1]1lol1[1[1].T1]0]1

Seega, z = v; = 10. Kuivord on selline vadrtus téendone kui p = 1/2% Olulisuse téendo-
suse leidmaseks leiame nit 10 kui ka teiste ekstreemsete vddrtuste téendosuse:

13
1
p="P (Z > 10|Z ~ Bin(13, 2)) =Y Ch(0,5)%(1—0,5)",
k=10

= 0,03491 + 0,00952 + 0,00159 + 0,00012 = 0, 04614

Ndeme, et saadud p-vddrtus on vdiksem kui olulisuse nivoo a = 0,05. Seega, z vidrtusega
madratud prirkond on killaltki ebatavaline Hy kehtivuse korral ja seega kummutame Hy.
Hinnangud kahele reklaamile on erinevad.
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6. Lihtne lineaarne regressioon

Antud peatiikis votame hindamisteooria kokku iihe konkreetse analiiiisi néitel - regressioo-
nanaliiiis lihtsa lineaarse mudeli korral. Antud peatiikk ei hdlma kogu regressioonanaliiiisi
teooriat, vaid demonstreerib opitu teooria rakendust. Paetiikk pohineb suures osas opikul
Traat (2007).

6.1 Regressioonimudel

Seni oli meil tegemist iihe tunnuse vaatlusandmetega. Meid huvitas selle tunnuse iildkogu-
mijaotus, Oieti tema jaotusparameetrid. Statistilised otsustused iildkogumi jaotuse kohta
rajasime sellele, et vaatlusvidrtuste asemel vaatlesime juhuslikke suurusi, mis produtseeri-
sid need véadrtused. Seega seni oli meil tegu vaatluste mudeliga y; ~ F(0), i =1,2,...,n,
1; soltumatud.

Edasi vaatleme olukorda, kus ndhtust iseloomustatakse kahe tunnusega (y, ). Seejuures z-
tunnuse vadrtusi vaadeldakse fikseeritutena (mittejuhuslikena), aga y-tunnust vaadeldakse
juhuslikuna iga fikseeritud z-viartuse korral.

Niide 54 Olgu x© — pere suurus ja y — pere kulutus toidule. Vaadeldes nditeks 3-liskmelisi
peresid (x = 3), mdrkame et nende perede kulutus toidule varieerub (on teatava juhusliku
suuruse realisatsioonid). Samuti on x = 1 korral y-tunnus juhuslik, kill aga ilmselt teise
keskvddrtuse ja ehk ka teise dispersiooniga. Selles ndites x kasvamisel y keskmiselt kasvab.

Kulutused toidule kuus, EUR

450
400
350
300
250
200
150
100

50

T T T
0 1 2 3
Pere suurus

Kahe tunnuse korral huvitabki meid tunnustevaheline seos, st kuidas méjub z-tunnuse
muutumine y-tunnusele. Kui seos on olemas, siis saab z-vdirtuste abil prognoosida y-
vaartusi. Siinjuures nimetatakse y-tunnust uuritavaks (ka séltuvaks ehk funktsioontunnuseks)
ja z-tunnust seletavaks (ka soltumatuks ehk argumenttunnuseks).
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Kahe tunnuse vaatlusandmeteks on paarid:

Yi -
<xi>7z—1,2,...7n. (6.1)

Neid paare saab sageli vaadelda kui realisatsioone jargmisest mudelist.
Definitsioon 33 Vaatlusandmete (6.1) lihtsaks lineaarseks regressioonimudeliks on:

y; ~ N(pi,o), soltumatud Vi,
Hi = Oé+5$l‘, (62)
x; mittejuhuslikud.

Mudelit nimetatakse lihtsaks, sest tegemist on itheainsa argumenttunnusega (iildjuhul voib
neid olla rohkem), ja lineaarseks seetottu, et funktsioontunnuse keskvddrtus on lineaarselt
seotud argumenttunnusega (iildjuhul on voimalikud ka teistsugused seosed). Ka funkt-
sioontunnuse dispersioon voib iildjuhul séltuda vaatlusest 4, siin on ta aga konstantselt o2
iga 4 korral.

Mudeli (6.2) saab alternatiivselt esitada seostega

yi = o+ fai + e,
g; ~ N(0,0), soltumatud Vi, (6.3)

x; mittejuhuslikud.

Definitsioon 34 Sirget y = a + Bz nimetatakse tunnuste x ja y vaheliseks regressiooni-
sirgeks (y regressioon x jargi).

Regressioonisirge viljendab y-tunnuse keskmise lineaarset soltuvust x-tunnusest.

Definitsioon 35 Suurust p; = o + fz; nimetatakse y-tunnuse prognoosiks punktis x;.
Prognoosid paiknevad regressioonisirgel. Vaatlusvidrtuse ja prognoosi vahet y; — p; = €;
nimetatakse prognoosijiiagiks (ka jadgiks voi mudeli veaks).

Vaatlusvéartust (y;, x;), prognoosi p;, ja prognoosijadki e; iseloomustab allpool toodud
joonis. Margime, et regressioonisirge abil saame y-vaartust prognoosida suvalises punktis
x, kuigi, nagu hiljem néeme, mitte ithesuguse tdpsusega koikjal.

Regressioonimudeli parameetriteks on a, 3 ja o2 ning koik nad iseloomustavad tunnuste
(y, ) vahelist seost.

Mudeli vabaliige o n#itab y prognoosiviartust punktis x = 0. Sisulistest kaalutlustest
lahtuvalt peab ménikord & = 0 korral olema ka y = 0. Siis on kasulik fikseerida o = 0, mis
tdhendab, et tegemist on vabaliikmeta ehk koordinaatide alguspunkti labiva regressiooni-
sirgega.
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Tahtis soltuvuse niitaja on regressioonikordaja ehk sirge tous 8. Kui g = 0, siis soltuvust
tunnusest z ei ole (y; = a+ ¢;), st kdigi x-védrtuste korral on y-tunnus keskmiselt vordne
konstandiga a. Kui 8 > 0 (8 < 0), on samasuunaline (vastassuunaline) soltuvus. Mida
suurem on 3 absoluutvidrtus, seda kiiremini muutub y prognoos tunnuse x muutumisel.
Tunnuse x muutumisel ithiku vorra muutub y prognoos § vorra (y iihikutes).

Kolmas mudeli parameeter, vaatlusandmete dispersioon o2 regressioonisirge (st oma prog-
noosi iimber) on iihtlasi jidkide dispersioon. Kui 02 = 0 on &; = 0 (konstantselt 0), ning
siis on y ja x vahel funktsionaalne lineaarne seos. Mida viiksem on o2, seda paremini
ldhendab regressioonisirge y-tunnuse vaartusi.

6.2 Mudeli parameetrite hindamine

Néagime, et regressioonimudeli parameetritel on oluline tdhtsus tunnustevahelise soltuvuse
kirjeldamisel. Mudeli parameetrid pole aga arvuliselt teada.

Uurija kdsutuses on juhuslik valim iildkogumist, st soltumatute vaatluste paarid ( zz >,
7

i =1,...,n, mille kohta eeldatakse, et nad on realisatsioonid mudelist, ja seetottu rahul-
davad tingimusi (6.2) voi (6.3). Osutub, et seni ldbivaadatud meetoditega oleme voimelised
mudeli parameetreid hindama nii punkthinnangute kui vahemikhinnangute mottes, kont-
rollima hiipoteese parameetrite kohta ja andma ka oma viidete 6igsuse moodud — usaldus-
ja olulisusnivood.

6.2.1 Regressiooniparameetrite punkthinnangud

Tuletame parameetrite « ja § punkthinnangud vdhimruutude meetodil. Selleks vaatame

vaatluste hilbeid keskvaartusest
n n

Qe B) =S i — ) = 3 (s — (a+ i)

i=1 =1

ja minimiseerime avaldise « ja (3 suhtes.

Osutub, et arvutusi on lihtsam teha, kui parametriseerime regressioonisirge teisiti:

pi = o+ fr; + Br — f7 = a + Bz + Bz — 7) = o’ + Bz — 7),

98



kus
o = o+ Bz. (6.4)

Parameeter o’ on y prognoos x = T korral. Tal on sageli sisukam tdhendus kui parameet-
ril o, niiteks on o' keskmise suurusega pere prognoositav toidukulu iilaltoodud néites.
Vajadusel saab esialgse a hinnangu leida seosest (6.4), kui o/ ja § on hinnatud.

Vaatame hilvete ruutude summat:

Q(a, 8) = Z(yz‘ — (o + Bz — 7))

Definitsioon 36 Parameetrite o/ ja 8 vihimruutude hinnanguks nimetatakse &/, B, mis
minimiseerivad Q(c/, 8), st

min Q(a, ) = Q(d, B).

Leides funktsiooni @ osatuletised o’ ja 3 jargi, saame

8Q%ao,zjﬂ) = _221 1( —a _/B('xz - )
05 = 2l — o — Blai = 7

);
) (@i = 7)),

Vérdsustades osatuletised nulliga ja arvestades, et > " (z; — &) = 0, saame esimesest
vorandist @' = . Asendades tulemuse teise vorrandisse, saame ka (3 hinnangu. Loppkok-
kuvottes on regressiooniparameetrite vihimruutude hinnanguteks:

& = 7, (6.5)
5 Yo (i — ) (z — @)
’ S -2 (66)

Mairkus. Lihtsad esialgsed hinnangud regressiooniparameetritele saab anda ka késitsi.
Selleks tuleb vaatlused (y;, x;) kanda graafikule ja silma jérgi tommata sirge nii, et punk-
tide (yi, z;) vertikaalkaugused sirgest oleksid minimaalsed. Graafikult loetud sirge tous ja
vabaliige ongi regressiooniparameetrite « ja 8 hinnangud.

Uurime leitud hinnangute omadusi — nihketust ja mojusust. Kasutades eeldusi (6.2) vaat-
lustele (y;, x;), saame:

(8] = = — L= — .
Yy n - Yi n 4 i
=1 =1
1 — 1 —
= (0/4‘5(961—95)):%20/:0/,
i=1 i=1
1 < 2
D&’ Dg:ﬁZDyl — =0
=1

Seega &' on nihketa ja mojus hinnang parameetrile o/. Teise parameetri hinnangu korral

saame Yo (i —2)E(yi — 9)
>im (@i — @)

sest E(y; —§) =pi — Ej=p; — o' =o' + B(x; — ) — o/ = B(x; — T). Protsessis n — oo

EB: :67
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Dj = >i1(wi —7)* Dyi _ o

X (@ —2)2) il(wi—2)?

— 0.

Seega B on nihketa ja mdjus hinnang parameetrile (3.

Hinnatud sirge abil saame anda hinnangud ka y-tunnuse prognoosidele. Punktis xg on
prognoosi g = o + B(zg — Z) hinnanguks fig = & + B(x¢ — T). Uurides selle hinnangu
omadusi, saame

Efig = E&' 4+ Ef(xo — T) = po,

2np_ O 2 o
Djig = D& + (xg —2)*°Df = — + (10 — ) =

D Y e
Dispersiooni leidmisel kasutasime ka hinnangute &' ja B soltumatust, mis on oigustatud
iiksnes normaaljaotusega vaatluste y; korral. Ndeme, et prognoos punktis zg on seda parem,
mida ldhemal asub punkt zg keskmisele .

Vaatame valimist arvutatud prognoosijaike y; — fi;, kus j; = & + B(% — ). Jadkide

ruutude summa,
n

Qo= (yi— )

=1

iseloomustab regressioonisirge voimet andmeid ldhendada (antud valimi korral).

Lopuks tuletame kolmandale mudeli parameetrile o2 hinnangu suurima tdepéra meetodil.
Kuna 41,92, ...,Yn < N(u;,0?), siis tdepdrafunktsioon esitub kujul

n
1 L ()2
L(c?) = e*ﬁ(yz*uz) .

() Zl_Il V2mo?
Logaritmides saame

n

U0%) = -5 m2m0?) — 5 (i — )]

g
=1

8l(022)

millest leides 5

ja vordsustades nulliga saame vorrandi

n
1 2r 1 )
R R R =0.
;{ 22702 | 207 (i = 1) }

Summeerides ja nimetajast vabanedes saame —no? + Y1 (y; — w;)? = 0. Avaldades siit
o2 ja asendades tundmatu p; tema hinnanguga, saame:

. 1 ¢ . Qo
6% = n Z(yi - Mz’)2 = n
i=1

Osutub, et saadud hinnang on nihkega. Nihketa hinnanguks dispersioonile o2 on

2 Qo
6" =—. (6.7)

Saadud hinnang iseloomustab jadkide hajuvust regressioonisirge iimber. Mida védiksem
hajuvus, seda paremini kirjeldab sirge y-tunnuse vdirtusi. Suuruse Qg jaotus on teada
normaaljaotusega y; korral, nimelt Qg ~ x%(n — 2).
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6.2.2 Vahemikhinnangud ja hiipoteeside kontroll regressiooniparameet-
rite korral

Paneme tahele, et regressioonimudeli eeldustel on parameetrite hinnangud normaaljaotu-

sega:
o

SJ?.Z’

&' ~ N(o/,0/\/n) ja B~ N(B, ),

kus
n

Sew = Y (i — )%
i=1
Vahemikhindamine taandub seega normaaljaotuse keskviirtuse vahemikhinnangu leid-
misele. Varasemast teame, et sellisel juhul on kahepoolseteks usaldusvahemikeks
o

ﬁa

Ly =& £ Moo

kui o on teada ning

R o
I, = & ita/z(f)ﬁ,
kui o on tundmatu. Samuti -

Ig =B % Aajp—e=,
’ Ve
kui o on teada ning R
A 1
I/B:B:I:ta/Q(f) S ;
T
kui o on tundmatu, kus 62 = % jaf=n-—2.

Lopuks vaatame hiipoteeside paari regressioonimudeli tdhtsaima parameetri kohta:
Hy : 5 = 07
H1 : ﬁ 75 0.
Hiipotees Hy viidab, et y-tunnus ei soltu z-st. Meid huvitab séltuvuse tuvastamine. Kuna

B~ N (5, g‘—;), on tegemist hiipoteesidega normaaljaotuse keskviirtuse kohta, mis on
varasemas osas pohjalikult késitletud. Kui o on teada, moodustame statistiku

__ B
o/V/Sex’

mis on N(0,1) jaotusega Hy kehtivuse korral. Testiks on:

U

U] > Aaj2 5 kummutame Hy.

Kui o ei ole teada, vaatame statistikut

__ b
- 6/V/S

mis on t(f)-jaotusega Hy oigsuse korral, f =n — 2. Testiks on:

V

V] > ta2(f) 5 kummutame H.

Teiste alternatiivide korral toimime analoogiliselt nagu kirjeldatud normaaljaotuse kesk-
vaartuse jaoks.

Veendugem iseseisvalt, et vaadeldava regressioonimudeli korral « ja S suurima tGepéira
hinnangud langevad kokku nende vihimruutude hinnangutega.
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Niide 55 Nagu mdrgitud eespool, on regressioonimudeli koostamisel 2 eesmdérki: soltuvuse
tuvastamine ja/voi prognoosimine. Kordaja [ erinevus 0-st viljendab y-tunnuse séltuvust
x-st. Suur 8 vddrtus (kasutatud mootmisskaalal) viljendab tugevat soltuvust. Tugev soltu-
vus ei viljenda veel prognoosivoimet selles mattes, et argumenttunnuse x korral voiksime
vadartusega sirgel ldhendada y-tunnuse vdidrtust. Viimaseks peab jidkide dispersioon ole-
ma vitke. Tuleb meeles pidada, et valimist hinnatud mudeli parameetrid ei lange kokku
tegelikega. Otsustusteks mudeli tegelike parameetrite kohta tuleb kasutada usalduspiire ja
statistilisi teste.

Soovime wurida, kas tunnus ‘kaal’ soltub pikkusest ja imbermootude tunnustest. Vaatame
naiste andmestikku. Esmased otsustused saame teha hajuvusdiagramme vaadates (joonis
allpool). Selget lineaarset trendi ndeme kaalu ja reieiimbermoodu vahel. Kujutletava sirge
tous on suur, vitdates tugevale soltuvusele ja punktide hajuvus sirge suhtes on kullalt véike,
vitdates kaalu tisna tdpsele prognoositavusele reietiimbermaoodu kaudu.

o o
s o = <
g — Pl g — =]
= % ] o Oo.;p ] = % — oo a° o °
u o i o
fu] fu]
il = o o 8 Sl = % 5 o ©
000@0@ o 80 Q:jo 0°® ©
g o 5% 2 ="
2o 2 o
Hes 8% o D % %
I I I I I I I I I I I
40 45 50 55 145 155 165 175
reieymb pikkus

Statistikapaketiga R arvutades saame hinnatud parameetritega mudeli:
kaal = —29.93 + 2.24 reteymb + ¢,

De = 62 = 4.83.

Hinnangu B = 2.24 standardviga on 0.17, mille abil leitud 95%-usaldusvahemik Iz =
(1.91,2.57) dtleb, et kordaja B erineb toepoolest nullist, veelgi enam, on positiivne. Hiipo-
teest

Hy : B = 0 kontrollimiseks on arvutatud t-statistik, t = 13.51. Sellise vadrtuse saamine
on Hy digsuse korral vihetéendoline, p < 2 - 10716, Seega oleme péris kindlad, et 5 # 0.
Usaldusvahemik on siinjuures mdrksa informatiivsem, deldes et suure toendosusega on (3
voimalik vadrtus 1.91 kuni 2.57.

Lépuks, mida huvitavat on hinnatud mudelil sisuliselt delda? Osutub, et reietimbermdéédu
kasvades 1 c¢cm vorra kasvab naise kaal keskmiselt 2.24 kg. Naine reietimbermocduga 43.4
cm kaalub keskmiselt 67.3 kg. Kaalu standardhélve iga fikseeritud reietimbermdéédu korral

on tsna vitke, 6 = 2.2 kg, mistottu saame regressioonisirge abil prognoosida naise kaalu
kiillaltks tdpselt.
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7. Uhefaktoriline dispersioonanaliiiis

Jargnev peatiikk pohineb samuti opikul Traat (2006) ja demonstreerib opitu teooria ra-
kendust konkreetsel néitel — dispersioonanaliiiisis.

7.1 Dispersioonanaliiiisi mudel

Ka dispersioonanaliiiisis on tegu uuritava tunnusega, mida vaadeldakse juhuslikuna, nimelt
normaaljaotusega, ja seletavate tunnustega, mida vaadeldakse mittejuhuslikena. Eesmér-
giks on seletavate tunnuste moju avastamine uuritavale tunnusele. Seletavaid tunnuseid
nimetatakse dispersioonanaliiilisis faktoriteks. Faktor on diskreetne viheste vidrtustega
tunnus, mis voib olla nii arvuline kui ka mittearvuline (regressioonanaliiiisis on seletav
tunnus kindlasti arvuline). Meie vaatame 1 faktoriga dispersioonanaliiiisi mudelit.

Nlustreerime dispersioonanaliiiisi andmestikku néite varal. Olgu y rottide kaalu juurde-
kasv ja x toit, mida nad saavad. Faktoril ’toit’ on jérgmised vdartused/tasemed: kaer,
rukis,. . ., nisu. Igal faktori tasemel on katsealuseks m rotti, kelle kaalu juurdekasvu teatud
ajavahemiku méddudes moodetakse. Vaatlusandmed saab esitada jargmise tabelina.

Roti nr.
X 1 2 .. m
1. Kaer || y11 %12 .- Yim | V1.
2. Rukis || y21 %22 ... Yom | Y1
k. Nisu || yg1 Yk2 - Ykm | Y1

Tabelis on y;; j-nda roti kaalu juurdekasv faktori tasemel i ja seda saab vaadelda kui juhus-
liku suuruse realisatsiooni, ¥; on rea aritmeetiline keskmine. Tabelis toodud andmestiku
kirjeldamiseks sobib dispersioonanaliiiisi mudel.

Definitsioon 37 Uhe faktoriga dispersioonanaliisi mudeliks nimetatakse jargmist and-
mete kirjeldust:

Yij NN(Mi7U)7 Jj=12...,m, (71)
pi=pta i=12.. k&

St et vaatlused (j = 1,2,...,m) faktori fikseeritud tasemel i on sama normaaljaotusega
ja taseme keskmine p; avaldub dldkeskmise p ja faktori moju o; abil. Vaatlused y;; on
soltumatud nii faktori samal tasemel kui ka erinevatel tasemetel.

Mudeli parameetriteks on p, a; ja o2. Tegemist on nn tasakaalustatud dispersioonanaliiiisi
mudeliga, kus vaatluste arv faktori tasemetel on sama (m), tildjuhul see nii ei pea olema.
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Seosed (7.2) esitavad k vorrandit k + 1 parameetri a; ja p médramiseks, kui u; on
fikseeritud. Uhest lahendit ei leidu. Téepoolest, kui p’ ,a; on lahendid, siis on seda ka
W=y =96, o =a+46,i=1,2,..., k. Et mudeli parameetrid oleksid iiheselt hinna-
tavad, selleks tuleb kasutada kitsendusi. Klassikaliselt vaadeldakse kahte tiiiipi kitsendusi

faktori mojule:
D ai=0 (7.3)
i=1

VOl

ay = 0. (7.4)

Erilist huvi pakub faktori mdju kindlakstegemine, st kas moni «a; erineb nullist. Jaatava
vastuse korral on faktoril méju olemas. Moju interpreteerimine rajaneb seosele (7.2) ja
soltub kitsenduste tiiiibist. Kitsenduste (7.3) korral néditab a; > 0, faktori taseme 4 suu-
rendavat moju uuritava tunnuse keskmisele (néiteks ag > 0 iitleb, et toit 'rukis’ suurendab
keskmiselt ap vorra kaalu juurdekasvu). Kitsenduste (7.4) korral on pu1 = p ja sel juhul
moodab «; erinevust esimese taseme keskmisest (niiteks ag > 0 iitleb, et vorreldes kaera
so6jatega on rukki s6djate keskmine juurdekasv ag vorra suurem.

Faktori moju kindlakstegemine rajaneb y-tunnuse hajuvuse uurimisele valimis. Valimi-
dispersioon lahutatakse sobivalt komponentideks. Sellest ka nimi — dispersioonanaliiiis.
Vaatame iildkeskmist ja reakeskmisi valimis:

1 k m 1 m
— Zzyij; Ui = — Zyij - (7.5)
mi4 = mi3

Niitid lahutame koguvarieeruvuse (Sum of Squares Total) tasemete vaheliseks (Sum of
Squares Between) ja tasemesiseseks (Sum of Squares Within) varieeruvuseks:

kK m kK m )
Z (yij - g)Q = Z Z yzy yz)]
i=1 j=1 i=1 j=1
SST

SSB SSW

sest

k. m k m
ZZ@Z - g)(yw - gl) = Z 2 Yij — _i- 7:) 0.
i=1

i=1 j=1

Kui SSB on viike, siis ;. &~ ¢ ehk grupikeskmised ja iildkeskmine valimis on ligikaudu
vordsed, mis viitab sellele, et faktoril méju puudub. Et otsus faktori moju kohta oleks
statistiliselt korrektne, vaatame hiipoteeside kontrolli faktori m&ju kohta.

7.2 Hiipoteesid faktori moju kohta

Soovime kontrollida hiipoteesi, et faktoril moju puudub (y ei soltu tunnusest x)

Hy: ai=as=...=q;=0.
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Meie mudeli eeldustel

kus
Eyi. = pi = p+ a;.

Lihtne on néha, et reakeskmiste keskmine on iildkeskmine:
1 k 1 k. m
DWENTI NI
i=1 i=1 j=1

Olgu Hy oige, siis Eg;. = u ja kehtib

Kasutades teoreeme 4.2.1 ja 4.2.2 (hii-ruut jaotuse kohta), saame

k
1 - 2 2
%Z(%‘- =y ~x"(k-1),
i=1
mis esitab tasemetevahelist varieeruvust, ehk

B
U= %Nx(k‘—l).

Saime, et U ~ x2(k — 1) kehtib Hy digsuse korral.

Edasi vaatame i-nda rea hilvete ruutude summat. Saame

1 m
;Z ym_yz NX2(m_1)~
Aditiivsuse teoreemist
k
SSW
2= D R km — 1) = X B),
i=1

kus n = km on kogu valimimaht. Jarelikult

SSW

o2

V= ~x*(n— k)
ja seda olenemata Hj digsusest. Hy oigsuse korral kehtib

Z:MNF(k—l,n—k),

V/(n—k)
ehie (n—k)SSB
Z= i ssy ~ k- Ln k)
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Néeme, et suur SSB toob kaasa Z suurenemise. Piisavalt suure Z korral kummutame H.
Toetudes statistiku Z jaotuse omadustele, kummutame Hg olulisuse nivool « ja titleme,
et faktoril on moju uuritavale tunnusele, kui

Z > qa(k —1,n— k).

Leitud suurused asuvad programmipakettide viljundis ANOVA-tabelis (ANalysis Of VA-
riance), millel on harilikult jargmine kuju:

Source DF Sum of Squares | Mean Square | F-Stat Pr>F
Model k—1 SSB SSB/(k—1) z P(Z > z)
Error n—k SSwW SSW/(n — k)

C Total | n—1 SST

Siin SSW iseloomustab andmete summaarset varieeruvust tasemete sees, keskmistatuna
aga hindab mudeli parameetrit o2:

&Q_SSW
Cn—k

Valemist (7.1) ilmneb, et o on iihtlasi jéikide e; = y;; — p; dispersiooniks. Jaski ni-
metatakse ka mudeli veaks, siit rea nimetus ’Error’. Méned paketid kasutavad siin sona
'Residual’. Tasemete vaheline varieeruvus S.SB niitab, kui suure osa kirjeldab valitud fak-
tortunnus koguvarieeruvusest, mida suurem see on, seda parem on mudel (siit rea nimetus
"Model’). Maksimaalselt hea mudel on selline, et SSW = 0 ja SSB = SST. Siis oleks
iga y-vadrtus x-tasemel konstant (mittejuhuslik) ja faktori moju kohe néha. Tabeli pohjal
teeme otsese olulisustesti ja titleme, et faktoril on mdju uuritavale tunnusele, kui P(Z > z)
on viike. See aga ei {itle meile, missugusel faktori tasemel on funtsioontunnusele suuren-
dav, missugusel vihendav moéju. Nende otsustuste tegemiseks on vaja uurida parameetrite
hinnanguid.

7.3 Parameetrite hinnangud

Seosest (7.8) ndeme, et g on nihketa hinnang tldkeskmisele p, dispersiooniga
Dy = o?/(km). Seosest (7.6) jareldub, et ;. on nihketa hinnang taseme keskmisele p;.
Seose (7.7) tottu on faktori mdju nihketa hinnanguks

& = Yi. — Y,

dispersiooniga
2
A _ _ o“k—1
Déy = D(i — ) = 2=

m k

Dispersiooni leidmisel on silmas peetud, et ;. ja ¥ pole soltumatud.

Nagu juba eespool deldud, on dispersiooni ¢?(ehk mudeli jdfigi) hinnanguks keskmine
tasemesisene hajuvus

o  SSW

o° =
n—=k
Nimetajas on n asemel n — k, selleks, et hinnang oleks nihketa. Koéike seda kasutades,
saame vilja kirjutada parameetrite usaldusvahemikud ja testida hiipoteese parameetri-
te kohta. Usaldusvahemikud «; jaoks aitavad vilja selgitada, missugused faktoritasemed
suurendavad uuritava tunnuse keskmist, missugused vihendavad ja missuguste kohta me
el suuda konstateerida ei suurenemist ega vihenemist. Sama eesmérki tdidab hiipoteesi
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Hp : «a; = 0 kontroll iga ¢ korral olulisustoensosuse abil. Usaldusvahemiku parameetrile

o2 saame konstrueerida teadmise abil, et

52(n—k SSW
(2 ): 2 ~x(n — k).

g

Niide 56 Seljavalu ravimiseks on turu kolme tidipi ravimeid valu leevendamiseks. Selleks,
et vdlja selgitada nende efektiivsust valitakse juhuslikult 15 patsienti, kellele antakse ks
ravimitest (iga ravimitiibi jaoks & juhuslikult valitud patsienti). Seejirel fikseeritakse aeg
kuni moju saabumiseni. Andmed on toodud jdrgmises tabelis:

Rovimitidgp | 1 | 1 | 1 | 1 | 1] 2| 2| 222|838 3]|3]| 3
Aeg (min) | 12 | 15| 16 | 17| 14 | 14| 17| 19| 20| 17| 25 | 27 | 29 | 24 | 22
Soovime selgitada, kas aeg soltub ravimi tiibist. Kuna seletav tunnus (ravimi tiip) on

mittearvuline (sest valjendab koigest ravimi tidpi), siis ei sobi siin wuritava tunnuse (Aeg)
modelleerimiseks kasutada regressioonanaliiiisi, vaid tuleb rakendada dispersioonanaliitisi.

Enne parameetrite hindamist on alati kasulik andmeid graafiliselt vurida. Jargmisel joo-
nisel on toodud tunnuse ’Aeg (min)’ jaotus ravimigruppides karpdiagrammide abil. Karbis
asub 50% tunnuse 'Aeg (min)’ vddrtustest valimis, kusjuures joon karbi sees nditab valimsi
mediaani.

Md&jumise aja jaotus erinevat tiitipi ravimite kKorral

|
[
= i
E
"‘—“Cl_
o ™ -
LiH]
< S S
o /4 i
I I I
1 2 3

Ravim

On ndiha, et 3. grupi mediaan ning terve karp asub kahe esimesega vorreldes tlalpool, mis
viitab selle grupt erinevusele teistest. Ka esimest kaks paistavad monevorra erinevad. Kas
see erinevus on ka statistiliselt oluline? Selleks viime ldbi dispersioonanaliitisi.

Jargmisel pildil on toodud vastavad R-kdsud ja valjundid (tunnus 'Ravim’ on fator tunnus).
Arvutused on tehtud kitsenduse oy = 0 korral. Sel juhul nditab vabaliige (intercept) 1.
ravimitiibi keskmist aega (14,8 min). ANOVA tabelist saame F-statistiku vadrtuse 28,086
ja olulisuse toendosuse (Pr(>F)) 2,975¢ — 05 = 2,975 - 1075, mis ditleb, et tuleks vastu
votta sisukas hiipotees (aeg soltub ravimi tiibist).

Kordajate tabelist ndeme, et ravimtidibs 2 korral on keskmine aeg 2,6 minuti vorra pikem
kwi 1. tidbe korral. Kolmanda ravimi keskmine aeg on 10,6 minuti vorra esimesest pikem.
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> mudel=Im(Min~Ravim, data=andmed)
> anova (mudel)
Analy=sis of Variance Table

Response: Min

Df Sum S5g Mean 5g F walue
Rawvim 2 305.2 152.800 282.086
Residuals 12 65. 5.433
Signif. codes: 0 Y#%=Ff 0 001 *“Y==&r
> muadel

Fa P

Er (>F)
2.975e-05 #&#

0.01 »wr 0.05

Call:

Imi{formmla = Min ~ Rawvim, data = andmed)
Coefficients:

[{Intercept) RavimZ Ravim3

14.8 2.8 10.6
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0. Lisa A. y?-jaotuse taiendkvantiilid

df\a| 0.1 0.05 0.01 [df\a| 0.1 0.05 0.01

2.71 384 6.63 36 | 47.21 51.00 58.62

4.61 599 9.21 37 | 48.36 52.19  59.89

6.25 7.81 11.34 38 | 49.51 53.38 61.16

7.78 949 13.28 39 | 50.66 54.57  62.43

9.24 11.07 15.09 40 | 51.81 55.76  63.69
10.64 12,59 16.81 41 | 52.95 56.94  64.95
12.02 14.07 18.48 42 1 54.09 58.12  66.21
13.36  15.51 20.09 43 | 55.23 59.30  67.46

9] 14.68 16.92 21.67 44 1 56.37 60.48  68.71
10 | 15.99 18.31 23.21 45 | 57.51 61.66  69.96
11| 17.28 19.68 24.72 46 | 58.64 62.83  71.20
12 | 18.556 21.03 26.22 47 1 59.77  64.00 72.44
13| 19.81 2236 27.69 48 | 60.91 65.17  73.68
14 | 21.06 23.68 29.14 49 1 62.04 66.34 74.92
15| 22.31 25.00 30.58 50 | 63.17 67.50  76.15
16 | 23.54 26.30 32.00 ol | 64.30 68.67 77.39
17| 24.77 2759 3341 52 | 65.42 69.83  78.62
18 1 25.99 28.87 34.81 93 | 66.55 70.99  79.84
19 | 27.20 30.14 36.19 54 | 67.67 72.15  81.07
20 | 28.41 31.41 37.57 95 | 68.80 73.31  82.29
21 129.62 32.67 38.93 56 | 69.92 7447  83.51
221 30.81 33.92 40.29 o7 | 71.04 7562  84.73
23 | 32.01 35.17 41.64 98 | 72.16 76.78  85.95
24 1 33.20 36.42 42.98 59 | 73.28 7793  87.17
25 | 34.38 37.65 44.31 60 | 74.40 79.08  88.38
26 | 35.56 38.89 45.64 61 | 75.51 80.23  89.59
27 1 36.74 40.11 46.96 62 | 76.63 81.38  90.80
28 | 37.92 41.34 48.28 63 | 77.75 8253  92.01
29 1 39.09 42.56 49.59 64 | 78.86 83.68  93.22
30 | 40.26 43.77 50.89 65 | 79.97 84.82 94.42
31 | 41.42 4499 52.19 66 | 81.09 85.96  95.63
32 | 42.58 46.19 53.49 67 | 82.20 87.11  96.83
33 | 43.75 4740 54.78 68 | 83.31 88.25  98.03
34 | 44.90 48.60 56.06 69 | 84.42 89.39  99.23
35 | 46.06 49.80 57.34 70 | 85.53 90.53 100.43

0 ~J O U i Wi
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10. Lisa B. t-jaotuse taiendkvantiilid

d\aa 0.2 0.15 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005
1 1376 1963 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657
2 1061 1.386 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925
3 0978 1.250 1.638 2.353 3.182 4.541  5.841
4 0941 1.190 1.533 2.132 2.776 3.747  4.604
5 0.920 1.156 1.476 2.015 2.571 3.3656  4.032
6 0906 1.134 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707
7 0.896 1.119 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499
8 0.889 1.108 1.397 1.860 2306 2.896  3.355
9 0.883 1.100 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250

10 0.879 1.093 1372 1812 2228 2.764 3.169
11 0.876 1.088 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106
12 0.873 1.083 1.356 1.v82 2179 2.681  3.055
13 0870 1.079 1.350 1.771  2.160 2.650  3.012
14 0.868 1.076 1.345 1.761  2.145  2.624 2977
15 0.866 1.074 1.341 1.7563 2.131 2.602  2.947
16 0.865 1.071 1.337 1.746 2.120 2.583  2.921
17 0863 1.069 1.333 1.740 2.110 2.567  2.898
18 0.862 1.067 1.330 1.734 2.101  2.552  2.878
19 0.861 1.066 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861
20 0.860 1.064 1.325 1.725  2.086  2.528  2.845
21 0.859 1.063 1.323 1.721 2.080 2518 2.831
22 0.858 1.061 1.321 1.717 2.074 2.508  2.819
23 0.858 1.060 1.319 1.714 2.069 2500 2.807
24 0.857 1.059 1.318 1.711 2.064 2492 2.797
25 0.856 1.058 1.316 1.708 2.060 2.485  2.787
26 0.856 1.058 1.315 1.706 2.056 2.479  2.779
27 0.855 1.067 1.314 1.703 2.052 2473 2.771
28 0.855 1.056 1.313 1.701 2.048  2.467 2.763
29 0.854 1.055 1.311 1.699 2.045 2462 2.756
30 0.854 1.055 1.310 1.697 2.042 2.457  2.750

10000 0.842 1.036 1.282 1.645 1.960 2.327  2.576
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