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Keskvaartus

Keskmine koondub keskvaartuseks -
keskvaartuse definitsioon (statistiline ehk von Misese tGendosus) voi jareldus
suurte arvude seadusest (Kolmogorovi téen&osus)
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Diskreetne juhuslik suurus

Naide 1: Bernoulli jaotus, X~B(1; p) voi X~Be(p)
P(X=1)=p PX=0=1-p
E(X)=1p+0(1-p)=p

Bernoulli jaotusega on 'jah'/'ei' tunnused,
kus 'jah’ voib tdhendada mingi arvamuse,
haiguse jm. olemasolu.

Diskreetne juhuslik suurus (binoomjaotus)

Néide 2: binoomjaotus, X~B(n; p)

(Tahapiline) interpretatsioon:
n - katseseeria pikkus
p — meid huvitava sindmuse toimumise
téendosus

X — mitu korda toimus meid huvitav siindmus
n katse jooksul

P(X =x)=Cp"(1—-p)"* kui z € {0;...;n}
cr = n!

n zl(n—z)!

Diskreetne juhuslik suurus (binoomjaotus)
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P(Y =4),kuiY ~ B(n—1;p)

LisakUsimus (vabatahtlik): kas oskad
binoomjaotust pariselus kasutada®?

Teame Uhe ohtliku bakteri genoomist 60 tdhte pikka DNA [6iku (DNA koosneb tahtedest
A,CT,G), mis esineb teadaolevalt ainult ohtlikus bakteris ja mitte Uheski teises
elusolendis.

Loeme (sekveneerime) proovis olevat bakterit ja vaatame, kas leiame loetud tdhejadas
meie poolt otsitavat 60 tahte pikka ohtliku bakteri DNA 16iku. Kui leiame, siis loeme
ohtliku bakterit leituks (test osutub positiivseks).

Paraku teeb tdnapdevane tehnoloogia DNA lugemisel tdendosusega 0,01 tdhevea
(lugemisvead teineteisest sdltumatult).

a) Mitu korda peaksime proovis oleva bakteri genoomi lugema, kui sooviksime, et
avastaksime ohtliku bakteri (kui ta esineb proovis) vahemalt téendosusega 0,99?

Oletame, et proovis vOib esineda ka sarnane ohutu bakter, millel on peaaegu
samasugune 60 tahte pikk DNA 16ik — vaid 1 taht kogu I6igu kohta on erinev.

b)  Milline on téendosus anda ekslikult hairet, kui proovis on ohtliku bakteri asemel
tema ohutu sugulane (ja me Uritame tagada avastamistGenaosust 0,99)?

c¢) Kuidas saavutada ohtliku bakteri avastamistGendosus 0,99 (kui ohtlik bakter
tegelikult on proovis) ja samal ajal tagada, et ohutu sugulasliigi korral oleks

valepositiivse testitulemuse tdendosus vaiksem kui 0,017 .
12




Diskreetne juhuslik suurus

E(9(X)) = Zg(%)P(X = x;)

E(X?) =94

16
0,5

Teoreem

Olgu X ja Y juhuslikud suurused iihisjaotusega
{(xi,yj.pij) = i€l, je J} ning olgu g : IR? — IR selline funktsioon, et
Juhuslik suurus g(X,Y) omab I6plikku keskviartust. Sel juhul kehtib

vordus
Elg(X. V)] =D alxiy)pi-

el jeJ

Markus. Sarnane tulemus kehtib ka siis, kui vaatleme funktsiooni g
rohkem kui kahest diskreetsest juhuslikust suurusest.

Niide. Uhisjaotus.

y\x 1 2 4
1 0,1 0,1 0,2 E(abs(X —Y))=1,2
2 03 0,2 0,1

17

Pidev juhuslik suurus

xfx(z)dx

1
Niide: Ghtlane jaotus, X~U(2; 3):  fx(x) = { 0

x€[2...3

mujal

3 00
fo(x)d:E+/ fo(x)d:L‘—i-/ zfx(x)dz
2 3

3
/xdx:x2/2 =9/2-4/2 =5/2=25
2
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Kui g : IR*> — IR on "piisavalt heade omadustega” funktsioon (nt
pidev véi selline, mille valemit me oskame kirja panna) ning

// lg(x, y)|fx.y(x,y)dxdy < oo,
IR2

Siis
E(g(X.Y)) = / / g(x.y)f y(x.y) dx dy.
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Keskvaartus, universaalsem

B(X) = _/ Fx(x)dx+/ooo(1 ~ Fy(x))dz

— 00
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1- Fx(X)

Keskvaartus, universaalsem

o0
E(X) = / (1 - Fx(x))dx
0
X 1 2 4
0 P(X=x) 0,1 03 0,6
g _ X2P(X=X2)
: i XsP(X =X3)
g h I I I I I I
0 1 2 3 4 5

Keskvaartus, X>0 pidev

/00(1 — Fx(x))dz
0

0

E(X) :/00 zfx(z)dz :/Oooxfx(m)da:

sest X>0 /uv’dx = uv — /vu’dx
U




Keskvaartuse (triviaalsed)
omadused

Olgu a, b konstandid ja X ja Y juhuslikud suurused.
Siis

1. E(a+bX)=a+bE(X)

2. E(X+Y)=E(X)+E(Y)

E(X+Y)= /_OO /_oo (x +y) fxy(xy)drdy

= / / zfxy(xy)dedy + / / yfxy(xy)dedy
= / / zfxy(z,y)dydr + / Y / Ix,v (z,y)dedy

B 1) = [ [ sty

N /_OO /_Oo zfxy (@y)drdy + /_OO /_OO yfx.y(zy)dedy
/ / zfxy(z,y)dydx +/ / fxy(zy)dzdy
:/ / Ix,v( ,y)dydm+/_ooyfy( )dy

_ /Oo fx(2)dz + B(Y) = E(X) +E(Y)

Keskvaartuse (triviaalsed)
omadused

Olgu a, b konstandid ja X ja Y juhuslikud suurused.
Siis

1. E(a+bX)=a+bE(X)

2. E(X+Y)=E(X)+E(Y)

3. E(XY)=E(X)E(Y), kui Xja Y on soltumatud

By = [ Z / Z ey fx (@) fr (v)dad

= [ un) [ aic@sdy = [y RGO
e = = CEYEX)
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Kui X;, i =1,2,...,n on soltumatud juhuslikud suurused ja
fi, i=1,....no0n sellised iihe muutuja funktsioonid, et f;(X;) on
Ioplikku keskvaartust omavad juhuslikud suurused, siis

E[A(X1) - B(X2) -+ fa(Xn)] = E[A(XD)]E[R(X2)] - - E[fa(X0)]-

Toestus. Olgu X diskreetne juhuslik suurus voimalike vaartustega
{x;, i € I} ning Y diskreetne juhuslik suurus v8imalike vdirtustega
{y;, j € J}, olgu nende ihisjaotus (x;, yj, pj), i € I, j € J. Siis
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Keskvaartust omava diskreetse juhusliku suuruse X tinglikuks
keskvaartuseks tingimusel, et siindmus {Y = y;} (mille korral
P({Y = y;}) > 0) toimus, nimetatakse arvu

EXI{Y =y}) =D xiPr({X =x} [ {Y = y;}),
i€l

kus (xj, Pr({X = xi} | {Y = y;})), i € I on juhusliku suuruse X tinglik
Jaotus tingimusel, et {Y = y;} toimus.

Tuletame meelde, et kehtib seos:

Pr{X =xi}.{Y =y}))
Pr{Y =y})

Pr({X =xi} [{Y =y})) =
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1. Millega vordub summa Y keskvaartus (teiste sdnadega kahel taringul
oodatav silmade arvude summa) juhul, kui on teada, et esimesel tuli 2

silma?
EV{Xi=2}) =) yP{Y =yll{Xx=2})=
j
1 1 1 1 _1 1
=2.0+3-=+4-- 5-=+6-—4+7-=+8-=+9-0+... 12 -0 = 11/2.
3o td ot g HO gt g8 7 +9:0+ /

2. Millega vordub esimese taringu keskmine saadud silmade arv juhul kui
on teada, et summa tuli 57

E(Gl{Y =5}) =D xP({Xi=x}{Y =5})

P({X,=x}n{Y =5 ‘. 1/36 5
:ZX" ({ F o }):Z /36 _

P{Y =5} 436~ 2

X=
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Teoreem

Teoreem

Olgu B;, j € J (kus J on kas Iéplik voi loenduv hulk) siindmuste
taisstisteem. Siis kehtib vordus

E(X)=>_ E(X|B)P(B)).

JjeJ

Tavaliselt on sobivateks siindmusteks B; mingi teise juhusliku suuruse Y
vaartustele vastavad siindmused {Y = y;}.
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Olgu B;, j € J (kus J on kas Iéplik voi loenduv hulk) siindmuste
taisstisteem. Siis kehtib vordus

E(X)=>_ E(X|B)P(B)).

JjeJ

Tavaliselt on sobivateks siindmusteks B; mingi teise juhusliku suuruse Y
vaartustele vastavad siindmused {Y = y;}.

ZE(X\Bj)P(Bj) => ) 2;P(X = z;|B;)P(B;)

jedJ ‘ jeJ 1

=Y "2:Y P(X =] Bj)P(B;) = inP(X = ;)

i jeJ
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Nelja anuma vahel on &ra jagatud 10 voitu (keskmine vdidu
suurus 70 EUR). Seotud silmadega mangijal lastakse juhuslikult
vdlja valida tiks anum ja anumas olevatest voitudest tiks
konkreetne voit. Juhuslik suurus X tahistab manguri poolt
saadud voidu suurust. Leia E(X)!
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Definitsioon

Olgu (X, Y) kahemé&dtmeline pidev juhuslik vektor. Siis juhusliku
suuruse X tinglik keskvaartus tingimusel {Y =y} on

+oo
E(X|{Y=y})=/_ X (x| {Y = y}) dx,
kus -
Al {Y =yh) = 224,

Naide: Olgu juhusliku suuruse (X, Y) Ghistihedus on antud jargmise
valemiga:

flx,y) = 8xy, kuid<x<y<1,
= 0, vastasel juhul.

Leida E(X | {Y = y}).

o Paneme tahele, et E(X|{Y = y}) on muutuja y funktsioon.
Tahistame seda funktsiooni korraks h(y). Eelmises naites h(y) = 27

o Defineerime keskvaartust E(X | Y') kui juhusliku suurust h(Y').
Eelmises naiteks oleks h(Y) = &-.

o Teisiti 6eldes, E(X|{Y = y}) on mingi arv iihe konkreetse y
vaartuse korral. Nditeks, kui eelmises naites vStta y = 1/2, siis
E(X{Y = 1/2}) = 285 =13,

e Samal ajal avaldis E(X | Y) on juhuslik suurus, mis séltub
juhuslikust suurusest Y.

e Kuna E(X | Y) on juhuslik suurus, siis saame raikida selle
keskvaartusest E (E(X | Y)).

@ Sisemine keskvaartus on voetud arvestades juhusliku suuruse X
jaotust tingimusel {Y = y}. Vélimine keskvaartus on aga v&etud
arvestades Y jaotust.

Lemma

Tingliku keskvaartuse kohta kehtib jargmine tulemus:

E(EX]Y)) = E(X)

Tdestus pidevate j.s. korral:

BOY =9) = [ afey @l =9 do = [~ T2 4,

E (E(X|Y)) :/OO (/Oo x%(f’y)dx)jy{ﬁdy

o0 — 00

=/ / xfxy(w,y)dyd:c:/ x/ Ix,v(x,y)dy dx

= /00 zfx(z)dxr = E(X)

— 00




