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Diskreetsete juhuslike suuruste lihisjaotus

Juhuslikku vektorit (X,Y) nimetatakse diskreetseks kui nii X kui ka Y on
diskreetsed juhuslikud suurused.

Kui diskreetse juhusliku vektori (X,Y) puhul teame mistahes X ja Y
vaartuste kombinatsiooni esinemistoendosust siis (tleme, et me
teame vektori (X,Y) jaotust ehk teame juhuslike suuruste Xja Y

Uhisjaotust.




Diskreetsete juhuslike suuruste (hisjaotus

Definitsioon 1 Juhusliku vektorit (X,Y) nimetatakse diskreetseks, kui
X ja'Y on diskreetsed juhuslikud suurused. Diskreetse juhusliku suuruse
korral nimetatakse kolmikuid (x;,y;,p:5), 1 € I, j € J, kus p;; = P{X =
2, Y = y;}) ning {x; : i € I} ja{y; : j € J} on vastavalt juhuslike
suuruste X ja'Y wvddrtuste hulgad, juhusliku vektori (X,Y) jaotuseks ehk
juhuslike suuruste X ja Y dhisjaotuseks.

Mairkus. Lihtsuse mottes on eelnev definitsioon toodud kahest juhus-
likust suurusest koosneva vektori kohta, kuid iildistus n-mootmelisele juhule
on analoogiline.

Naide. Liiklusdnnetustesse (USA, 1997-2006) sattunud
sdidukijuhid ja nende saatus

1 (autos turvavooga) 2 (auto, turvavoéta) | 3 (mootorratas)

1 (=suri) 0,0053 0,0071 0,0017
0 (=eisurnud) 0,8021 0,1837 0,0001
Y-i 0,8074 0,1908 0,0018

marginaaljaotus

TaistGendosuse valem:
P(Y=y,) = P(Y=y, N X=x,) + P(Y=y, N X=x,)

Milline on X-tunnuse marginaaljaotus?

Diskreetne juhuslik vektor

Juhusliku vektori (X,Y") késitlemisel nimetatakse juhuslike suuruste X
ja Y jaotusi marginaaljaotusteks.

Lemma 1 Juhusliku vektori (X,Y) jaotuse {(z;,y;,pi;) : 1 € I, j € J}
korral kehtivad vordused

pi= > pij=P{Y =y}

iel
pi. 1= Zpij =P({X =z:})
jET
> =L
i€l j€J

Naide. Liiklusdnnetustesse (USA, 1997-2006) sattunud
sdidukijuhid ja nende saatus

1 (autos turvavooga) 2 (auto, turvavooéta) | 3 (mootorratas)

1 (=suri) 0,0053 0,0071 0,0017
0 (=eisurnud) 0,8021 0,1837 0,0001
Y-i 0,8074 0,1908 0,0018
marginaaljaotus
P(ANB
p(ajp) = PUND)

P(X=1|Y=1) = 0,0053/0,8074 = 0,0065... P(B)

P(x=0|Y=1) =0,8021/0,8074 = 0,9934...

Milline on juhusliku suuruse X tinglik jaotus juhul kui Y=1?




Naide. Liiklusdnnetustesse (USA, 1997-2006) sattunud
sdidukijuhid ja nende saatus

1 (autos turvavooga) 2 (auto, turvavoéta) | 3 (mootorratas)

1 (=suri) 0,0053 ‘ 0,0066 0,0071 0,0017
0 (=eisurnud) 0,8021 0,9934 0,1837 0,0001
Y-i 0,8074 0,1908 0,0018

marginaaljaotus

juhusliku suuruse
X tinglik jaotus
juhul kui v=1 P(ANB)

PAIB) = =5

Uldjuhul:

Tinglik tdendosus naha vaartust x; juhul kui Y=y;
on leitav valemiga p,;,,= p;/p;.

Milline on juhusliku suuruse X tinglik jaotus juhul kui Y=1?

Naide. Liiklusdnnetustesse (USA, 1997-2006) sattunud
sdidukijuhid ja nende saatus

1 (autos turvavooga) 2 (auto, turvavoéta) | 3 (mootorratas)
1 (=suri) 0,0053 0,0066 0,0071 0,0372 0,0017
0,9934 0,1837 0,9628 0,0001

0 (=eisurnud) 0,8021
Y-i 0,8074 0,1908 0,0018

marginaaljaotus

juhusliku suuruse
X tinglik jaotus
juhul kui Y=2

Kui sattud liiklusdnnetusse ja sa ei
kanna turvavood, siis on sinu
surmarisk enam kui 5 korda suurem
vorreldes juhiga, kes kannab
turvavood

Milline on juhusliku suuruse X tinglik jaotus juhul kui Y=27? Leia!

Definitsioon

Diskreetseid juhuslikke suuruseid X ja Y nimetatakse soltumatuteks, kui
iga i €| jaigaj € J korral kehtib vérdus

Pij = Pi.P.j

Kuna statistika kasutamisel on tegemist tavaliselt rohkem kui kahe
séltumatu juhusliku suurusega, siis sdnastame sdltumatuse mdiste ka
tldkujul.

Definitsioon

Diskreetseid juhuslikke suuruseid X1, Xa, .. ., X, nimetatakse
séltumatuteks, kui siindmused {X; = x1}..... {Xn = xa} on taielikult
séltumatud iga X1 véimaliku vaartuse xq, Xo véimaliku vaartuse xa, . . .,
iga X, véimaliku vaartuse x, korral.

Naide. Liiklusdnnetustesse (USA, 1997-2006) sattunud
sdidukijuhid ja nende saatus

1 (autos turvavooga) 2 (auto, turvavooéta) | 3 (mootorratas)

1 (=suri) 0,0053 0,0071 0,0017 0,0141
0 (=eisurnud) 0,8021 0,1837 0,0001 0,9859
Y-i 0,8074 0,1908 0,0018
marginaaljaotus
juhusliku
suuruse X

Kui tinglikud jaotused on samad, siis on
juhuslikud suurused s6ltumatud:

P(X =Y =y;) =c Vj,i

marginaaljaotus

c= CZP(Y =y) =Y cP(Y =y;) =Y P(X =u,]Y =y;)P(Y =y;) = P(X = ;)

P(X =2,Y =y,;) = P(X =2,|V =) P(Y = ;) = cP(Y = ;) = P(X = 2,)P(Y =

Yj
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Naide 2

Miinti visatakse kaks korda.

Naide 2

katseseeria p; X Y PP
Kas juhuslikud suurused KULL KULL 1/4 1 0 1/4 )
X 1 — mdlema viske tulemused on samad KULL KIRI 1/4 O 0 1/4 XNJa Yon
~ . . sOltumatud!
0 — mdlema viske tulemused on erinevad KIRI KULL 1/4 0 1 1/4
Y: 1 — esimesel viskel tuleb KIRI KIRI KIRI 1/4 1 1 1/4
0 — esimesel viskel tuleb KULL
X-i marginaaljaotus Y-i marginaaljaotus
0 1 0 1
on séltumatud? P(X=x) 1/2 172 Plr=y) 172 1/2
Naide 2a Naide 2a
Miinti visatakse kaks korda. katseseeria p., X Y 7 Pi. PP i
Kas juhuslikud suurused KULL KULL 1/4 1 0 0 1/8
X: 1 — mdlema viske tulemused on samad KULL KIRI 1/4 O 0 1 1/8
0 — mdlema viske tulemused on erinevad KIRI KULL 1/4 0 1 0 1/8
Y: 1 — esimesel viskel tuleb KIRI KIRI KIRI 1/4 1 1 1 1/8

0 — esimesel viskel tuleb KULL

Z: 1 —teisel viskel tuleb KIRI
0 —teisel viskel tuleb KULL

on s6éltumatud?

X-i marginaaljaotus

0 1
PX=x) 1/2 1/2

Y-i marginaaljaotus Z-i marginaaljaotus

0 1 0 1
P(v=y) 1/2 1/2 P(Z=z) 1/2 1/2




Nii diskreetse kui ka pideva juhusliku vektori jaotust saab kirjeldada

jaotusfunktsioonide abil. Tuletame meelde, et kahemddtmelisel juhul oli
jaotusfunktsioon defineeritud jargmiselt.

Definitsioon

Juhusliku vektori (X, Y') jaotusfunktsiooniks (ehk juhuslike suuruste X ja
Y (hisjaotuse jaotusfunktsiooniks) nimetatakse funktsiooni

Koik juhuslikud suurused pole
diskreetsed...

Diskreetse juhusliku suuruse korral
Mida teha teistsuguste juhuslike suuruste korral?

FXﬁY(%?/) = Z Pij

{(4,9): @i <z,y; <y}

Fxy(x,y)=P{X <x, Y <y}), x,yeR.

Nii diskreetse kui ka pideva juhusliku vektori jaotust saab kirjeldada Nii diskreetse kui ka pideva juhusliku vektori jaotust saab kirjeldada
jaotusfunktsioonide abil. Tuletame meelde, et kahemddtmelisel juhul oli
jaotusfunktsioon defineeritud jargmiselt.

jaotusfunktsioonide abil. Tuletame meelde, et kahemddtmelisel juhul oli
jaotusfunktsioon defineeritud jargmiselt.

Definitsioon

Definitsioon
Juhusliku vektori (X, Y') jaotusfunktsiooniks (ehk juhuslike suuruste X ja
Y lihisjaotuse jaotusfunktsiooniks) nimetatakse funktsiooni

Juhusliku vektori (X, Y') jaotusfunktsiooniks (ehk juhuslike suuruste X ja
Y (hisjaotuse jaotusfunktsiooniks) nimetatakse funktsiooni

Fxy(x,y)=P{X <x, Y <y}), x,yeR.

Fxy(x,y)=P{X <x, Y <y}), x,yeR.
F(ay) =1/16(2%y + 2y®), 0<ay <2

F(xy) = 1/16(xy + zy°), 0 < z,y <2




Juhusliku vektori jaotusfunktsiooni omadused

1. 0< Fxy(zy) <1V(zy) € R2,
2. Fxy on kummagi muutuja jérgi paremalt pidev igas punktis,

3. 1i_>m Fxy(zy) = Fx(z) Vz € R, li_>m Fxy(zy) = Fy(y) Yy € R,
Y oo x oo

4. lim Fxy(z,y)=0VzeR, lim Fyxy(z,y)=0VyeclR.
Yy——00 ’ T——00

5. Pla< X <be<Y <d}) =Fxy(bd) — Fx,y(a,d) — Fxy(bc) +
+ Fxy(a,c),
6. Fxy(z,y) = Fxjy<y(z)Fy (y).
Fxy(y)=PX <znY<y)
=P(X <alY <y) P(Y <)
= Fx|y<y(z)Fy(y)
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Séltumatud (diskreetsed) juhuslikud suurused

Fxy(zy) = Z Dij
{(5): wi<w,y; <u} Kui X ja ¥ on s3ltumatud
Fxy(zy) = Z Di.D.j

{(4,5): xi<a,y; <y}

Fxy(y)= >, >, pip; )= Y »;

{iz@i <z} {5:y; <y} Uiy <y}
Fxy(zy) = Z (Pz’. E P,j)
{i:z; <z} {5:y;<y}
Fxy(zy) = Z pi.Fy(y) Fx(x) = Z .
{i:2;<z} {i:z;<z}

Fxy(ey)=Fr(y) Y pi=Fr(yFx()
{irz;<a}

Diskreetsed juhuslikud suurused

Fxy(z,y) = Fy(y)Fx(z) = X jaY on soltumatud?

Olgu vGimalikud vaartused jarjestatud
X <Xy <. Vi<V, <.

P(X =2;,Y =y;) = P({z;-1 < X <a;,y;-1 <Y <y;})
= Fxy(ziy;) — Fxy(zio1,9) — Fxy (@iyi-1) + Fxy (zi-1,y;-1)
= Fx (24) Fy (y;) = Fx (2i-1) Fy (y;) = Fx (23) Fy (y-1)+ Fx (@i-1) Fy (y;-1)
= Fy(y;) [Fx (i) — Fx(2i-1)] = Fy (y;-1) [Fx () — Fx(zi-1)]
=Fy(y;)P(X = 2;) — Fy (y;-1) P(X = ;)
= [Fy (y5) — Fy (yj-1)] P(X = )
=P(Y =y;) P(X = ;)

Uldine séltumatuse definitsioon

Juhuslikke suurusi X ja Y nimetatakse soltumatuteks, kui iga x,y € IR
korral on siindmused {X < x} ja{Y <y} séltumatud.

Juhuslikud suurused on séltumatud parajasti siis, kui nende (ihisjaotuse
Jjaotusfunktsioon avaldub kujul

Fx v(x,y) = Fx(x)Fy(y) Vx,y € R,

kus Fx ja Fy on vastavalt juhuslike suuruste X ja Y jaotusfunktsioonid.




Juhuslikku vektorit (X, Y') nimetatakse pidevaks, kui tema
Jaotusfunktsioon avaldub kujul

Fx,y(x.y) = /_XOO (/_.yoo fx v (u,v) dv) du, x,yeR

mingi funktsiooni fx y : IR? — IR korral. Funktsiooni fx y nimetatakse
sel juhul juhusliku vektori (X, Y tihedusfunktsiooniks (ehk juhuslike
suuruste X ja Y (histiheduseks).

Kui Fy,(x,y) on diferentseeruv punktis (x,y), siis

. 62FX,Y($ay)
fx,Y(%?J) = GZ/T
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Kahemdotmelise tihedusfunktsiooni ndide —
naistudengite pikkused ja kaalud
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Lemma (Tihedusfunktsiooni omadused)

Olgu (X, Y) pidev juhuslik vektor jaotusfunktsiooniga Fx. y ja
tihedusfunktsiooniga fx,y. Siis kehtivad jargmised omadused:

@ Funktsioon fx y on mittenegatiivne, st fx y(x,y) > 0 V(x,y) € R?;
Q@ kehtivad vordused

() = / e i,

—0o0

fr(y) = /_0:0 fie.y(x, y) dx,
/_‘: /_Z f(x.y)dxdy =1

fxy(z,y) = fx)y=y (@) fr(y)

Pty —y(@) = fxfj—gy)) kui fy (y) # 0

Kui D C IR? on esitatav loenduva arvu ristkiilikute abil kasutades
tihendeid, (ihisosasid ja taiendeid (st Boreli o-algebra suhtes mé6tuy
hulk), siis

P{(X,Y) e D}) = / fx.v(x,y)dxdy.




SOltumatus ja tihedusfunktsioon

Lemma (X ja Y sdltumatus tihedusfunktsioonide kaudu)

Pidevad juhuslikud suurused X ja Y on séltumatud parajasti siis, kui
nende (ihisjaotuse tihedusfunktsioon avaldub kujul

fx.v(x,y) = &x(x)fy(y) ¥x,y € R.

Kui X ja Y on séltumatud, siis

Fxy(zy) = Fy(y)Fx(z)

82FX7y(x,y) _ a <8Fx(1')Fy(y))

fX,Y(w7y) = 8£an - % ay

9 <FX(:c) aFY(y)) = fx(2)fr(y)

~ oz oy

SOltumatus ja tihedusfunktsioon

Lemma (X ja Y sdltumatus tihedusfunktsioonide kaudu)

Pidevad juhuslikud suurused X ja Y on séltumatud parajasti siis, kui
nende (ihisjaotuse tihedusfunktsioon avaldub kujul

fx.v(x,y) = ix(x)fy(y) ¥x,y € R.

Kui fxy(zy) = fx(@)fr(y)

Fx.y(zy) = /_; /_; Fxy (uw)dudu
:/:o /io fX(u)fY(v)dUdU:/_; Ix(u) /_: fy (v)dvdu

- [ stiE @ = Fe) [ Fxlwie= )P (@)

Naide
Kahemd&otmelise pideva juhusliku suuruse
tihedusfunktsioon on jargmine:

_f (@+ay)/2, 0<2<1,0<y<2,
Fxy(wy) = { 0, muidu.

Leia tdoendosus P(X=Y)!

Naide
Kahemd&otmelise pideva juhusliku suuruse
tihedusfunktsioon on jargmine:

_f (@+ay)/2, 0<2<1,0<y<2,
Fxy(wy) = { 0, muidu.

Leia tdendosus P(X>Y)!

Kas on tegemist tihedusfunktsiooniga?




Naide
Kahemddtmelise pideva juhusliku suuruse
tihedusfunktsioon on jargmine:
_J (@+ay)/2, 0<r<1,0<y<2,
Fxy(@y) = { 0, muidu.
Leia tGendosus P(X>Y)!

P({(X.Y) € D}) = / fxy (@) dedy

D
1 =z

P(X>Y)= //f‘x,y(w,y) dy dx

0 0

P(X>Y

Il
O\H O\H D\H

— (*/3+2"/8)/2

xz

)—j/.f'X,Y(%y) dy dz
0 0

x

[ a2y s
0

y=x
dx

y=0

<xy + %yQ) /2

(z® +23/2)/2dx

= (1/3+1/8)/2=11/48

0




