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Saateks

Kiesolev kogumik sisaldab pohiliselt 16 ~17. aprillil 1998 toimunud Eesti
Statistikaseltsi 11. konverentsi “Statistikameetodid keskkonnakaitses ja
6koloogias” materjale. Nimetatud konverents, mille korraldamise idee
pérines prof. E. Tiidult, dratas laialdast huvi ja kattis mitmeid biomeetria
valdkondi. Siiski jai real pdhjustel enamik konverentsi materjale
avaldamata, Vahepealsed aastad on aga néidanud, et tookord esitletud
biomeetria meetodid ei ole oma védrtust jérgnenud aastate jooksul
kaotanud. Vastupidi, mitmed konverentsil labiarutatud ideed on praeguseks
leidnud mitmekiilgset kasutamist 6koloogilistes ja keskkonnauuringulistes
toodes. Nii on Vortsjiarve okosiisteemi diferentsiaalseostel pohinev mudel
olnud mitmete artiklite teemaks ja ka toeks uute uuringute planeerimisel.
Eve Aruvee kirjeldatud sesoonsuse modelleerimine B-funktsioonide abil on
saanud peaaegu et standardiks Peipsi ja teiste jirvede parameetrite
muutuste kirjeldamisel suurte statistiliste mudelite abil. Konverentsil
esitatud Peipsi hidrokeemilise seisundi modelleerimise pdhim&tted on
olnud aluseks eesti- ja ingliskeclsete Peipsi monograafiate vastavate
peatiikkide ja mitmete artiklite koostamisel ning uute uurimisprojektide
planeerimisel.

A. Kiviste metsakasvu uurimise meectodid, rakendatuna ulatuslikule
andmebaasile, on rikastanud meie teadmisi ja leidnud kasutamist ka
vastavates erikursustes.

Praeguseks on kdiki neid konverentsil esitatud meetodeid edasi arendatud
ja tdiendatud ning edasine t66 jatkub. Mdnede ettekantud ideede areng on
olnud sedavord diinaamiline, et vastava artikli koos—tamine ei ole tundunud
autoritele mdistlik. Néitena vOiks tuua T. Eimre ettekande keemiliste
parameetrite jaotusest eesti jarvedes. Selles ettekandes esitatud ideed
keemiliste analiiiiside lavivaartuste valikust tekitasid konverentsil vastakaid
arvamusi, kuid neid on pidevalt edasi arendatud. Siiski ei ole autor siiani
temale 16plikult vastuvdetavat lahendust leidnud. Ka H. Timmi t6o6d
pShjaloomastiku kasutamisest vee seisundi hindamiseks on pidevalt
jatkunud, kuid valdkonna keerukuse ja diskuteeritavuse tGttu ei ole autor
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vastavat eestikeelset artiklit veel koostanud. Seda kdike arvestades v&ib
peagi osutuda vajalikuks korraldada jérgmine biomeetria-alane konverents,
et tutvustada vahepeal saadud tulemusi ning itheskoos otsida lahendusi
raskematele iileskerkinud kiisimustele.

Toimetaja T. Kollo on lisanud konverentsi materjalidele ka kaks hiljem
kirjutatud t66d ja kroonika. E. Tiidu artiklis statistilisest sdltuvusest on
kokku vGetud ja niidetega illustreeritud mdned praktilist huvi pakkuvad ja
samal ajal teoreetiliselt ilusad tulemused autori pikemaajalisest
uurimist6dst, mis on dratanud ka suurt rahvusvahelist huvi. Teises artiklis
on E. Kéarik tutvustanud nn. Gini kordajat, mille kasutamine on
perspektiivikas eclkdige sotsioloogilistes ja majanduslikes uuringutes.
Kogumiku 16pliku toimetamise ja vormistamise eest on toimetus tinu volgu
Séde Koskelile.

Miirts, 2001,
ESS 11. konverentsi organisaator Tdnu Méls.




Eesti Statistikaseltsi 11. Konverents
LUS maja saalis, Struve 2, Tartus

Statistikameetodid keskkonnakaitses ja 6koloogias

PROGRAMM
16. aprill 1998

9.30-10.00. Registreerimine, ESS liikmemaksu tasumine, ESS triikis-
tega tutvumine.

Iistung. Taimestiku mudelid.

Juhataja: E.-M. Tiit

10.00. Konverentsi avamine. E.-M. Tiit

10.10-10.40. Juhan Ross, Madis Sulev, Peeter Saarelaid. Taimkatte
kiirgusreziimi statistiline késitlus

10.50-11.20. Vello Ross, Juhan Ross. Taimkatte arhitektuuri statisti-
lised parameetrid

11.30-12.00. Kohvipaus

12.00-12.30. Andres Kiviste. Muutus Eesti metsade kasvukdigus ja
selle hindamisest

12.30-13.00. Diskussioon

13.00-14.00. Louna

I1 istung. Veekogude okosiisteemide modelleerimine

Juhataja: J. Ross

14.00-15.30. Mdrt Mols, Tiina Noges, Peeter Noges. Veekogu 6ko-
stisteemi mudel Vortsjirve néitel

15.30-16.00. Kohvipaus.

16.00. Diskussioon.




17. aprill 1998
I istung. Veekogude seisundi modelleerimine

Juhataja: K. Pirna

10.00-11.40. Tonu Mols. Peipsi jarve hiidrokeemilise seisundi model-
leerimine

11.40-12,00. Kohvipaus

12.00-12.30. Henn Timm. P&hjaloomastik kui keskkonna seisundi
indikaator

12.30-13.00. Eve Aruvee. Sesoonsuse modelleerimine

13.00-13.30. Tiina Eimre Keemilise seisundi parameetrite jaotused
eesti jarvedes.

13.30. Diskussioon




Sesoonsuse ja selle muutuste

modelleerimine
Eve Aruvee
Eesti Pollumajandusiilikool, Matemaatika instituut

Okoloogiliste parameetrite sesoonsuse ja selle pikaajalise muutumise
hindamine mitmesuguste segavate faktorite olemasolul ja arvestamisel
eeldab suhteliselt keerukat statistilist metoodikat.
Uheks tavalisemaks ja levinumaks teeks on regressioonanaliiiis kova-
riatsioonanaliiiisi raamides, kus sesoonsuse modelleerimiseks kasuta-
takse poliinoome,
Nditaja sesoonsus avaldub tema aastaringses reeglipirases muutu-
mises, nditeks siidasuvises suurenemises ja talvises vihenemises.
Sesoonsuse hindamine keerulisest Okoloogilisest andmestikust on
suhteliselt tiilikas. Pohilised raskused on seotud prognoosi tsiiklilisuse
saavutamisega, paljuparameetriliste mudelite hindamisel esinevate
arvutuslike probleemidega, samuti vaatlusandmete ebaiihtlase jaotu-
sega aasta sees. Seni on selleks kasutatud tavalisi poliinoommudeleid.
Nditena esitame ithe voimaliku mudeli keemilise iihendi kontsent-
ratsiooni jaoks.
kontsentratsiooni
logaritm = a; + a,A + a;A% + A% + asD + agD*+ a;D* + a;AD +
aoAD? + 2;0AD = a, + aA + a;A% + a,A° +(as + asA + aloAZ)D +
(as + asA)D* + a;D*,
Siin ja edaspidi on kasutatud skaleerimisi:
A= aasta—1925 ’
10
ja
D= péeva jarjekorra nr aastas
365 '
Tunnuse A vairtused on peale skaleerimist 18igus [0,10] ja tunnuse D
vadrtused on 18igus [0,1]. Fikseerides A, saame konstantsete kordaja-
tega sesoonsuse mudeli. Erinevatele aastatele vastavad kordajad on
erinevad, nii saab uurida sesoonsuse sGltuvust aastast.
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T66 uurimusliku osa aluseks on ZBI Eesti viikejarvede andmebaas,
kus vaatlused algavad 1925. aastast. Ténaseks on kogunenud andmeid
350 jarve kohta kokku iile 4600 kirje. Kuid see andmestik on liinklik,
sest m3Gtmisi ei ole teostatud alati mitte k3igis jarvedes ja mitte alati ei
ole uuritud kdiki aineid. Enamus m&3tmisi on tehtud soojal ajal. Talvisi
modtmisi on ddrmiselt vdhe, mistSttu sesoonsuse uurimisel on selle
perioodi hinnangud ebatipsed voi vihe usaldatavad.

Paljudest uuritud ainetest on t66s analiiisitud iildfosforit, ldlam-
mastikku ja aluselisust pH. Uldfosforit on wuritud 111 jérves ja
vaatlusi on kokku 492, Uldlimmastiku andmed on kogutud 189
erinevast jarvest, andmekirjeid on kokku 1189. Vesinikioonide
kontsentratsiooni pH on moé6detud kéikidest jarvedest ja vaatlusi on
3139. Joonistel 1-3 on esitatud uuritavate ainete hajuvusdiagrammid
sltuvalt vaatlusajast.

700
600 + -
500
400 + =

o -
300 + -

= -
200 + o - - -
el A
100 + il
0 } ¢
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

pdev aastas (D)

Joonis 1. Uldfosfori kontsentratsiooni hajuvus sdltuvalt sesoonist.
9 + ,

log(N}

8
7
6
5 1
4
3

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
pdev aastas (D)

Joonis 2. Uldldmmastiku logaritmilise kontsentratsiooni hajuvus
sdltuvalt sesoonist.
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pH

N QO & O O N @
T N A RO

¥ T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

pdev aastas (D)

Joonis 3. pH hajuvus sdltuvalt sesoonist.

Eespool kirjeldatud polimoommudelitel on mitmesuguseid puudusi
looduslike nihtuste kirjeldamisel. Loetleme neist mningaid.

o Mudel ei kajasta histi tleminekut ihest aastast teise, sest
funktsioontunnuse véiirtus aasta 10pul ei ihti tema véddrtusega uue
aasta alguses. Nii néiteks on joonisel 4 prognoositud log(P) tase aasta
esimesel paeval 18, aasta viimasel pdeval aga 4.

° Mudel prognoosib sageli ebareaalseid muutusi nendes
argumentide piirkondades, kus andmeid on vdhe. Nii nditeks on
tildfosfori mudeliga prognoositud aasta alguse védrtuseks e'®, mis
kaugelt iletab reaalselt esinevaid védrtusi (vt joon. 4). Sedalaadi
mudeli  sobimatus on  arvatavasti tingitud  asjaolust, et
astmefunktsioonid kui mudeli komponendid ei ole sobivad looduses
esinevate nihtuste kirjeldamiseks.

Esitame nende ainete kontsentratsiooni logaritmi prognoosid koos
usalduspiiridega (vt joon. 4-6).
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tldfosfor, poliinoommudel

fog(P)

0 < © o < O W
888 2IB8BYTEZB8RRIGSE
O O 0O O 0O 0O 0O 0O 0O 0O O © O o O o o
pdev aastas (d)

Joonis 4. Uldfosfori kontsentratsiooni sesoonsuse prognoos koos 95-
usalduspiiridega.

pH, poliinoommudel

10 +
9__
8 +
T
[
7__
6,
5-
888238V IITILBBREDIZ S
OOOOOOO? o O O O O O O o©o
paev aastas (d)

Joonis 5. pH sesoonsuse prognoos koos 0.95-usalduspiiridega.

Toodud joonistelt on selgesti ndha poliinoommudelite puudused
sesoonsuse modelleerimisel — prognoosi katkemine aasatavahetusel
(ildfosfor, iildlimmastik), mittesile iileminek aastavahetusel (pH),
kaootiline kiitumine andmevaeses ajavahemikus (iildfosfor).
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uldlammastik, poliinoommudel

log(N)
[(e)

Joonis 6. Uldlammastiku kontsentratsiooni sesoonsuse prognoos koos
0.95-usalduspiiridega.

Tavaliste polinoommudelite asemel soovitame kasutada beeta-
funktsioonide lineaarkombinatsioone. B-funktsiooniks parameetritega p
ja q (p, q = 0) nimetatakse 18igul [0,1] médratud funktsiooni

Py nq_L(ptg+2)
fp,q ) =x"(1-%)" T g+

kus I" on gammafunktsioon.
3- Beetafunktsioonid
| D26 D62

D45 054 :
D35
2t 5 v \ ~ D53

0 AA..“\

Q ©w N o Q © T Q@ © ©
O 0O 0O O 0O 00O O O 0 0O O O O © o o

Joonis 7, Mdoned sesoonsuse modelleerimisel kasutatavad
B-funktsioonid.
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Kui soovime konstrueerida niisuguseid sesoonsuse kdveraid, mille
vadrtus aasta alguses iihtib vairtusega aasta 16pus, siis sobivate -
funktsioonide valik aheneb. Tegelikult tuleb nduda ka sujuvat
tileminekut tihelt aastalt teisele, mis tingib tuletise vordsuse D = 0 ja
D = 1 korral. Neid tingimusi rahuldavad B-funktsioonid, kus p,q =0 voi
p,q > 1. Monede niisuguste B-funktsioonide graafikud on esitatud
joonisel 7, kus tdhistuse D jdrel on néidatud parameetrite p ja q
vadrtused. Kdesolevas t66s on p ja q vidrtused vahemikus 2...6.

Kirjeldatud metoodika rakendamise niitena vaatame iildfosfori P
sesoonsuse modeleerimist, kasutades B-funktsioonil pShinevaid mude-
leid. Modelleerime fosfori kontsentratsiooni asemel tema naturaalloga-
ritmi. Néiteks p-funktsioonide D36, D52 ja D62 korral hindame
mudelit (edaspidi Mudel 1)

In(P) = a;+ a,A + a;A%+ a A%+ a;AD62 + asAD36 + a,AD52 +
2sAZD62 + agA’D36 + a,0A’D52 + a;;A’D62 + a,,A°D36 + ;A D52,

Siin ay,..., a;3 on mudeli hinnatavad parameetrid. Mudelis 1 on
sesoonsust kirjeldavad liikkmed polinomiaalselt sdltuvad teisendatud
aastast A. Secga vOimaldab antud mudel kirjeldada ka sesoonsuse
muutumist aastati. Kui mudelisse valida erinevaid P-funktsioonide
komplekte, saame mitmesuguseid alternatiivseid mudeleid.

Uldfosfor on andmestikus aine, mida aastatel 1978 - 1994 on jilgitud
ainult juulist kuni novembrini (vt joonis 1). Joonisel 8 on kujutatud
erinevate mudelite abil leitnd uldfosfori kontsentratsiooni sesoonsuse
prognoosid. Graafikult ndeme, et toimunud vaatluste piirkonnas (0.56
< D < 0.92) prognoosid peaacgu tihtivad, aga piirkonnas, kus vaatlusi
ei ole, prognoosivad mudelid erinevalt,

Stabiilses looduslikus keskkonnas ei toimu viga jarske muutusi, seega
kindlasti ei ole usaldatavad need mudelid, mis prognoosivad kont-
sentratsiooni védga suurt muutust aasta alguses. Nédeme, et kontsent-
ratsioon siigisperioodil D € [0.64, 0.88] veidi tuseb. Seda me vdime
usaldada, sest vastavas ajavahemikus on tehtud reaalseid m3dtmisi ja
koik mudelid prognoosivad selles vahemikus ithesuguse sesoonsuse.
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23 + iildfosfor, prognoosid

log(P)

e

SVl v e T
o SR

D @ D D a8 b D B D D AV AD ok D O
Q? Q9 Qﬁ\ Q'\\ ()(\1’ Qr? Qrp Q‘?‘ Q?‘ Q(? Q@ gq:) Q'} Q'} Q%’ Q? Qc\b
padev aastas

Joonis 8. Erinevate B-funktsioonide komplektidega mudelite abil
prognoositud iildfosfori kontsentratsiooni sesoonsus 1991. a. jaoks.

iildfosfor

log(P)

pdev aastas

Joonis 9. Uldfosfori kontsentratsiooni sesoonsuse prognoosid kolmel
erineval aastal.

Mudel 1 prognoosib sesoonsust iile kdikide aastate, kasutades SAS
GLM protseduuris ESTIMATE-lauset saame leida prognoosid iga
konkreetse aasta jaoks (vt joonis 9). Nagu jooniselt niha, on erinevatel
aastatel iildfosfori sesoonsus voOrdlemisi erinev. Seda asjaolu on
voimalik kasutada sesoonsuse pikaajaliste muutuste uurimiseks.
Analoogiliselt saame tulemused iildldimmastiku ja pH jaoks (joonised
10 - 13).
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iildlammastik

0,00
0,08
0,16
0,24
0,32
0,40

8 3
o o

pdev aastas

0,

0,72
0,80
0,88
0,96

Joonis 10. Erinevate P-funktsioonide komplektidega mudelite abil
prognoositud tldlammastiku kontsentratsiooni sesoonsus 1991. a.
jaoks.

. iildlammastik

1976

4

3 4 1985

24 : 1/_>-<
1..

0

B o o

log(N)
(4}

QO VW N © ¥ O © o <

Q O v «— N O 0O Q__ wn 8_ C‘g_ l‘:‘_ lu\)_ gﬁ 8~ 8~

o o oo 000 OO0 00O O o 6 o o o
pédev aastas

Joonis 11, Uldlammastiku kontsentratsiooni sesoonsuse prognoosid
kolmel erineval aastal.
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|
o o o o o o o o
pdev aastas

Joonis 12. Erinevate B-funktsioonide komplektidega mudelite abil
prognoositud pH sesoonsus 1991. a. jaoks.

15
PH
7.0 1
1994
I ]
5 6.5 5
60__199
5.5 A
88 =3 8 3 % 8 I NG 8 Y
O O o ©o © o O O 0O O © o o
pdev aastas

Joonis 13. pH sesoonsuse prognoosid kolmel erineval aastal.
Eelnevat metoodikat kasutades, saame leida ainete kontsentratsiooni

prognoosid kindlal péeval aastate jooksul kui muudame pieva
konstandiks (vt joonised 14 - 16).
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uldfosfor

log{P)

1 i i I 1 } 1 1 1 i 1 1 1
T T T H T T T T T 1 T T T
W O O O = N ¥ VN~ O O = O
© 0 O © o o o o
5 5 5 5 3 3 8 3 383 3 8 2
- — - - -~ -~ - - - - - Rl
aastad

Joonis 14. Uldfosfori kontsentratsiooni ajalised muutused kolme
erineva péeva 1Gikes.

6 } t + t t } 1 t } + t t —
wn Q wn o wn Q 1o (o] [Te] o w Q n o [Te]
o M m b <1 wn Yo} © © N~ Q QO (o) [9)]
[o)] ()] (o)} )] (9] o [5)] (%)) (9} [0)] '(; [9)] [o}] [o)] [+)]
~ Ll Al - -~ ~ - - had e A -~ - - ~

aastad

Joonis 15, pH kontsentratsiooni ajalised muutused kolme erineva
péeva 16ikes.
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157 illdlammastik

13

Z
& 11+
2
9 - 7. sept
i S
19. juull \
7 t + } } t
1970 1975 1980 1985 1990 1995
aastad

Joonis 16. Uldlammastiku kontsentratsiooni ajalised muutused kolme
erineva péeva 16ikes.

Eespool eeldasime, et punktides 0 ja 1 on prognoosifunktsiooni tuletis
null, st graafiku joon nendes punktides on horisontaalne. See tingimus
sunnib graafikut vastavalt poérduma isegi siis, kui see pole andmetega
kooskdlas. Tegelikult voib arvata, et ka aastavahetusel on aine kont-
sentratsioon tdusva voi langeva iseloomuga.

Kirjeldatud ebaloomuliku piirangu véltimiseks arvestame, et teataval
ajal (kuid tldiselt mitte 1. jaanuaril) on regressioonifunktsiooni graafik
horisontaalne. Seega vdiks lahendada seda funktsiooni nihutatud B-

funktsioonidega f, , (), kus

f (x-D),kuiD<x<1

fra G0 = {fp)q((XHZ’D) kuix <D

p.q ’
ja 0 £ D £ 1 on tidiendav parameeter, nn nihe, mis ei sdltu
parameetritest p ja . Mudeli hindamine sisaldab seega lisaks teiste
parameetrite hindamisele ka nihke hindamist. Esitame selleks jargmise
algoritmi:
1° Hinnata regressioonifunktsioon eelpool kirjeldatud metoodika jérgi,
st tuletis on null 16igu [0,1] otspunktides.
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2° Leida saadud regressioonifunktsiooni tuletisfunktsiooni nullkoht
(ekstreemumpunkt) D 16igu [0,1] sees.

3° Teostada algandmetega nihe x — x + D (x rollis D).
4° Korrata sammu 1.’
5° Nihutada leitud regressioonifunktsioon x-teljel tagasi (D vérra).

Vottes aluseks Mudeli 1, on prognoosifunktsioonil kolm ekstreemum-
punkti, seega saame ka vastavalt kolm prognoosi (vt joon. 17).

Joon n on ekstreemumpunktile 0.29617 vastav regressioonifunktsioon,
joon m on ekstreemumpunktile 0.61665 vastav regressioonifunktsioon
ja joon k on ekstreemumpunktile 0.8522 vastav regressioonifunktsioon.

Kirjeldatud protseduuri vOib rakendada korduvalt. Kuid mudelite
korduval hindamisel kerkib iiles ekstreemumite identifitseerimise
probleem. Nimelt tuleks regressioonifunktsiooni hindamisel piiiida
kasutada kogu aeg identset eksreemumit. Siin peab uurija tdenidoliselt
hoidma hindamisprotsessi oma kontrolli all.

3“ iildfosfor
3
2_
& 1
g o7
1
2
3
-4
88 e3ygee %%;‘1‘8‘88
o O O O O O OO O O O O o

pdev aastas

Joonis 17. Prognoosid, kui aluseks on vetud erinevad ekstreemum-
punktid.
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{ildfosfor mudeli e2 4 iteratsiooni

R U T O S I T |
LA A
©
o
o

S|
¥

- 900

I S B T B

péev aastas

Joonis 18. Sesoonsuse graafiku muutumine 4 iteratsiooniga.

0.62 iimbruses.

Ekstreemumid on valitud D

pH, 2 iteratsiooni

ed

2.kord

I N A SR N SN
it -t

N IO A T W S R R I

P S T T S VU S N ST T Y Y Y BT

LI B S e B e i §

78 +

73 +

6.3 +1.kord

pdev aastas

Joonis 19. pH sesoonsuse prognoosid mudeli €5 ja ekstreemum-
punktidele 0.61665 ja 0.49305 sobitatud mudelite alusel.
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uldlammastik, 2 iteratsiooni

8,5

log(N)

péev aastas

Joonis 20. Uldldmmastiku kontsentratsiooni sesoonsuse prognoosid
mudeli e5 ja ekstreemumpunktidele 0.29617 ja 0.3333213 sobitatud
mudelite alusel.

Kokkuvottes vGib oelda, et sesoonsuse hindamine nihutatud j-
funktsioonide abil v&ib anda realistlikuma tulemuse kui tavaliste B-
funktsioonide kasutamisel. Arvutusprotsessi on aga suhteliselt
keeruline kontrollida. Seepédrast on pdhjust edaspidistes uuringutes
otsida mdnda teist meetodit, mis asendaks B-funktsioonide nihutamist,
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Joonis 21. Mudelitega €3 ja e5 hinnatud sesoonsuse prognoosid ja
usalduspiirid ildfosfori kontsentratsiooni jaoks koos vaatluspsevade
empiirilise jaotusega algandmestikus.
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SAS GLM protseduuri ESTIMATE-lause vGimaldab arvutada regres-
sioonifunktsiooni argumendi erinevate védrtuste jaoks tunnuse
prognoosid ja nendele vastavad usalduspiirid.

Uurimise kéigus selgus, et sesoonsuse usalduspiirid sdltuvad vaatluste
aastaringsest jaotusest. Selle kujukaks niiteks on tildfosfori andmestik.
Kui vaatlusi on mingis piirkonnas vihe (vt joon 21), siis
usalduspiirkonna kuju ja laius sOltuvad mudelist ning sellest,
missugune kdik on regressioonijoonel piirkonnas, kus vaatlusi on
piisavalt. Maiadravaks vOib osutuda regressioonijoone kiitumine
andmevaese piirkonna ja andmerikka piirkonna vahelisel iileminekualal.
Joonisel 21 on kahe mudeli - 3 ja 5 - prognoosid koos oma 0.95-
usalduspiiridega. Ndeme, et mudeli e5 prognoosil on andmevaesel
piirkonnal palju laiem usaldusvahemik kui mudeli €3 prognoosil.
Piirkonnas, kus on tehtud piisavalt reaalseid mo6tmisi, on md&lema
mudeli usalduspiirkonnad kattuvad.
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Joonis 22, Kahe erineva mudeliga (e1 ja €2) hinnatud sesoonsuse
prognoosid ja usalduspiirid tildlimmastiku kontsentratsiooni jaoks koos
vaatluspaevade empiirilise jaotusega algandmestikus.

Uldlammastiku ja pH korral on vaatlusi kogu aasta ulatuses, talvel kiill
suhteliselt vahe (vt joon 22 ja 23). Nendel joonistel on ka
uldlammastiku ja pH kahe erineva mudelitega hinnatud sesoonsuse
prognoosid ja usalduspiirid 1991. aasta jaoks.
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Tulemuste digsus sGltub mudeli valikust. Kui anname ette mudeli
valesti, st antud mudel ei kirjelda protsessi igesti, siis selle mudeliga
saadud tulemused voivad olla vastuolus mdne teise mudeliga saadud
tulemustega. Vastuolu voib tdhendada seda, et D mingi viirtuse korral
usalduspiirkonnad ei 18iku, on iihisosata (ithisosa on tithi). Kui andmed
on modelleeritud, siis saame oelda, kas mudel kajastab neid digesti vdi
ei. Reaalsete andmete korral seda ei saa. Kaks sesoonsuse mudelit on
praktiliselt kooskélas siis, kui nendele vastavate prognooside
usalduspiirkonnad on ldhedased (nagu joonistel 22 ja 23).
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Joonis 23. Kahe erineva mudeliga (el ja ¢2) hinnatud sesoonsuse
prognoosid ja usalduspiirid pH jaoks koos vaatluspidevade empiirilise
jaotusega algandmestikus.

Kokkuvotteks.

Uldiselt on B-funktsioonid sobivateks komponentideks sesoonsust
kirjeldava regressioonifunktsiooni koostamisel. Nende abil on vdimalik
saada aastast aastasse sesoonsust kirjeldavat pidevat funktsiooni, seega
loomuliku muutumisprotsessi. Protsessi muutumise kiiku aastast
aastasse on eriti sobiv kirjeldada nihutatud P-funktsioonidega, siis
saame ka aastavahetuspunktis tdusva v8i langeva funktsiooni. Mudelite
valikul ja hindamisel kollineaarsus ei méngi olulist rolli.
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Kui algandmestikus on andmeid kogu aasta ulatuses, siis mudeli
usalduspiirid ei sdltu oluliselt mudeli valikust ja vaid sel juhul on
vdimalik saavutada mudelite vahelist kooskdla.

Usalduspiirid sGltuvad vaatlusaegade empiirilisest jaotusest. Aastaringi
andmevaeses osas voivad sesoonsuse prognoos ja usalduspiirid olla
viga erinevad. Sellise piirkonna jaoks leitud prognoose tuleb kasutada
ettevaatusega.

Kirjandus
1.SAS Institute Inc., SAS/STAT User’s Guide, Version 6, Fouth
Edition, Volume 2, Cary, NC: SAS Institute Inc., 1989. 846 pp

2.SAS Institute Inc., SAS/STAT User’s Guide, Version 6, Fouth
Edition, Volume 1, Cary, NC: SAS Institute Inc., 1989. 943 pp
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Muutus Eesti metsade kasvukiigus ja selle
hindamine

Andres Kiviste :
Eesti Pollumajandusiilikool, Metsakorralduse instituut

1. Sissejuhatus

Enamiku puistu kasvukéigu mudelite koostamisel on siiani vaikimisi
eeldatud kasvutingimuste (kliima, mullaviljakus, -niiskusreZiim, siisi-
happegaasi sisaldus Shus jms) muutumatust ajas. Reaalsete puistute
kasvutingimused aga ei ole muutumatud, vaid vBivad puistute eluea
jooksul inimtegevuse (kuivendamine, vietamine, kiituste pdletamine,
keskkonna saastamine, hooldusraied, metsakultiveerimine jne) ja
puhtlooduslike protsesside (kliimamuutused, mullatekkeprotsess,
konkureerivate liikide kasv jne) m&jul arvestatavalt muutuda. Vasta-
valt sellele vGib muutuda ka puistute kasv. Esimest korda tiheldas
Eesti puistute kasvu kiirenemist professor Artur Nilson 1973.-1977. a.
metsakorralduse takseerkirjelduste analiiisimisel (Nilson, Kiviste,
1984). Samal aastal ilmus ka rahvusvahelises metsanduslikus kirjan-
duses esimene viide metsa kasvu kiirenemisele Soome reservaatpuis-
tute nditel (Hari et af, 1984). Hipotees metsa kasvu kiirenemist esitati
ka metsamonitoringu konverentsil Kaunases (Humbcon, Kusucre,
1986), kuid tollal ei olnud meil piisavalt empiirilisi andmeid selle
toestamiseks. Viimasel ajal on publitseeritud mitmeid artikleid puis-
tute kasvu kiirenemisest. Naiteks vorreldi Lduna-Rootsi kuusikute
pusiproovitilkkidel kahe viimase metsapdlvkonna andmeid, millest
selgus, et viimase metsapdlvkonna tootlikkus oli 40% suurem kui
samal kohal asunud eelmises metsapdlvkonnas (Eriksson, Johansson,
1993). Rootsi statistilise metsainventeerimise andmete analiiiisimisel
selgus, et viimase 40 aasta jooksul on nii puistute k3rgus kui ka 14bi-
16ikepindalade summa suurenenud 0,4...0,8% aastas (Elfving, Tegn-
hammar, 1996). Euroopa Metsainstituudi poolt ldbiviidud uurimis-
projekti tulemustes tdheldati metsa kasvu kiirenemist enamuses
Euroopa riikides (Spiecker et al, 1996),
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2. Algandmed

Parim materjal puistu kasvu uurimiseks oleks metsa piisiproovitiikki-
del pika ajavahemiku jooksul perioodiliselt mdSdetud andmed.
Kahjuks on Eestis metsa piisiproovitilkke vihe ning nendel vahestelgi
subjektiivselt valitud proovialadel on enamasti vaatlusseeriad lithike-
sed v&i metoodiliselt puudulikud. Teine vGimalus puude kasvu uuri-
miseks oleks puutiivede aastardngaste analitiis. Puutiivede analiiiise on
tehtud Eestis paljude uurijate poolt, kuid suur osa neist on kaotsi ldi-
nud ning ka enamus allesjidnud tiiveanaliiiisidest on metoodiliselt
sobimatud puistu kasvukiigu analiiisimiseks.

Kdige usaldusvidrsem info Eesti metsade kohta on metsakorralduse
takseerkirjeldustes. Eesti riigimetsas techakse traditsiooniline laus-
metsakorraldus kiimneaastase perioodi jirel, mille kdigus hinnatakse
(takseeritakse) silmam&dduliselt iga puistu takseertunnused (vanus,
koosseis, kdrgus, diameeter, tagavara jne). Metsakorralduses kasutatav
silmamddduline takseerimismetoodika on kogu s®jajargsel perioodil
olnud enam-vihem iithesugune, mistdttu erinevate aastakiimnendite
andmeis ei tohiks olla sellest tingitud siistemaatilisi erinevusi. Riigi-
metsade viimase korralduse takseerkirjeldused on salvestatud andme-
baasifailidesse. Varasemate metsakorralduste takseerkirjelduste and-
med on ainult takseerkirjelduste raamatutes.

Antud uurimuses on valitud 23 metskonna (Jirvselja, Vahastu, Peedu,
Kambja, Alatskivi, Pithajarve, Otepdd, Kirkna, Vesneri, Téhtvere,
Erastvere, Kubja, Orava, Pdlva, R3uge, Vastseliina, Kdsmu, Kunda,
Loobu, Porkuni, Sagadi, Sdmera ja Vihula) 1950-ndate (esimese sdja-
jargse) ja 1990-ndate (viimase) metsakorralduse takseerkirjelduste
andmed. Nende kahe erineva metsakorralduse andmete sidumiseks
koostati puistuplaanide pdhjal fail, kus on kdigi puistute kvartali ja
eralduse numbrid nii 1950-ndate kui ka 1990-ndate aastate téhistuses.
Vaatlusaluse nelja aastakiimne jooksul on metsaeralduste piirid
paljuski muutunud, mistdttu vajaduse korral jagati 1990-ndate metsa-
korralduse eraldused viiksemateks osaeraldusteks, Selle tulemusena
tekkinud mosaiiksest kaardimaterjalist korrektse andmestiku loomine
osutus viga suurt tihelepanu ja tipsust ndudvaks tooks. Kokku ana-
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lisiisiti 56958 puistut 72206 hektaril, mis moodustab 3,6% Eesti
metsamaa pindalast.

Vaadeldavate 1950-ndate ja 1990-ndate aastate metsakorralduste vili-

toode tehnoloogia (puistute silmamddduline takseerimine) ei ole olu-

liselt muutunud. Antud uurimuse seisukohalt on tihtsamad jargmised
erinevused.

1. 1950-ndate aastate takseerkirjeldustes puudub tdnapideva metsan-
duses viga oluline klassifitseeriv tunnus — puistu kasvukohatiiiip.

2. 1990-ndate aastate takseerkirjeldustes on tunduvalt rohkem tunnu-
seid kui 1950-ndate aastate takseerkirjeldustes ning nad on sises-
tatud andmebaasifailidesse. 1950-ndate aastate takseerkirjelduste
raamatud asuvad Sagadi Metsamuuseumis ning vajaminevad and-
med tuli eeldtéode kdigus arvutisse sisestada.

3. Monede perioodide metsakorraldustes ei ole vélistatud teatud
siistemaatilised vead puistute takseertunnuste silmam&ddulisel
hindamisel. Nii nditeks on taheldatud puistu tagavara ja vanuse
moningast allahindamist 1970.-1980. aastatel. Vaatlusaluste
metsakorralduste kohta ei ole teada, et andmeid oleks moonutatud.

3. Metoodika

Puistu kasvukoha headuse naitajana kasutatakse metsanduses nn puis-
tu boniteeti, mis on puistu vanuse ja kdrguse funktsioon. Eesti metsan-
duse praktikas on siiani kasutatud Orlovi boniteerimistabeleid, mida
on tilikas arvutis rakendada. PShjamaade metsanduslikus praktikas
kasutatakse kasvukoha headuse niitajana nn kasvukoha indeksit, mis
on puistu kdrguse prognoos teatud baasvanuseks (néit 50 aastat) antud
kasvukohale sobiva kasvufunktsiooni jirgi. Selles uurimuses on kasu-
tatud puistute boniteerimiseks Otrlovi kohmaka tabeli asemel puistu
kdrguse kasvufunktsiooni diferentsvorrandi ndol, mis lisaks puistu
vanusele ja korgusele arvestab argumentidena ka enamuspuuliiki ja
kasvukohatiiiipi  iseloomustavat mulla kdduhorisondi tiisedust
(Kiviste, 1997). Selle mudeli jérgi saab arvutada puistu kdrgust H,
suvalises vanuses A, valemiga
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H, +d+r
-by,
2+ 4BA7
H, -d+r
kus H; — puistu teadaolev kdrgus teatud vanuses Aj,
B ="b, - 493In(OHOR + 1),
d=p/50",

4B H
r=\/(H1—d)2+—A—;,;—I,

OHOR - puistu kasvukohta iseloomustav mulla kdduhorison-
di tiisedus, cm (muutub alates 1 cm parimates kasvukohtades
kuni 50 cm rabas),

b, b, — peapuuliigist sdltuvad mudeli parameetrid (Tabel 1).

Tabel 1
Eesti puistute korguse diferentsvorrandi parameetrite hinnangud

Para- | Mind | Kuusk| Kask | Haab | Sang- | Hall | Tamm/| Saar
meeter lepp | lepp

bl 8319| 12867 4990| 3882| 4228] 2749 6742| 3732
b2 158 1.71| 1.48] 1.3] 141 138 1.61] 1.35

Esitatud diferentsvdrrandi parameetrite hinnangud on arvutatud 1984.-
1993.a. metsakorralduste kogu Eesti riigimetsa takseerkirjelduste and-
meil (kokku ile 500 tuhande puistu). Antud t66s kasutatud puistu
korguse kasvukidigu mudeli illustreerimiseks on joonisel 1 esitatud
néide méinnikute kdrguse kasvuk&veratest mustika kasvukohatiiibis.

Selleks, et hinnata muutust eesti puistute kasvukdigus, arvutati igale
andmestikus olevale puistule korguse prognoosid 50 aasta vanuseks
(boniteet) nii 1950-ndate kui ka 1990-ndate aastate vanuse ja kdrguse
andmeil (H50;050 ja H50;990). Muutust puistute kasvukiigus viimase
40 aasta jooksul késitleti kui puistu kdrguse prognoosi 50 aasta vanu-
seks H50 (boniteedi) muutust 1950-ndatest aastatest 1990-ndate aasta-
teni (H501990 - H5019050). Jérgneva analiiiisi kdigus piiiiti selgusele jou-
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~da, kas Eesti metsades on viimase 40 aasta puistute boniteet parane-
~ nud ning millised faktorid boniteedi muutumist oluliselt m&jutavad.

T T T
| { t
| | t

Puistu kdrgus

i
0 20 40 60 80 100 1
Puistu vanus

oonis 1. Naide Eesti mannikute kdrguse kasvukaigust mustika kasvu-
ohatiiiibis boniteetide H50 = 14, 18 , 22 m korral.

. Andmete eelanallils

950-ndate ja 1990-ndate aastate puistuplaanide vordlemisel selgus, et
ahepealse nelja aastakiimne jooksul on puistueralduste piirid mérga-
valt muutunud. Takseerkirjelduste vordlemisel osutus, et lisaks
sapdlvkondade vaheldumisele on toimunud suuri muutusi ka sama
konna puistute koosseisus (Tabel 2). Muutused sama metsapGly-
onna kooseisus vdivad olla pdhjustatud nii liikidevahelisest konku-
sist kui ka hooldusraietest, mille kdigus vihemvéirtuslikumad
uuliigid on vélja raiutud. Asjaolu, et maharaiutud ménnikud on taas
iltiveeritud enamasti manniga ja teised puistud enamasti kuusega,
geldab Eestis rakendatud metsapoliitikat, millega puiiti rajada eel-
O1ge okaspuumetsi. Looduslikult uuenenud puistute liigilise jaotuse
aatlemisel (Tabel 2), saab veelkord kinnitust t3siasi, et lageraielangid
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uuenevad looduslikult enamasti kase- vGi védhevaartusliku lehtpuu-
metsaga.

Tabel 2

Analiitisitud puistute pindala jaotus

enamuspuuliigi, metsapdlvkonna ja péritolu jargi

Enamus- Enamuspuuliik 1990-ndail Pindala
puuliik ha
1950-ndail Miénd Kuusk Kask Teised

Sama metsapdivkond
Mind 91% 4% 4% 0%| 28744
Kuusk 10% 75% 11% 4%| 8966
Kask 12% 14% 64% 10%| 10130
Teised 3% 17% 35% 46%| 2777
Uus metsapdlvkond (kultiveeritud)
Mind 83% 15% 1% 0%| 1868
Kuusk 15% 72% 12% 1%| 2356
Kask 5% 86% 8% 1% 1368
Teised 2% 90% 4% 4% 285
Uus metsapdlvkond (loodustekkeline)
Mind 42% 14% 40% 4%| 2065
Kuusk 4% 29% 48% 19%| 2057
Kask 1% 9% 68% 23%| 2226
Teised 0% 4% 48% 48% 709
Pindala ha 31380 14360 13696 4116| 63550

Lisaks muutustele metsaeralduste piiride, pSlvkonna ja kooseisu osas
leidus andmestikus vasturddkivusi puistu kasvukohatiiiibi, kuivenda-
tuse, vanuse ja teiste tunnuste osas, mis enamasti vdivad olla seleta-
tavad puistute loodusliku arenguga v&i siis metsamajandusliku tege-
vuse tulemusega, ehkki téiesti vélistada ei saanud ka vigu takseer-
kirjeldustes vdi andmesisestuses.
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Puistu boniteedi H50 arvutamiseks kasutatavat diferentsmudelit saab
rakendada madramispiirkonnas alates 10 aasta vanusest lehtpuu- ja
alates 20 aasta vanusest okaspuumetsas. SeetSttu sai boniteedi muutu-
se hindamiseks arvesse vétta ainult neid metsaeraldusi, mis olid nii
1950-ndail kui ka 1990-ndail mudeli rakendamiseks sobiva vanusega.
Selleks, et hinnata (kaaluda) iga metsacralduse sobivust andmestikku,
moodustati kolm heuristilist lisatunnust, mis véljendaksid tSendosust,
et vaadeldava eralduse andmed 1950-ndail ja 1990-ndail on
kooskdlas:

1) eralduse pindala osas,

2) puistu vanuse osas,

3) puistu liigilise koosseisu osas.

Nende sobivustunnuste abil rakendati antud andmestikule erineva ran-
gusastmega filtertingimusi mittevGrreldavate metsaeralduste eliminee-
rimiseks. Erinevate valimite pShjal arvutatud tulemused osutusid siiski
iisnagi thesugusteks. Jargnevalt esitatud tulemused on saadud filter-
tingimustel, kus k&igi kolme heuristilise sobivustunnuse véirtused
iiletasid 0,5.

5. Tulemused

Pérast sobimatute metsaeralduste filtreerimist allesjiinud 21409 met-
sacralduse andmeil koostatud tinglike keskmiste ja standardhilvete
tabelist (Tabel 3) selgub, et viimase 40 aasta jooksul on Eesti metsade
kasv margatavalt kiirenenud. Puistute boniteet H50 on viimase nelja
aastakiimne jooksul suurenenud keskmiselt iile 2 meetri, st ligikaudu 5
cm aastas. Eesti peamiste puuliikide osas oli boniteedi keskmine suu-
renemine koige suurem kaasikuis (2,5 m) ja kdige tagasihoidlikum
kuusikuis (1,6 m). Ménnikute boniteedi suurenemine langes kokku
ildkeskmisega (2,1 m). Tinglike keskmiste ja standardhilvete tabelis
(Tabel 3) selgub ootuspiraselt, et kuivendatud metsaaladel on bonitee-
di kasv (2,8 m) tunduvalt suurem kui kuivendamata metsaaladel (2,0
m). Samas tuleb tGdeda, et analiiisitav muutuja — boniteedi parane-
mine viimase 40 aasta jooksul (H501950 - H50950) — on viiga suure
varieeruvusega (standardhélve 2,9 m).

31




Tabel 3

Puistu boniteedi H50 suurenemise (viimase nelja aastakiimne jooksul)
aritmeetilised keskmised, valimi mahud ja standardhélbed
kuivendatud (kraavitatud) ja kuivendamata (lilejidnud) metsaaladel

Enamus- | Kuivendamata | Kuivendatud | K&ik kokku
puulitk metsad metsad

Keskmine boniteedi suurenemine H50,999-H501950 meetrites
Mind 2.03 3.11 2.13
Kuusk 1.66 1.55 1.65
Kask 2.40 2.64 2.47
Teised 2.50 2.73 2.54
K&ik kokku 2.02 2.75 2.11
Metsaeralduste arv
Mind 11641 1206 12847
Kuusk 4066 269 4335
Kask 2556 1050 3606
Teised 535 86 621
Kaik kokku 18798 2611 21409
Boniteedi suurenemise H50;950-H501050 standardhilve m
Maénd 2.82 3.26 2.88
Kuusk 2.61 2.89 2.63
Kask 3.19 2.94 3.12
Teised 2.73 2.20 2.66
K&ik kokku 2.84 3.10 2.88

Boniteedi suurenemist m&jutavate faktorite vurimiseks valiti metsa-
korralduse takseerkirjelduste andmetest jargmised tunnused: enamus-
puuliik, metsapdlvkond, metskond, kuivendatus ja tekkeviis (diskreet-
sed tunnused) ning puistu vanus ja mulla kdduhorisondi tiiseduse
OHOR logaritmiline teisendus (pidevad tunnused). Rakendusstatistika
programmi SAS ildistatud lineaarmeetodite protseduuri GLM abil
saadi boniteedi H50 suurenemist kirjeldav mudel (Tabel 4).
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Tabel 4

Boniteedi H50 suurenemist kirjeldava mudeli dispersioon-
analiiiisi tabel ja faktorite m&jude dispersioonaliiiisi tabel

Valimi maht | 21409 |
Funktsioontunnus: Boniteedi H50 suurenemine (H50,990-H501950)
Dispersioonanaliiiisi tabel
Varieeruvuse | Vabadus- | Halvete | Keskruut F
allikas astmete arv| ruutude
summa
Mudel 33 24763 750.4 105
Viga 21375 153064 .4 7.16
Uldine 21408 | 177827.05
R* Jaak- Keskmine
standard-
hilve
0.14 2.68 2.11
Faktorite mdjude dispersioonanaliiiisi tabel (titiyp III)
Faktor Vabadus- | Hilvete | Keskruut F
astmete arv| ruutude
summa
Puuliik 3 1090 363 51
Pdlvkond 1 1061 1061 148
Metskond 22 15121 687 96
Kuivendus 1950 1 478 478 67
Kuivendus 1990 1 576 576 80
Tekkeviis 1950 1 256 256 36
Tekkeviis 1990 1 114 114 16
Vanus 1950 1 779 779 109
LN(OHOR+1) 1 644 644 90

5
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Tabelis 4 esitatud mudel kirjeldab puistu boniteedi H50 suurenemise
varieeruvusest (dispersioonist) 14%, mistSttu mudeli kirjeldusvdime
on iisna tagasihoidlik (jadkstandardhélve 2,7 m). Boniteedi H50 suure-
nemist mdjutab kdige enam puistu vanus (koos tunnusega, kas 1950-
- ndail ja 1990-ndail on sama v&i erinev metsapdlvkond). Ka iilejaanud
mudelis esindatud faktorid on olulised olulisuse nivool 0,001,

Antud faktorite mdjud boniteedi H50 suurenemisele oli iildiselt ootus-
pérased. Tunduvalt suurem mdju boniteedi paranemisele peaks olema
puistu kuivendatuse faktoril. Arvatavasti on olnud metsatakseerimise
kdigus antud tunnuse registreerimine ebatipne. Mdneti iillatavaks
voiks esmapilgul pidada metskonna faktori olulisust. Kuna metsa-
korralduse tehnoloogia kohaselt tavaliselt takseerib ithe metskonna
puistusid iks taksaator, kinnitavad saadud tulemused seisukohta, et
metsataksaatoritel on individuaalsed siistemaatilised vead, mis tehakse
silmamdddulisel puistu kdrguse takseerimisel.

Selleks, et saada iilevaade erinevate faktorite efektist, telliti protse-
duurilt GLM boniteedi H50 suurenemise oodatavad véirtused disk-
reetsete faktorite erinevatel tasemetel (Tabel 5).

Tabel 5
Puistu boniteedi H50 suurenemise oodatavad viirtused diskreetsete
faktorite erinevatel tasemetel

Puuliik Mind Kuusk Kask Teised
2.12 1.46 1.80 1.60
1950-ndail 1990-ndail
Kuivendus Ei Ja Ei Ja
1.49 2.00 143 2.06
Tekkeviis Looduslik | Kultuur | Looduslik [ Kultuur
1.94 1.55 1.86 1.63
P&lvkond Sama Erinev
265 | 084
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6. Kokkuvbte

Kiesoleva uurimuse tulemusena on saadud arvestatav kinnitus, et iile-
iildine metsa kasvu kiirenemise tendents toimub ka Eestis. Puistute
boniteet H30 on Eesti metsades viimase nelja aastakiimne jooksul

~ paranenud keskmiselt ligikaudu 2 meetrit. Saadud hinnang on samas

suurusjirgus sissejuhatuses nimetud naabermaades saadud tulemus-
tega. Saadud boniteedi H50 paranemise hinnang 2 m on saadud konk-

 reetset puistu kasvumudelit (Kiviste, 1997) rakendades. Ménda teist
- puistu kasvumudelit kasutades vGib boniteedi paranemise hinnang

osutuda teistsuguseks.

Tuleb tédeda, et puistute kasvu kiirenemist pdhjustanud faktorite osas
on veel palju selgusetut. Antud uurimuses et olnud v&imalik uuritavate
faktorite hulka lilitada globaalseid faktoreid nagu atmosfdiris siisi-
happegaasi kontsentratsiooni suurenemine, Shusaaste jms ega ka pal-
jusid otseselt puistu kasvu mdjutavaid faktoreid (nditeks hooldus-
raieid). Samuti tuleb tunnistada monede faktorite (naiteks kuivenda-
tus) registreerimise puudulikkust.

Puistu kasvukiigu modelleerimine on siiani isegi kasvutingimuste
muutumatust eeldades olnud kiillalt keeruliseks probleemiks. Teades
niiiid, et meie metsade kasvutingimused on ajas muutuvad, ldhevad
metsa kasvu mudelid veelgi komplitseeritumaks isegi siis, kui oskak-
sime ennustada puistu kasvu mdjutavate faktorite muutumist tulevi-
kus. Antud uurimuses saadud tulemuste valguses on selgunud, ole-
masolevad Eesti puistute kasvumudelid vajavad korrigeerimist.
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Gini kordajast
Ene Kiirik
Tartu Ulikool, Matemaatilise statistika instituut

Gini kordaja on kasutusel kui iildine ebavdrdsuse m36t ja teatav tulu
~ jaotuse hajuvuse néitaja. Ta viljendab ebav@rdsuse astet, niidates,
millised on erinevused iihiskonnas rikkuse jaotumises iihiskonna
_erinevate sotsiaalsete kihtide vahel.

 Gini defineeris 1912 nn keskmise erinevuse (Gini mean difference)
- A=E(X-Y)) ja 1914 uldise jaotusvaba ebavdrdsuse mdddu (Gini
~ratio), mis baseerus keskmise erinevusel (Kotz, 1983; Basmann,
~1985). Gini kordaja on seotud nn Lorenzi kdveraga (L), mille
kujutamisel graafikuna on x-teljel on kumulatiivne tulu saajate osakaal
ja y-teljel vastav tulu osakaal. Lorenzi kdver on defineeritud
vordusega:

10)= ">

kus Y on tulu, mille jaoks eksisteerib keskvédrtus E(Y) ja F(y) on tulu
saajate jaotusfunktsioon. Kui kd&ik ildkogumi liikmed saavad vordset
~ tulu, siis Lorenzi kdver on nurgapoolitajaks. Lorenzi kdvera omadusi
vt lahemalt Kotz (1983), 1k 157.

1. Gini kordaja arvutamise algoritm’

Oletame, et meil on # nuritava tunnuse véértust esindatud g erineva
vaatlusega a; < a; < ...< a,, sagedustega H1, H,, ..., H, (suurused «;
voivad olla naiteks klassikeskmised), Z H;= n.

Ecldame, et kehtib seos

n q
ij =Za,.Hi.
= i1

Gini kordaja (indeks) on defineeritud kui Lorenzi kontsentrat-

" Algoritmi esitus pShineb Hartung, J jt 1975.
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sioonimd6t (LKM), mis avaldub kui kahekordne Lorenzi k&vera ja
nurgapoolitaja vaheline pindala (LKM=2F) , ehk pindala F' suhtena
kogu nurgapoolitaja all olevasse pindalasse.

;
/F,-

ki ki

0
Joonis 1.Lorenzi kdver.

Lorenzi kdveral asuva punkti koordinaadid avalduvad jargmiselt:
a) abstsiss: (kumuleeritud normeerztud kaal)

k=) —,i=12,..¢q
T i

b) ordinaat: (kumuleeritud normeeritud kaalutud tuly, a;H; —kaalutud
fulu)

= ——q—————— 5
29,1,
j=1

Lorenzi kdvera ja nurgapoolitaja vaheline pindala arvutatakse kui
ulleval-pool Lorenzi kdverat oleva pinnaosa ja iilemise kolmnurga

q

pindalade vahe st F = ZF, —0.5. Iga iksiku trapetsi pindala F;
i=1

avaldub jargmiselt:
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i—1
k—12 Ll —l,_l)—ki'l+ki ! (ZaH ZaH)

i=1, ..., q.

Et definitsiooni jiargi LKM=2F, siis saame Lorenzi kontsentratsiooni-
‘m&6du arvutamiseks jargmise seose:

LKM =23 F, 1.

i=1

Asendame saadud seosesse suuruse F; avaldise ja riilhmitades
liidetavad saame tulemuseks

i -1
g, Fin1 & g kf]Z:lajH,- —kiy jzﬂajHj
LKM = Z - 2; - -1
=1 Za}.Hl = jzzlajHj

Siin teise summa leidmisel arvestame seost i kil =k, il ))=1.
i=1

Olemegi leidnud Gini kordaja arvutamiseks valemi.

Gini kordaja arvutamise valem:

t—lzaH kEI,aH
LKM = E
Z ZaH

Esitatud algoritm on kasutusel ka Eesti Statistikaametis (vt metoodika
Braber, R., Gijsberts, 1.,1995)

-1
n'

Et kordaja maksimaalne viirtus oleks 1, siis tihti ta normeeritakse, st
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"_LEM .

LKM’IO" =
n—1

Gini kordaja esitatakse tihiti ka protsentides.

Mida suurem on Gini kordaja, seda suurem on ebavdrdsus. Tiieliku
vordsuse korral (kdik iihiskonna liikmed saavad Uhesugust tulu)
langeb Lorenzi kdver kokku nurgapoolitajaga ja Gini kordaja on null.
Teine ddrmuslik olukord on siis, kui iiks isik saab kogu riigi tulu ja
teised ei saa midagi. Lorenzi kdver on siis kddunud ruudu alumiseks
ja parempoolseks kiiljeks. Sel juhul saame Lorenzi kovera ja
nurgapoolitaja vaheliseks pindalaks pool ruudu pindala ja Gini kordaja
(kui selle kahekordne) on vordne iihega.

2. Gini kordaja arvutamisest

Toome niite Gini kordaja algoritmi rakendamise kohta. Selleks, et
arvutustehniliselt oleks lahenduskiiik iilevaatlik, vGtame aluseks mitte
kogu valimi, vaid ainult 5 punkti, st kvintiilid"

e Arvutamine kvintiilide jirgi

Votame aluseks Eesti leibkondade sissetulekute ja kulutuste uuringu
(LSKU) 1997 a andmed, leiame netotulu pereliikme kohta .

1. VALIMI KVINTIILID

Arvatame kvintiiliklasside mediaanid (10-, 30-, 50-, 70-, 90-
protsentiilpunktid) pereliikme netotulule. Kasutame eeltoodud
algoritmi ja saame Gini kordaja 27.24%. Tulemused on
alljargnevas tabelis:

Tabel 1.
Gini kordaja arvutamine valimi kvintiilide jargi*
NETOTULU KAAL KTULU '| KTNORM KKAAL CUMKT CUMK 77
741 20 14820 0.0893 02 0.0893 0.2
1105 20 22100 0.1332 0.2 0.2246 04 | 0.0088
1392 20 27840 0.1678 0.2 0.3902 06 | 0.0226
1883 20 37660 0.2269 02 0.6171 08 | 0.058]
3177 20 63540 0.3829 0.2 1 1 0.1829

* Kui me jagame sissetulekute jérgi jirjestatud indiviidid viieks vordseks
osaks, siis iga viiendiku sissetulek on sissetuleku kvintiil. Jagades kiimneks
osaks saame detsiilid ja sajaks — protsentiilid.

40




2. ULDKOGUMI KVINTIILID

Laiendame valimit kaaludega, saame pereliikme netotulu
viadrtused lildkogumi  jaoks. Arvutame kvintiiliklasside
mediaanid (10-, 30-, 50-, 70-, 90-protsentiilpunktid). Kasutame
eeltoodud algoritmi ja saame Gini kordaja 28.52%. Tulemused
on alljdrgnevas tabelis:

Tabel 2.
Gini kordaja arvutamine iildkogumi kvintiilide jéirgi"
NETOTULU | KAAL | KIULU | KINORM | KKAAL | CUMKT | CUMK | 7Z
808 20 | 16160 | 0.0897 02 0.0897 | 02

1147 20 | 22040 | 0.1274 0.2 0.2171 04__| 00075
1149 20 | 28980 | 0.1609 0.2 03780 | 06 | 0.0209
2018 20 | 40360 | 0.2241 0.2 0.6021 08| 0.0589
3583 20 | 7166 0.3979 0.2 i 01979

Analiiiisides eelnevaid tulemusi, ndeme, et valimi kvantiilid
annavad madalama Gini kordaja, mis viitab viiksemale
ebavordsusele. See on kooskdlas ka andmetega. Toepoolest

a) viimase ja esimese kvantiili suhe valimis on
3177/741=4.29 ja iildkogumis 3583/808=4.43, mis viitab
suuremale ebavdrdsusele iildkogumis;

b) valimis saab 40% elanikest 22.46% sissetulekutest,
60% elanikest 39.02% sissetulekutest ja 80% elanikest 61.71%
sissetulekutest. Uldkogumis on vastavad sissetulekute
osakaalud pisut madalamad, vastavalt 21.71%, 37.8%, 60.2%,
mis viitab suuremale ebavordsusele (tabelites vastavalt veerud
CUMKT ja CUMK).

* Tabelis kasutatavad tihistused:

NETOKULU - netokulu pereliikme kohta

KTULU - kaalutud tulu (kaal*netokulu)

KTNORM - kaalutud normeeritud tulu (kaal*netotulu/kaalutud tulude
summa)

KKAAL - normeeritud kaal (kaal/kaalude summa)

CUMKT - kumuleeritud kaalutud normeeritud tulu (y-koordinaat Lorenzi
koveral)

CUMK - kumuleeritud normeeritud kaal (x-koordinaat Lorenzi kdveral)
ZZ - ristkorrutiste vahed valemis
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Uldiselt Gini kordaja arvutamisel kvintiilide voi ka detsiilide jérgi
saame méonevorra alahinnatud tulemuse (punktide arv on liiga viike
pindala tdpseks arvutamiseks).

- 3. Markused

1. Mida peame jirjestama?

Lihtudes algoritmist tuleb jédrjestada valimi sissetulekud. Kuigi
meie andmete korral on suurtel peredel valimisse sattumise
tdendosus suurem ning seega on valimis suured pered
iileesindatud ja valimis on rohkem vaeseid, ei pd&hjusta
lihtumine valimi jdrjestamisest nihet Gini kordaja suuruses.
Kaalude arvestamisega laiendatakse valimi tulu viirtused
selliselt, et arvestatakse perede tegelikku struktuuri ildkogumis,
samas aga nende jdrjekord ei muutu. Valimi tulude jdrjestus
vastab iildkogumi tulude jirjestusele.

2. Raikides kaalutud tulust tuleb eristada kaaluga laiendatud tulu ja

kaaluga korrutatud tulu.
e Jirjestades kaaluga korrutatud tulud (kaal*tulu), me
tegelikult jirjestame pered nende sissetulekute jirgi ja hindame
Gini kordajat arvestades peret kui {iihikut, arvestamata
pereliikmete arvu. Sellise jirjestuse pohjal arvutatud Gini
kordaja ei vasta objektiivsele reaalsusele. Kui kaks peret saavad
niiteks 1000 krooni tulu, siis pere sissetuleku mdttes on nad
vordsed, aga kui iiks peredest on iksiku pere ja teine 5-
litkmeline, siis tegelikkuses on teine pere vaesem.
o Jirjestades eelnevalt laiendatud tulud st laiendades tulu
kaalu kui sagedusega, seejirel vOttes arvesse, et niitid on iga
indiviid valimis kaaluga 1 st tegelikult, et pered on niiiid
vordselt esindatud (meil on tildkogum), saame samad tulemused
kui jdrjestades valimi tulud ja arvestades Gini kordaja
algoritmis pere kaalu.
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 Gini kordaja arvutamisel on kasutatud ka teatavat andmete

silumist alt ja ilalt (vt Luxemburgi sissetulekute uuring). Alt
silumise korral need sissetuleku véiartused, mis on viiksemad kui
. 1% mediaanist, asendatakse 1% mediaaniga ja tlalt silumise
korral need vidrtused, mis on suuremad kui 10-kordne mediaan,
asendatakse 10-kordse mediaaniga. Selliselt silutud 1997 a
leibkonnauuringute andmete jérgi on Gini kordaja 37.29% (ainult
alt silutud) ja 36.33% (nii alt kui tlalt silutud). Silumata andmete
jargi on Gini kordaja 37.34%.

4. Luksemburgi sissetulekute uuringus pakutakse ekvivalentsus-
skaalaks ruutjuurt perelitkmete arvust st sissetulek pereliikme kohta
arvutatakse kui kogu leibkonna sissetuleku ja perelitkmete arvu
ruutjuure suhe. Selliselt arvutatud keskmise pereliikme sissetulek
1997 a leibkonnauuringutes annab Gini kordajaks silumata andmete
korral 38.48%, alt silumise korral 38.4% ja mGlemalt poolt silumise
korral 37.37%.
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Vortsjarve dkoloogia modelleerimisest

Miirt Mols, Tiina Noges, Peeter Noges
Tartu Ulikool, Vértsjirve Limnoloogiajaam

Baltimaade suuruselt teine jarv Vortsjirv on madal, keskmise
sigavusega 2,8m ja alates 1960. aastatest kiirelt eutrofeeruv jérv.
Seoses jarve seisukorra halvenemisega uuriti aastail 1993-1997
Soome-Eesti iihisprojekti raames intensiivselt Vortsjarve olukorda ja
inimkiitumise mdju sellele. Projekti raames koguti andmeid nii jirve
kui ka tema vesila kohta ja alustati neid kasutades jarve mudeli
koostamist. V3rtsjarve mudeli eesmérgiks seati v8imalus méngida 1abi
erinevaid klimaatilisi ja inimkditumisest tingitud situatsioone ja
jilgida erinevate stsenaariumite moju jirvele. Esimese etapina on
valminud fiitoplanktoni, lahustunud orgaanilise aine ja hapniku kogust
kirjeldav mudel (vaata joonis 1).

Joonis 1.Vortsjirve okoststeemi lihtsustatud skeem
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Giinkohal on &dra toodud nditena leitud mudelist rénivetikate
kontsentratsiooni arvutamist kasitlev osa (tdielikku kirjeldust vaata
Néges et al, 1998):

dCrd;z;;eﬁkad — [ U= p - Q.yiss;voal J . Crdnivetikad ,

kus

p - vetikate kadu suremise, dras66mise vOi settimise kaudu. Funkt-
sioon, sisaldab mitmeid parameetreid ja mojutegureid,;

Q.rissevool

- jarve sissevoolava vee moju vetikate kontsentratsioonile;

K= Bomax lhirus * i temp Ve valgus Jp S Ssi - vetikate kasvukiirus, milles |
Homas wiras = ON maksimaalset voimalikku kasvukiirust iseloomustav

konstant;

fremp — basobivast temperatuurist tingitud kasvu kidumine;
fraigus — valguse vihesusest tingitud kasvu pidurdumine;

fp — fosforinappuse moju;

fv — lammastikunappuse mdju ja

fsi — réninappuse moju.

Enamiku kasvukiirust pérssivate tegurite L mdju on piisavalt histi

esitatav kujul f; = Z% , milles C on jarvespetsiifiline konstant.

Ehkki moned konstandid on hinnatud laboratoorselt, sdltub enamik
neist siiski uuritavast jarvest ja nad muutuvad tingitult erinevatest
teguritest, niiteks bioloogilisest kooslusest.

Tundmatute konstantide hinnanguks valitakse harilikult véaartused,
mille puhul erinevus m&dtmistulemuse ja mudeli pShjal arvutatud
vidrtuste vahel on viikseim (tavaliselt minimiseeritakse vigade
ruutude summa). Kuna hiidroloogias kutsutakse taolist parameetri
hinnangu valikuprotseduuri harilikult parameetri kalibreerimiseks, siis
viitame edaspidi sellele lahenemisviisile kui klassikalisele
kalibreerimisele.

Vortsjarve 6koloogia modelleerimise kaigus kerkisid esile moned

probleemid, mis muutsid kiisitavaks traditsioonilise hiidroloogias

kasutatava metoodika efektiivsuse juhul, kui mudelis ei arvestata
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koiki, ka vihetihtsaid, m&jufaktoreid voi kui kasutatakse md&tmis-
aparatuuri piiratud tipsusest tingitult ebatdpseid algandmeid, see on
juhul, kui ei saavutata absoluutset kooskéla algandmete ja mudeli
_prognooside vahel.

Uks vdimalus kasutatava metoodika kontrollimiseks on jalgida tema
tulemuslikkust teadaolevate siisteemiparameetrite hindamisel. Kuna
praktikas ettetulevate andmete puhul on harva tipselt teada neid
andmeid tekitanud mehhanism, v8ib reaalsete andmete asemel
kasutada kunstlikku siisteemi, milles andmed genereeritakse vastavalt
etteantud mudelile.

Antud juhul voeti katsemudeliks lihtne kasvu-kadumise mudel
kontsentratsiooni C kirjeldamiseks:

dac

~—={c; +¢,X)-C,

dt ( 1 2 )
Arvutuste hdlbustamiseks eeldati, et m&ddetud médjufaktor X on
binaamne, v8imalike vddrtustega 0 ja 1. Sisteemi illustreerib joonis 2.

Joonis 2. Mudelit dC/dt = (0,1 — 0,2X) C kasutades
modelleeritud andmed

Vaatlused

150
!

Kontsentratsioon
100
L

50

o 4

Faktor X:
T T T T T T
0 100 200 300 400 500

Aeg

Juhul, kui on tipselt teada faktori X muutumine ajas, saab parameetrite
vairtused ulaltoodud kontsentratsioonivddrtusi kasutades hinnata
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absoluutse tdpsusega ja hinnatud (kalibreeritud) mudelist saadud tule-
mused tihtivad tdielikult protsessi tegeliku kiitumisega.

Kui faktori X véirtuste muutumine ajas on teada vaid vaatlusandmete
péhjal (nagu see enamasti on), tekivad hindamisel ebatépsused, mis on
tingitud teadmatusest, kuidas muutuvad kirjeldava faktori vairtused
vaatlustevahelisel perioodil. Paljud veekogude modelleerimiseks
kirjutatud ~ spetsiaalprogrammid lubavad lihendada sltumatute
faktorite X muutumist vaatlustevahelisel perioodil, kasutades splaine
v61 muid silujaid. Paraku ei Gnnestu nende kiitumist siiski tiiesti
tapselt kirjeldada. Taolise infokao t6ttu tekkivat ebakdla vaatluste ja
~ mudeli prognooside vahel iseloomustab joonis 3.

Joonis 3. Faktori X muutusest vaatlustevahelisel perioodil

tingitud erinevus hinnatud mudeli ja tegelikkuse vahel
erinevus hinnatud mudeli ja tegelikkuse vahel

hinnang —————
tegelik

Kontsentratsioon

Aeg

Ulaltoodud joonisel esitatud mudeli parameetreid hinnates siluti
faktori X vaartusi lineaarselt, st. mddtmishetkede #, ja #, vahelisel ajal
loeti X véartuseks suurus

(t "tl)Xzz +(t2 "t)le

tz -

X(t,t, <t<ty)=
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Hindamisprotseduur t66tab ja parameetrite ¢, ja ¢, hinnangud satuvad
tegelike védrtuste 1dhedale.

Paraku mdjutavad kontsentratsiooni paljud faktorid, mida on raske
-arvesse votta. Tithine lokaalne reostus v8i pilvevari jarve iihe lahesopi
kohal vdivad kontsentratsiooni muutumise kiirust muuta. Kontsent-
ratsiooni muutumise kiiruse juhuslikud fluktuatsioonid (vead)
pohjustavad suuremaid vdi viiksemaid erinevusi teoreetiliselt dige
mudeli ja tegelikult realiseerunud kontsentratsioonikdvera vahel.

Hindamismeetodi tédkvaliteet s8ltub vigade tekkimise wviisist.
Jargnevates niidetes on eeldatud, et kasvukiiruse viga on konstantne
lithikese ajaperioodi Af jooksul (Af on tunduvalt véiksem kui
vaatlustevaheline intervall), jarjestikuste A¢ pikkuste ajalSikude viltel
esinevad vead on aga omavahel sGltumatud:

dC

E: (e +e, X +¢,)-C,ele, .
Joonistel 4 ja 5 on toodud kaks niidet vdimalikest kontsentratsiooni-
kdveratest (kdrvuti kontsentratsiooni muutustega hiireteta keskkon-
nas).

Joonis 4. Faktor X ei s8ltu kontsentratsioonist C.
Tippude kdrgus erineb

—————— teoreetiline mudel

realiseerunud kontsentratsioonikéver

Kontsentratsioon
200 300 400
I | 1

100
L

0
1

Aeg
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Joonis 5. Faktor X soltub kontsentratsioonist C.
Vdimalikud on korvalekalded perioodilisusest

————— teoraeetiline mudel
~———realiseerunud kontsentratsioonikdver

Kontsentratsioon

Faktor X: J—

Aeg

Kalibreerimisprotseduuri hindamiseks tekitati tuhat kontsentratsiooni-
koverat ja nende pealt voetud mddtmistulemusi kasutades hinnati
tuhat korda tundmatuid parameetreid. Vordluseks teostati lineaarne
regressioon kasutades teisendatud suuruseid y,

In| 2 1/( )
=ln| —— I(t; —1,) .
y C,H ) i i-1
Teisendus on valitud selliselt, et vigade omavaheline sdltuvus oleks
vdike ja tundmatud parameetrid avalduksid otse regressioonikordaja-
tena. Saadud tulemused kajastuvad tabelis 1 ja joonisel 6.

Tabelis 1 on iga lahtri arvutamiseks genereeritud 1000 korda
"realiseerunud" kontsentratsioonikover, mida kasutades on
leitud valim.
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Tabel 1.
Hindamismeetodite kditumine erinevates situatsioonides.

Meetodi nimetus (sulgudes andmete genereerimisel lisatud
- héirete standardhélve)

uute andmete prognoosi-
cihinnangute | c¢; hinnangute misel tehtavate vigade
keskmine £ keskmine + ruutude summa (mediaan)
hinnangute hinnangute [Ghike pikk
standardhélve | standardhdlve | prognoos prognoos
(10 vaatlust) | (70 vaatlust)
Oige vadrtus
0,1 | | !

klassikaline kalibreerimine (0,05; 60 md3tmist)

| 167413

klassikaline kalibreerimine (0,5; 20 mo3tmist)
0,119120,0892 | -0,2407+0,2034 | 671936 | 7,16%10"

regressioon teisendatud tunnusega (0,01; 60 md6tmist)
0,0998+0,0032 | -0,2002+0,0012 | 14085 (153972

regressioon teisendatud tunnugega 0,5; 60 mootmist
0,0845+0,0326 | -0,1682+0,0476 | 304071 1,26*10°

regressioon teisendatud tunnusega (0,5; 10 modtmist)
0,1086+0,0891 I -0,2146+0,1818 | 1733486 I 6,7
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Juhuslike vigade suurenedes on loomulik, et ka parameetrite hinnang
muutub ebatipsemaks. Kui aga hindamisel esineb siistemaatiline viga,
siis see vihjab hindamismetoodika ebatiiuslikkusele. Tabelit 1 vaada-
tes voib oletada, et juhusliku vea osakaalu suurenedes kiputakse para-
meetreid alahindama, vaatluste arvu vihenedes (kui vaadeldud kont-
sentratsioonilainetusi jiib viheks) aga iilehindama. Joonis 6 illustree-
1ib seda tendentsi veelgi selgemalt. Uhtlasi v8ib mirgata, et kalibree-
rimismeetodil saadud hinnangud kGiguvad tunduvalt, meetod ise néib
muutuvat isna cbatipseks kui vaatlusandmetele lisandub vahegi
arvestatav juhuslik viga. Lisaks osutub mainitud ldhenemisviis olevat
viaga tundlik kirjeldava faktori kiitumise suhtes vaatlustevahelisel
perioodil (suur hinnangute hajuvus ka praktiliselt ilma juhusliku veata
vaatlusandmete korral). Ka vaadeldud regressioonimudel annab
nihkega hinnangu, ehkki marksa vaiksema, sest antud juhul ei vGta
regressioonmudel arvesse vea konstantsust ajavahemiku A¢ jooksul.

Kontsentratsiooni kditumist prognoosides pikemaks perioodiks osutub
vaatlustulemuste keskmine paremakski nditajaks kui teised vilja-
toodud meetodid (vt. tabel 1). Tdsi kill, antud ndite puhul on
kasutatud stabiilset kontsentratsioonik&verat,

Joonis 6. Parameetri hinnangu tiapsuse sdltuvus juhuslikust veast

s 2 Voo ?
0 a ‘; a O
—F -

)
o 7 a a o

5 s

2

2 B

X o ;

g o] ¢

5 95% kalibreerimismeetadil i

= hinnatud parameetri c2 g

vaartustest jai
siia vqhemiléku

-
° [ ‘
95% regresiconmeetodil B 440 S
hinnattd naatama_egn c2 k [T :
vadrtustest jai a0 0 ]
o | siia vahemikku § 23 §
© T T T T T T
-0.5 0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0

Parameetri ¢2 hinnang
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Kui kasutatava informatsiooni hulk (valimi maht) suureneb, siis peaks
hea hindamismetoodika andma hinnanguteks véairtuseid iiha lihemal
parameetri tegelikule védartusele. Ehkki hinnangute hajuvus tdepoolest
viheneb, osutub, et hinnangute keskmine v3ib vaatluste lisandumisel
‘hoopis eemalduda tegelikust parameetri véértusest (hindamis-
metoodika annab nihkega hinnangu).

Joonis 7. Parameetri hinnangute keskmine sdltuvalt vaatluste
arvust

849 o

A
\ Parameetri ¢1 tegelik va#rtus
i -..O. L /

50

kalibreerimine

40
1
1>~———T8’;/

vaatluste arv

30
I

regressioon a "o

/

0.08 0.10 0.12 0.14

Parameetri ¢1 hinnangute keskmised

Vaatamata ndrgale tulemusele parameetrite véirtuste hindamisel ja
tuleviku prognoosimisel voib klassikalist kalibreerimisprotseduuri
kasutav mudel siiski saavutada viga hea kooskdla kalibreerimiseks
kasutatud andmete ja mudeli jirgi arvutatud védsrtuste vahel, ndides
tihti vilja mirgatavalt parem kui tdpsemate parameetri vidrtustega ja
parema prognoosivoimega mudelid.

Kokkuvéte

Hiidroloogias kasutatav veekogude modelleerimise metoodika viib

teatavatel juhtudel mudeliteni, mille prognoosiv véirtus on madal.

Kasutatav tundmatute parameetrite kalibreerimistehnika vGib aga ka
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iisna heades tingimustes anda kehvi hinnanguid mudeli parameetrite
vadrtustele. Vigade olemasolu arvestav statistiline lihenemine voib
anda paremaid tulemusi nii prognoosimisel kui ka veekogus toimuvate
protsesside kirjeldamisel.
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Statistilisest soltuvusest
Ene-Margit Tiit
Tartu Ulikool, Matemaatilise statistika instituut

1. Soltuvus ja statistiline soltuvus

Soluvus on tavaelus tuntud mdiste, ja tihti negatiivse kdlavarjundiga

(poliitikas, majandusteaduses, arstiteaduses). Funktsionaalne séltuvus

on iiks matemaatika pBhimdisteid. Stafistiline soltuvus on seotud

mdlema eelpool nimetatud s6ltuvuse mdistega:

e statistilise sdltuvuse kaudu on tihti v3imalik teistes eluvaldkon-
dades ilmnevaid sGltuvusi modelleerida;

e statistiline sGltuvus on teatavas mdttes iildistuseks funktsionaalse
sOltuvuse moistele.

Mis tahtsus on statistilisel sdltuvusel? — Statistiline sdltuvus on nii

matemaatilise kw1 ka rakendusstatistika pShimdiste.

1. Kui me vaatleme statistilisi andmeid, siis me kiisime, kas
vaatlustulemused on statistiliselt s6ltumatud.

2. Kui meie eesmirgiks on konstrueerida mudel, siis me kiisime, kas
uuritav juhuslik suurus sdltub statistiliself mudeli argumentidest —
vastasel korral on mudeli konstrueerimine mdttetu.

3. Mida tugevam on kahe juhusliku suuruse vaheline statistiline
sOltuvus, seda rohkem teavet sisaldab iiks juhuslik suurus teise
kohta ja seda paremini (tipsemalt) on {iht juhuslikku suurust
kasutades v8imalik teise juhusliku suuruse vdcrtusi prognoosida.

2. Statistiline soltuvus kahe juhusliku suuruse vahel

Olgu X ja Y juhuslikud suurused (statistikas deldakse ka: funnused) ja
(X, Y) jubuslik vektor, mille komponentideks on need juhuslikud
suurused. Olgu juhuslike suuruste X ja Y jaotusfunktsioonid vastavalt

Fy(x), Fy (y)

ning olgu juhusliku vektori (X, ¥) jaotusfunktsioon (kahe juhusliku
suuruse #hine jaotusfunktsioon)

Fir (%,2).
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Definitsioon 1. Oeldakes, et juhuslikud suurused X ja Y on statistiliselt
soltumatud, kui iga x ja y puhul kehtib vGrdus

Py (x,3) = Fy () F, () (1)

ja juhuslikud suurused X ja Y on statistiliselt soltuvad, kui v8rdus (1)
ei kehti kdigi argumentide korral, st kui leidub mingi selliste vidrtuste
paar (x, y), et vdrdus (1) ei kehti. e

Edaspidi me itleme lihtsuse mottes statistilise sSltuvuse asemel
soltuvus, sest koneleme ainult statistilisest sSltuvusest ja selle
erijubtudest. Statistilise sSltuvuse definitsioonist jireldub, et kui kaks
juhuslikku suurust on sdltuvad, siis the juhusliku suuruse finglik
jaotus, mis vastab teise juhusliku suuruse erinevatele viirtustele,
~ ldiselt muutub. Soltumatute juhuslike suuruste korral on aga kdik
 tinglikud jaotused iihesugused.

3. Regressioonsdltuvus ja selle tugevus

Definitsioon 2. Kui the juhusliku suuruse Y ftinglik keskvddrtus
tingimusel X =x muutub sOltuvalt x viirtusest , siis eldakse, et
juhuslike suuruste X ja Y vahel on regressioonsdltuvus. Juhusliku
suuruse Y tinglik keskvéértus

EY/X=x)=7, 2)
ehk Y regressioon X jdrgi on juhusliku suuruse Y parim voimalik
prognoos X jargi. e

RegressioonsGltuvus on iiks statistilise sdltuvuse olulisi erijuhte.
Erinevalt statistilisest sltuvusest ei ole regressioonsdltuvus
vastastikune: voib juhtuda, et ) sltub X-st regressioonsdltuvuse
mdttes (kuitahes tugevasti), kuid vastupidine viide pole dige. Parima
prognoosi headust mdddetakse prognoosivea

Q=E{Y -Y,)* ©)

ja juhusliku suuruse dispersiooni DY suhte abil, kasutades
seosekordajat 7, mida nimetatakse regressioonisuhteks
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Prognoos on seda parem, mida suurem (lihedasem ihele) on
seosekordaja 7. Vastavalt sellele, kui hea on prognoos, rddgitakse ka
statistilise sGltuvuse tugevusest.

e Kui seosekordaja 77 omandab maksimaalse véddrtuse 1, siis on
regressioonseos tdielik (maksimaalse tugevusega).

e Kui seosekordaja 77 omandab minimaalse vSimaliku védrtuse 0,
siis regressioonseos puudub, Nii on alati, kui juhuslikud suurused
X ja Y on sdltumatud, kuid vastupidine vaide ei kehti iildiselt.

e Seega regressioonseose tugevust modddab regressioonisuhe 7
skaalal [0, 1].

Paneme tihele, et juhul kui 77 = 1, st regressioonsSltuvus on téielik, on
Y tinglik keskvéirtus (peaaegu kindlasti) miftejuhuslik, st et peaaegu
kindlasti Y soltub X-st funktsionaalselt. Enamasti aga ei ole see
funktsionaalne sdltuvus lihtsalt esitatav meile tuntud elementaar-
funktsioonide kaudu.

4. Lineaarne mudel ja lineaarne regressioon

Regressioonsdltuvuse puhul on juhusliku suuruse Y tinglik kesk-
vidrtus (2) juhusliku suuruse X mingi konstandist erinev mddtuv
funktsioon. Selleks, et konstrucerida mudelit, mis voimaldaks prog-
noosida Y viirtusi X jirgi, oleks tarvis aga tinglikku keskvadrtust
lihendada mingi sobiva funktsiooniga, kusjuures saadud avaldis kind-
lasti sisaldab ka mingeid konstante, nn mudeli parameetreid, K&ige
lihtsam funktsioon on teatavasti lineaarne. Sellest ldhtudes lahendame
Y tinglikku keskvéartust lineaarfunktsiooniga. Léhendamiseks voib
kasutada mitmesuguseid ldhendamise eeskirju, kdige levinum on aga
lahendamine vdhimruutude meetodil. See tihendab, et mudeli para-
meetrid madratakse nii, et prognoositava muutuja ja prognoosi erine-
vuse ruut oleks keskmiselt vdimalikult viike,

Y ~a+bx. (3)

Saime lineaarse mudeli juhusliku suuruse Y prognoosimiseks X jargi,
kusjuures konstandid ¢ ja b on mudeli parameetrid.
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Definitsioon 3. Funktsioon a + bx on juhusliku suuruse Y parim
lineaane prognoos ehk lineaarne regressioon X jargi. e

5. Korrelatiivne séltuvus

Arvutame prognoosivea Q taas valemi (3) abil, vGttes selles parima
prognoosi (2) asemele on parima lineaarse prognoosi (5), saame seo-
sekordaja avaldisest (4) kordaja, mida nimetatakse korrelatsiooni-
kordajaks ja mida tdhistatakse tdhega r. Lineaarset regressioon-
sSltuvust nimetatakse korrelatiivseks soltuvuseks.

Definitsioon 4. Korrelatsioonikordaja on kordaja, mis mdddab juhus-
like suuruste vahelise korrelatiivse seose tugevust. e

» Korrelatsioonikordajale omistatakse kordaja » mérk. Vastavalt
sellele kdneldakse positiivsest ja negatiivsest korrelatsioonist kahe
juhusliku suuruse vahel.

e Korrelatiivne sdltuvus on vastastikune ja simmeetriline.

e Absoluutviirtuselt maksimaalse korrelatiivse sSltuvuse korral on
juhuslike suuruste X ja Y vahel lincaarne funktsionaalne soltuvus,
st et kui korrelatsioonikordaja on absoluutvédrtuselt vordne iithega,
siis leiduvad kordajad a ja b nii, et kehtib iks alljirgnevatest
seostest.

RX,Y)=1e Y =a+bX; RXY)=-16 Y =_a+bX, a>0.

e Kui korrelatsioonikordaja védrtus on 0, siis eldakse, et juhus-
likud suurused on mittekorreleeritud. Sellest ei jareldu regres-
sioonsltuvuse puudumine ja ka mitte statistiline sdltumatus.

e Statistiliselt s6ltumatute juhuslike suuruste korrelatsioonikordaja
on null, st et statistilise soltuvuse puudumisest jireldub regres-
sioonsdltuvuse puudumine ja samuti ka korrelatiivse sGltuvuse
puudumine.

6. Teised statistilise s6ltuvuse liigid ja seosekordajad

Statistilise sdltuvuse erijuhte on kirjeldatud palju. Nimetame neist
kaht olulisemat. ‘




1. Monotoonne séltuvus kajastab marginaaljaotuste jérjestuse koos-
kdla. Monotoonse sdltuvuse puhul mirgitakse (samuti kui korrela-
tiivse sOltuvuse korralgi) dra ka sdltuvuse suund, mis v3ib olla kas
positiivne v3i negatiivne.

2. Diskreetsete marginaaljaotuste korral leiab maksimaalse tugevu-
sega statistiline sOltuvus aset siis, kui kummagi tunnuse vddrtuste
vahel on iiks-ithene vastavus, mille puhul ildiselt véirtuste jirjes-
tus ei ole oluline. Niisugust sSltuvust nimetatakse assotsiatiiv-
suseks, ning seda kasutatakse enamasti mittearvuliste tunnuste
vahelise seose md&tmisel.

Erinevat liiki statistilise s6ltuvuse mddtmiseks on defineeritud mitu-
kiimmend erinevat sSltuvuskordajat, kusjuures ka sama liiki s6ltuvust,
néiteks monotoonset sdltuvust ja assotsiatiivsust saab m&3ta mitme
erineva kordaja abil. Enamasti kasutatakse aga seosekordakate puhul
tihesugust skaalat. skaalat:

Sdltuvuskordajad, mille puhul ei arvestata séltuvuse suunda, muu-
tuvad (enamasti) 16igul [0, 1]. Viéirtus 1 tshistab maksimaalse tugevu-
sega sbltuvust (antud sdltuvuse mdttes) ja vadrtus 0 vaadeldava soltu-
vuse puudumist. Peaaegu alati jéreldub statistilisest soltumatusest, et
sBltuvuskordaja vaartus on 0. Nende seosekordajate hulka kuulub reg-
ressioonikordaja 1, kuid samuti ka enamus assotsiatiivsuse kordajaid.

Soltuvuskordajad, mille puhul arvestatakse séltuvuse suunda, muutu-
vad 18igul [-1, 1]. Nende puhul niitab sdltuvuskordaja absoluut-
védartus sOltuvuse tugevust, sdltuvuskordaja méirk aga seda, kas juhus-
like suuruste muutumine on samasuunaline (ithe suurenedes keskmi-
selt teine samuti suureneb/ teine suureneb suurema tdendosusega) voi
vastassuunaline (ithe suurenedes teine keskmiselt viheneb/ viheneb
suurema tOendosusega). Niisuguste seosekordajate hulka kuuluvad
kdik monotoonse seose kordajad. Kdige tuntum ja sagedamini raken-
datav sltuvuskordaja — korrelatsioonikordaja kuulub samuti sellesse
litki,

7. Kahemddtmeline jaotus ja statistiline s6ltuvus

Eeloeldust jareldub, et juhusliku vektori jaotus ehk kahemd&tmeline
jaotus, mida esitab jaotusfunktsioon z,,(x,y), misrab tiielikult vek-
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tori (X,¥) tihemdGtmelised marginaaljaotused (vastavalt jaotusfunkt-
sioonidega Fy(x) ja F,(y)) ning samuti ka vektori komponentide
vahelise statistilise sdltuvuse, sh ka kdigi seosekordajate viidrtused.
Huvi pakub aga kiisimus: kas ja millal médaravad marginaaljaotused
ja/vdi statistiline soltuvus nende vahel kahemGGtmelise jaotuse?
Mganedel juhtudel on selle kiisimuse vastused juba ammu histi teada,
kuid on ka seni vihe tuntud toiku. Loetleme olulisemad nendest.

1. Marginaaljaotused médravad iiheselt soltumatute komponentidega
kahem@Gtmelise jaotuse. Selline kahemd&tmeline jaotus eksis-
teerib antud marginaaljaotuste korral alati, ning selle jaotus-
funktsioon F(x,y) on marginaalsete jaotusfunktsioonide F(x) ja
F(y) kaudu méisratud seosega (1).

2. Uldjuhul ei mé4ra marginaaljaotused kahem&&tmelist jaotust ithe-
selt. Antud ithemddtmeliste jaotuste korral leidub /dpmata palju
erinevaid kahemddtmelisi jaotusi, mille marginaaljaotusteks need
on. Need kahem&dtmelised jaotused erinevad tiksteisest statistilise
s6ltuvuse poolest.

3. Antud marginaaljaotuste paari korral uldjubul ei eksisteeri
suvalise statistilise soltuvusega kahemdotmelist jaotust.

4, Kui on teada kahemd&tmeliste jaotuste klass ja selles klassis on
kahemddtmelist jaotust identifitseerivaks parameetriks sdltuvus-
kordaja, siis midravad marginaaljactused ja sSltuvuskordaja kahe-
mddtmelise jaotuse itheselt. Tuntuim ndide: kahemddtmeline nor-
maaljaotus, mille méadravad marginaaljaotused ja korrelatsiooni-
kordaja.

5. Kahemd&tmelise jaotuse midramiseks on piisav, kui on teada ihe
juhusliku suuruse jaotus ja teise juhusliku suuruse tinglikud
Jaotused koigi esimese juhusliku suuruse vairtuste korral.

8. Kahemodtmeline maksimaal- ja minimaaljaotus

Nagu ¢eldud, vastab antud marginaaljaotuste paarile palju erinevaid
kahem@Gtmelisi jaotus. Nende hulgas on ka kaks &irmist, millele
vastavad maksimaalne ja minimaalne vdimalik korrelatsioonikordaja
(vt Tiit, 91). Neid jaotusi nimetatakse vastavalt kahemdGtmeliseks
maksimaal- ja minimaaljaotuseks, ning nad defineeritakse jaotus-
funktsioonide jérgi.
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Definitsioon 5. Olgu F(x) ja F(y) antud jaotusfunktsioonid. Siis neile
vastava kahemddtmelise maksimaaljaotuse méirab jaotusfunktsioon

Fo (x,y) = min( F, (x), F, (»)).
'®
Definitsioon 6. Olgu F(x) ja Fy(y) antud jaotusfunktsioonid. Siis neile
vastava kahemddtmelise minimaaljaotuse miarab jaotusfunktsioon

£, (x, ) = max(0, F (x) - F, ().

Téhistame maksimaal- ja minimaaljactuse korrelatsioonikordajad
vastavalt siimbolitega 7" ja 7. Alati kehtivad jargmised v8rratused.

~1<Fr<0<r <l

F<r<rt,

kus r tdhistab suvalist korrelatsioonikordajat antud marginaaljactuste
korral. Seega nieme, et kaugeltki kdigi antud ithemd8tmeliste jaotuste
korral pole v3imalik maksimaalse tugevusega korrelatiivne sdltuvus —
tOsiasi, mis pole rakendusstatistikute seas sugugi alati teadvustatud.

Kokkuvéttes saime jargmised tulemused.

1. Iga marginaaljaotuste paari jaoks saab médrata maksimaaljaotuse
ja minimaaljaotuse.

2. Minimaaljaotuse korrelatsioonikordaja on viikseim ja maksi-
maaljaotuse korrelatsioonikordaja suurim v&imalik (antud margi-
naaljaotuste puhul).

3. Kui on antud marginaaljaotused ja korrelatsioonikordaja » vihima
ja suurima korrelatsioonikordaja vahel, siis leidub 16pmata palju
erinevaid kahemd6tmelisi jaotusi antud marginaaljaotuste ja antud
korrelatsioonikordajaga.

Niide 1. Olgu vaadeldavas rithmas 9 tiitarlast vanustega 8-16 aastat,
kusjuures nende tiitarlaste pikkused on 125, 127, 136, 149, 152, 157,
160, 169 ja 170 cm. Vanuse ja pikkuse iithine maksimaaljactus on
esitatud tabelis 1.
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Tabel 1.
Diagonaalne maksimaaljaotus

Vanus Pikkus
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Leiame maksimaaljaotuse pdhjal lineaarse mudeli titarlapse pikkuse
arvutamiseks tema vanuse jargi,
Pikkus =77 + 6 x vanus.

See mudel on viga hea (seos on tugev), sest lihtne arvutus nditab, et
seda iseloomustav korrelatsioonikordaja on 0,98. Selle pdhjuseks on
asjaolu, et me vaatleme maksimaaljaotust, seega on tegemist suurima
korrelatsiooniga, mis nende andmete korral saab tildse esineda. Siiski
pole selle korrelatsioonikordaja vairtus 1. Uhest erineb see sellepdrast,
et isegi maksimaaljaotuse korral ei avaldu pikkus tdpselt vanuse
lineaarfunktsioonina, nagu niha joonisel 1, kus lineaarne mudel on
esitatud katkendliku joonega.

Seevastu on meie andmete pdhjal pikkus vanuse monotoonselt kasvav
funktsioon, st et vanem titarlaps on kindlasti pikem nooremast.
Selletdttu on ka maksimaaljaotuse korral vanuse ja pikkuse vahelist
monotoonset seost mddtvate seosekordajate (nditeks Spearmani p)
véadrtus 1.
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Titarlasteriihma vanuse ja pikkuse vaheline
sOltuvus
175
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8 S 10 11 12 13 14 15 16

Joonis 1.

Ndide 2. Olgu nendest tiitarlastest kolm pdrit tiheliikmelisest, neli —
kahelitkmelisest ja kaks kolmeliikmelisest perest. Leiame laste arvu ja
vanuse minimaaljaotuse, see on esitatud tabelis 2.

Tabel 2.
Minimaaljactus
Laste arv Vanus
peres 8 9 10 | 11 12 | 13 | 14 | 15 16
1 0 0 0 0 0 0 1 1 1
2 0 0 1 1 1 1 0 0 0
3 1 1 0 0 0 0 0 0 0

Selle minimaaljaotuse pShjal arvutatud minimaalse korrelatsiooni-
kordaja vaartuseks on -0,93. Negatiivne on see secllepérast, et
minimaaljaotuse korral on suuremad lapsed on parit viiksemast perest
ja vastupidi. Siiski pole minimaalse korrelatsioonikordaja vidrtus —1.
Nieme taas, et reaalse andmetiku korral ei tarvitse maksimaalne ja
minimaalne korrelatsioonikordaja saavutada vastavalt teoreetiliselt
suurimat ja viiksemat vadrtust 1 ja -1.
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9. Mitmemodtmeline juhuslik vektor.

Olgu £ > 2 ja olgu meil tegemist £~mddtmelise (k > 2) juhusliku
vektoriga
' X =(X,,X,,..X,).

Definitsioon 7. Juhuslik vektor X on siis statistiliselt s6ltumatute
komponentidega, kui on tiidetud tingimus

F(x,x) = F(x). F(x,),
kus F; (.) tihistab j-nda komponendi jaotusfunktsiooni. Alati, kui see

tingimus ei ole tdidetud, on tegemist séltuvate komponentidega
juhusliku vektoriga. ®

Uhtekokku on k-md@tmelisel juhuslikul vektoril & ihemd&tmelist,
k(k-1)/2 kahem@otmelist, ...,k k-1-md8tmelist marginaaljaotust, seega
kokku 2° — k-2 erinevat marginaaljaotust, millest k&igi puhul on
voimalik statistilise sGltuvuse olemasolu v8i puudumine.

Definitsioon 8. Kui sdltumatute komponentidega juhusliku vektori
kdik marginaaljaotused on sdltumatute komponentidega, Geldakse et
vektor on tdielikult soltumatute komponentidega. o

Uldjuhul ei jareldu vektori iihe marginaaljactuse séltuvusest v&i séltu-
matusest teise marginaaljaotuse sSltuvus vdi sdltumatus. Ometi on
marginaaljaotuste sGltuvused omavahel teatava méédrani seotud, seega
mdjutavad vektori ithe marginaaljaotuse statistilist sGltuvust iildiselt
selle vektori teised marginaaljaotused ja nende sdltuvuse iseloom.

10. Regressioon- ja korrelatiivne séltuvus mitmemdgotmelise
juhuliku vektori puhul

Regressioonsltuvus on igasuguste statistiliste mudelite aluseks ka
mitmemdGtmeliste juhuslike vektorite puhul. Nimetame juhusliku
vektori tihe komponendi finktsioontunnuseks (olgu see nditeks ¥ = X;)
Ja tlejdsnud £-1=p komponenti moodustavad argumenttunnus-

vektori, mille tihis on X = (X,,..., X ») - Siis me v8ime leida sarna-
selt valemile (2) juhusliku swuruse Y parima prognoosi argument-
tunnusvektori X jargi,
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EY/X=%)=Y,. (6)

Siin on prognoosiks Y tinglik keskvaartus, kus tingimus on maératud
igas argumenttunnusvektori vidrtuste ruumi punktis, seega parim
prognoos on p argumendi funktsioon. Regressioonséltuvuse tugevust
md3dab mitmene regressioonisuhe, mis médratakse samuti valemiga
@).

Praktiliselt kasutatavate mudelite konstrueerimiseks tuleb seosega (6)
maédratud funktsioon 1ihendada mingi funktsiooniga sobivalt valitud
killalt lihtsast parameetriliste funktsioonide klassist. Mudeli argu-
mendiks pole tihti tarvis valida argumenttunnusvektorit tiies ulatuses,
vaid piisab selle mingist alamvektorist (mida kirjeldab ks marginaal-
jaotustest). Niisuguseid vdimalikke marginaaljaotusi on kokku 2772,
ja kui arvestada ka konstantset mudelit, mis vastab regressioonsodltu-
vuse puudumisele, siis on neid ithe vOrra rohkem.

Mida rohkem on regressioonimudelis argumente, seda parem on tildi-
selt mudel — vidhemalt teoreetiliselt, sest argumendi lisamisel mude-
lisse saab mitmene regressioonsuhe ainult suureneda. Praktiliselt aga
parandavad lisatud argumendid sageli mudelit nii véhe, et nende lisa-
mine ei ole otstarbekas, sest alati on lihtsam, vihem argumente sisal-
dav mudel parem kui keerukam mudel, milles on rohkem argumente
ja vastavalt ka hinnatavaid parameetreid.

Definitsioon 9. Lihendades valemiga (6) esitatud parimat prognoosi
Y, argumenttunnuste lineaarfunktsiooniga

Yzﬁo +ﬂ1X1 +"'+ﬁrXr

saame mudeli, mida nimetatakse mitmeseks lineaarseks regressiooni-
mudeliks. e

Oma lihtsuse tOttu on mitmene lineaame regressioonimudel iiks
praktikas enimkasutatavaid mudeleid. Mitmese lineaarse regressioon-
sBltuvuse tugevust mdddab mitmene korrelatsioonikordaja R, mis
arvutatakse samuti valemist (3). Erinevalt korrelatiivsest sGltuvusest
kahe juhusliku suuruse vahel on korrelatiivne sdltuvus juhusliku
vektori ja juhusliku suuruse vahel alati mittenegatiivne.
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11. Mitmemddtmelise s6ltuvusstruktuuri esitus marginaal-
soltuvuste kaudu. Korrelatsioonimaatriks

Mitmene korrelatsioonikordaja on statistilise sGltuvuse mddtmiseks
kasutatav sel juhul, kui juhusliku vektori komponentide hulgast iiks on
funktsioontunnus, mille prognoosimine iilejadnute kaudu pakub huvi.
Kui aga niisugust itht komponenti ei ole, tuleb vaadelda kdigi kompo-
nentide s3ltuvusi kdigist, mida kajastab kokku k-2*" regressiooni-
suhet. See arv kasvab juhusliku vektori komponentide arvu kasvades
kiiresti., Suur, raskesti siistematiseeritav kordajate hulk ei sobi histi
ilevaate saamiseks juhusliku vektori komponentidevahelise sdltuvuse
struktuurist. SeetSttu piititakse saada iilevaadet juhusliku vektori
komponentide vahelistest soltuvustest, kasutades itksnes madalamat
jarku marginaaljaotuste sGltuvusi.

Kd&ige sagedamini vBetakse aluseks jaotuse kahemddtmelised margi-
naaljaotused, mille arv on k(k—1)/2. Kahemddtmelisi jaotusi iseloo-
mustavate erinevate regressioonisdltuvuste arv on k(k— 1), korre-
latiivsete sGltuvuaste arv aga k(k—1)/2. Tuntuimaks mitmemd&tmelise
soltuvusstruktuuri karakteristikuks on korrelatsioonimaatriks.

Definitsioon 10. Maatriksit, mille 7-nda rea ja j-nda veeru elemendiks
on vastavad korrelatsioonikordajad #; (7, j = 1, ..., k), st korrelatsiooni-
kordajad juhusliku vektori 7-nda ja j-nda komponendi vahel, nime-
tatakse korrelatsioonimaatriksiks. @

Korrelatsioonimaatriksi kdige tavalisemaks stimboliks on R ja tal on
jargmised omadused:

1 n, g

Fuo 1 Fok
R=

Y Tre 1

1. Korrelatsioonimaatriks on siimmeetriline £xk maatriks (kus £ on
juhusliku vektori jark).

2. Korrelatsioonimaatriksi elementide vairtused paiknevad 16igul
[-1, 1]jatema peadiagonaalil on ihed.

3. Korrelatsioonimaatriks on mittenegatiivselt méératud.
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4, Kui korrelatsioonimaatriks on singulaarne, siis avaldub (vihemait)
iks juhuslika vektori komponentidest iilejadnute lineaarkombi-
natsioonina.

-Seoses korrelatsioonimaatriksiga pakuvad huvi jargmised kiisimused:
1. Kui on antud marginaaljaotused ja korrelatsioonimaatriks, kas siis
on voimalik konstrueerida nende marginaaljactuste ja korrelat-
sioonimaatriksiga juhuslikku vektorit?
2. Kuidas tunda &ra, kas mingi siimmeetriline, ithest viiksemate ele-
mentidega maatriks saab olla korrelatsioonimaatriks v3i mitte?

12. Miirkida muster ja piirkorrelatsioon

Puitiame viimasele kilsimusele vastuse leida lihtsamal juhul. Vaatleme
korrelatsioonimaatriksit, milles kdik korrelatsioonikordajad on abso-
luutvéirtuselt vordsed, olgu selleks tihiseks absoluutviirtuseks p. Sel
juhul méairab korrelatsioonimaatriksi tema mdrkide muster S, mille
elementideks on ithed ja miinus ihed,

s, =sgn(r;),
Sel juhul on korrelatsioonimaatriks R mairatud eeskirjaga
R=I1+(S-Dp ®)
seega

1 tp ... xp
tp 1 tp

tp tp .. 1
Definitsioon 11. Suurimat voimalikku p vairtust p+, mille korral R on

mittenegatiivselt maératud, nimetatakse méarkide mustrile S vastavaks
piirkorrelatsiooniks.

Osutub, et juhul kui kdik korrelatsioonikordajad erinevad nullist, on
erinevate mérgimustrite arv 2*? vt Helemie, Tiit, 1997. Piirkor-
relatsioonide arv on aga marksa viiksem. On tihelepanuviime, et
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mérgimustrite ja piirkorrelatsioonide korral kehtivad jargmised
seaduspérasused (vt. H.-L. Viirsalu, 1998).

1. Iga maatriksi jirgu & korral leidub 2 mérkide mustrit, mille pu-
" hul piirkorrelatsiooni véartuseks on 1, nende seas ka maksimaalne
korrelatsioonimaatriks, mille kéik elemendid vdrduvad iihega.

2. Kbigi tlejsdnud mérgimustrite puhul on piirkaorrelatsioonid
mérksa viiksemad. Voib oletada, et nende piirkorrelatsioonide
vaartused ei iileta arvu 0.5,

3. Mirgimustrid moodustavad ekvivalentsiklassid, millesse kuuluva-
tele mérgimustritele vastab sama piirkorrelatsioon. Igasse eksiva-
lentsiklassi kuulub vihemalt 2*- erinevat margimustrit,

4. Mairgimustrile, mis sisaldab ainult positiivseid elemente, vastav
viikseim vOimalik korrelatsioonikordaja on -1/(k- 1), kus %
tihistab maatriksi jarku. Sellele vastavat korrelatsioonimaatriksit
nimetatakse minimaalseks korrelatsioonimaatriksiks.

5. Kui p rahuldab tingimust

<1,
k-1
siis on iga mérkide mustri S korral maatriks (8) korrelat-

sioonimaatriks.

Ndide 3. Esitame néitena kaks mérkide mustrit. Osutub, et vasak-
poolsele (S1) vastab piirkorrelatsioon 0,5, parempoolsele (S;) aga 1.

1 -1 1 1 -1 1
S ={-1 1 1|, S, =[-1 1 -1
1 1 1 1 -1 1

13. Mitmemodtmeline maksimaaljaotus

Tekib kiisimus, kas maksimaal- ja minimaaljaotuse mdiste on iildis-
tatav ka rohkem kui kahem&dtmelise vektori jaoks. Osutub, et kor-
gema kui kahemddtmelise jaotuse puhul ei ole olukord maksimaal- ja
minimaaljaotuse suhtes enam siimmeetriline. Maksimaaljaotuse mdis-
te on lihtsalt iildistatav, minimaaljaotuse oma aga tildjuhul mitte,
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Definitsioon 11. Olgu F(x,),...,F, (x,)antud jaotusfunktsioonid.

Siis neile vastava k-modtmelise maksimaaljaotuse mairab jaotus-
funktsioon

Fr(x,..,x,)= min[]ﬂ(xl),...,Fk(xk)].

Maksimaaljaotusel on jargmised omadused (vt Helemse, Tiit, 1997):

e  Maksimaaljaotuse puhul kehtib vdrratus
F'(x),...,%,) 2 F(x,...,x,)

igas ruumi R punktis, kui F{(.) on mingi samade marginaal-
Jjaotustega k-mddtmeline jaotusfunktsioon.

e Maksimaaljaotuse kdik marginaaljaotused on maksimaaljactused.

e Maksimaaljaotuse korrelatsioonimaatriksi elementideks on kahe-
mddtmeliste marginaaljaotuste maksimaalsed korrelatsiooni-
kordajad.

e Erfjuhul, kui kdik them&&tmelised marginaaljaotused on vrdsed
ja simmeetrilised, on maksimaaljaotuse korrelatsioonimaatriksiks
maksimaalne korrelatsioonimaatriks (milles on k&ik elemendid
vordsed ithega).

Regressioons6ltuvuse puhul t3stsime juhusliku suuruse komponentide
seast esile the — funktsioontunnuse. Mone iilesande puhul tekib kiisi-
mus, kas on vGimalik méaaratleda maksimaalse tugevusega statistilist
soltuvust, mis seoks koiki juhusliku suuruse komponente ilma iihtki
neist esile tostmata. Niisuguse seose méératleb maksimaaljaotus.

Ndide 4. Vaatleme veel niites 1 tutvustatud tiitarlasterithma. Oletame,
et meil on teada, et neist 1 kiib esimeses ja iiks kolmandas klassis.
Niihisti kuuendas, seitsmendas kui ka itheksandas klassis kiib samuti
iiks tiidruk, aga neljandas ja kiimnendas klassis kaib kaks tidrulaut,
Leiame nitiid kolme tunnuse iihise maksimaaljaotuse. See tiidab niiiid
kolmemddtmelise tabeli (risttahuka) diagonaali ning selles on nullist
erinevaid lahtreid iiheksa, need on antud alljargnevas tabelis 3.
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Tabel 3,
Kolme tunnuse maksimaaljaotuse diagonaalielemendid:

Vanus Pikkus Klass arv
8 125 1. o1
9 127 3 1
10 136 4 1
11 149 4 1
12 152 6 1
13 157 7 1
14 160 9 1
15 169 10 1
16 170 10 1

On ndha, et sellise jaotuse korral on k8&igi tunnuste vahelised
korrelatiivsed seosed viga tugevad, ent ei saavuta siiski taset 1.

14. Mitmemdotmeline minimaaljaotus

Kahemd&otmelise juhusliku vektori korral eksisteerib alati niihésti
maksimaalne kui ka minimaalne jaotus. Uldjuhul see aga nii ei ole, vt
Helemde, Tiit, 1996. Kolme tunnuse X, Y ja Z puhul on véimalik kiill
leida niisugune jaotus, kus X ja Y thisjaotus on minimaalne ning X ja
Z thisjaotus on samuti minimaalne, kuid sel juhul pole vdimalik
uldjuhul Y ja Z jaotust muuta minimaalseks.

Veelgi enam, on selgunud, et kdrgemamdGtmeliste jaotuste klassis
tldiselt minimaaljaotust ei eksisteeri. Minimaaljaotuste kohta saab
tuua tiksnes kaunis erandlikke nditeid. Ka minimaaljaotuste omadused
erinevad maksimaaljaotuste omadustest, vt Helemée, Tiit, 1997,

o Minimaaljactuse marginaaljaotused ei ole iildiselt minimaal-
jaotused.

e Jaotus, millel on minimaalne korrelatsioonimaatriks, ei tarvitse
olla minimaaljaotus.




Niide 5. Vaatleme taas oma tiitarlaste rithma niidet ja veendume
selles, et iildjuhul pole voimalik konstrueerida jaotust, kus kolm
kahemd06tmelist marginaaljaotust oleksid kdik minimaalsed.

Voime seda katsetada kasvGi oma tiidrukute néitel, kasutades lisaks
‘vanusele ja laste arvule peres veel naiteks isa palka, mille suurus olgu
ithel tidrukul 4000, kahel 5000, kolmel 7000, kahel 9000 ja iihel
10000 krooni kuus. Leiame titarlapse vanuse ning isa palga minimaal-
jaotuse, see on esitatud alljargnevas tabelis.

Tabel 4.

Kahe tunnuse minimaaljaotus
Isa Vanus
palk 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16
4000 0 0 0 0 0 0 0 0 1
5000 0 0 0 0 0 0 1 1 0
7000 0 0 0 1 1 1 0 0 0
9000 0 1 1 0 0 0 0 0 0
10000 1 0 0 0 0 0 0 0 0

Hakkame ninid koostama laste arvu ja isa palga kahemdStmelist
jaotust (tabelit 5) ning vaatame, kui palju meil selleks ménguruumi on,

arvestades, et jaotus peab olema kooskdlas niihésti tabeliga 2 kui ka
tabeliga 4.

Tabel 5.
Laste arvu ja isa palga kahem&tmeline jaotus
Isa palk Laste arv peres
1 2 3
4000 1
5000 2
7000 3
9000 1 1
10000
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Néeme, tabelist 4, et 4000 kroonise palgaga on ainult ithe 16-aastase
tiitarlapse isa. Tabelist 2 aga on néha, et selle lapse peres on 1 laps.
Nii saamegi tiita tabelis 5 iilemise vasakpoolse lahtri. 5000-kroonise
palgaga on kahe tiitarlapse isad, nende mdlema peres on aga tabeli 2
andmetel 1 laps. Saame tiita jargmise lahtri, sinna tuleb number 2.
7000 kroonise palgaga on kolme lapse isa, kusjuures tabelist 2 selgub,
et need lapsed on kahelapselisest perest. Samal viisil jitkates saame
tabeli 5 10puni tdita. Kui me niiid arvutame kahe tunnuse — laste arvu
ja isa palga vahelise korrelatsiooni, leiame, et selle viirtus on
positiivne ja pealegi iipris kdrge: 0,93. Sellest néitest saame teha
moned olulised jareldused:

e Kui mingi kolmem&dtmelise juhusliku vektori kaks margi-
naaljaotust on antud, siis ei saa iildjuhul kolmas marginaaljaotus
muutuda tdiesti suvaliselt.

e Rohkem kui kahe juhusliku tunnuse korral pole vG&imalik
defineerida jaotust, kus koik tunnused oleksid omavahel mak-
simaalse tugevusega negatiivselt korreleeritud.

Viimane tdik pole kiill eriti sageli kommenteeritud matemaatilises
statistikas, kuid on seevastu lisna tuttav igapaevaelus.

Viitekirjandus

1. E.-M. Tiit. Jaotuste segude kasutamine mitmemdtmeliste jaotuste
konstrueerimisel ja genereerimisel. EMS Aastaraamat, 1991, 22~
39.

2. E.-M. Tiit, H-L. Helemie. Multivariate minimal distributions.
Eesti TA Toimetised. Fiiiisika, Matemaatika, 45, 1996, 317-322.

3. E.-M. Tiit, H.-L. Helemie. Boundary distributions with fixed
marginals. — Distributions with Given Marginals and Moment
Problems. Kluwer AP, 1997, 99-106.

4. Viirsalu, H-L. MitmemG&dtmeliste sdltuvusstruktuuride esitus
korrelatsioonimaatriksite abil. Magistritoo, Tartu, 1998.

Avalik loeng Matemaatikateaduskonnas 30. okt. 1998,

71




Kroonika

Tartu Ulikooli 16petajad matemaatilise statistika erialal

1998. aasta kevadel I5petasid Tartu Ulikooli pShidppe matemaa-
tilise statistika erialal jargmised noored:

1.

2.

Tarmo Kiivit. Aktsiahindade juhuslikkuse kontroll Eesti
Hoiupanga néitel. Juhendaja lektor Martin Viil.

Kristi Kuljus. Geomeetriliste kvantiilide arvutamine.
Juhendaja dotsent Tonu Kollo.

Meelis Kiidrik. Jaotuste k-tsentrite koondumine ja
karakteristlikud funktsioonid. Juhendaja professor Kalev
Pérna.

Andres Kiitt. Eesti aktsiaturu statistiline analiiis;
borsikrahhi m&jud. Juhendaja professor Kalev Pérna.

. Kiilli Laanet. Regressioonimudeli valiku meetodid.

Juhendaja teadur Krista Fischer.

Kandela Puss. Loote ja vastsindinu kaalu prognoosimine
ultrahelimddtmiste pdhjal. Juhendajad professor Ene-Margit
Tiit ja professor Helje Kaarma.

Kaire Ruul. Korrelatsioonimaatriksi jaotuse lahendamme
Juhendaja dotsent Tonu Kollo

. Agne Soome. Rahvastiku muutumise mudelid. Juhendaja

professor Ene-Margit Tiit.
Gabriel Villers. Optimaalsed tunnuskomplektid linkliku
andmestiku korral. Juhendaja dotsent Tonu Mols.

72




Kroonika

Magistriviitekirjade kaitsmine TU Matemaatilise
statistika instituudis

1998. aastal kaitsti Tartu Ulikooli matemaatilise statistika insti-
tuudis jargmised magistrivaitekirjad:

1.

2.

3.

4.

Side Koskel. Empiirilise andmestiku statistilise analiiiisi
strateegia  antropomeetrilise  materjali  nditel. MSc
(matemaatiline statistika), juhendaja prof Ene-Margit Tiit.
Anneli  Kukk,  Hinnangu  dispersioon  samade
marginaaljaotustega  valikudisainide  klassil. ~ MSc
(matemaatiline statistika), juhendaja dots Imbi Traat.

Anne  Pirn.  Elukindlustusmatemaatika 1. MSc
(matemaatiline statistika), juhendaja dots Tonu Kollo.
Hele-Liis Viirsalu. Mitmemdodtmeliste soltuvusstruktuuride
esitusest  C-korrelatsiooni-maatriksite  kaudu.  MSc
(matemaatiline statistika), juhendaja prof Ene-Margit Tiit.

73




STATISTIKAMEETODID
KESKKONNAKAITSES JA OKOLOOGIAS

Kuidas modelleerida sesoonsust beetajaotusega?
Kas Eesti metsad on hakanud kiiremini kasvama?
Milline on Vortsjarve 6koloogiline seisund?

Mida moddab Gini kordaja?

Kuidas kirjeldada tunnuste statistilist sdltuvust?

Kéigile neile ja paljudele teistele kisimustele leiate vastuse
Eesti Statistikaseltsi Teabevihikust nr 11

Lisaks sellele
Kroonika: TU bakalaureuse- ja magistritédd
matemaatilise statistika erialal 1998. aastal






