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Peatukk 1

Stundmused ja toenaosused

1.1 Meeldetuletus kombinatoorikast

Alljargnevas tuletame meelde kursuses vajaminevad elementaarteadmised kombinatoorikast.

Kombinatoorika pohireegel. Kui me moodustame k-elemendilist jarjestatud kogumit, kusjuu-
res esimesele kohale on voimalik valida ny elemendi vahel, pdrast estmese elemendi valimist on
teisele kohale alati voimalik valida ny elemendi vahel, ... ja pdrast eelviimase elemendi valimist
on meil viimasele kohale alati voimalik valida ny elemendi vahel, siis on kokku véimalik saada
ni - No - -ny erinevat jarjestatud kogumit.

Selle reegli abil on voimalik tuletada mitmeid tuntud valemeid:

e k-elemendiliste jarjestatud komplektide moodustamisel n erinevast elemendist nii, et kor-
dused on lubatud, on voimalik saada n* erinevat komplekti. Neid komplekte nimetatakse
ka kordustega variatsioonideks. Naiteks kolm korda tdringut visates on erinevaid tule-
muste kolmikuid (kus ka jirjekord on fikseeritud) 63.

e 1 elemendi koikvoimalikke jérjestusi ehk permutatsioone on n!, sest esimesele kohale saa-
me paigutada suvalise nendest n elemendist, teisele kohale tuleb paigutada iiks tilejaanud
(n — 1)-st elemendist jne. Naiteks 5 opilast voivad reastuda 5! = 120 erineval moel.

e Variatsioonideks n elemendist k& kaupa nimetatakse k elemendiliste jarjestatud (kor-
dusi mittesisalduvate) komplektide moodustamist n erinevast elemendist. Kombinatoorika
pohireegli kohaselt on nende arvuks

n!

(n—k)!

Naiteks kuue voistkonnaga turniiri korral on esemese kolme koha jagunemiseks V63 =120
erinevat voimalust (eeldusel, et kohta jagama ei saa jaada).

VEen.-(n—1)(n—k+1) =

e Et n-elemendilise hulga k-elemendilisele alamhulgale vastab k! erinevat k-elemendilist jar-
jestatud ilma kordusteta komplekti, siis neid k-elemendili alamhulki ehk kombinatsioone
n elemendist k£ kaupa on kokku

nT\k) TR T R (- k)



Niiteks 52 méngukaardi abil saab moodustada C = 22 erinevat 13-kaardilist bridzi-

13139
katt.

Kombinatsioon n elemendist k kaupa on vaadeldav n-elemendilise hulga kaheks jagami-
sega: esimeses alamhulgas on k elementi, teises n — k, selliste jagamiste arv on ﬁlk)'
Oletame, et jagame n-elemendilise hulga kolmeks: esimeses on k; elementi, teises ko ja
kolmandas n — k1 — ko =: k3 elementi. Esimese, k1 elemendilise alamhulga, valikuks on
Ckt voimalust. Pirast esimese alamhulga eristamist on teise alamhulga leidmiseks CﬁQ_k

voimalust. Kokku seega

1

n! (n —ky)! ~on!
kl'(n — kil)' kg'(n — kl — k?g)' N kllkg'kgl

voimalust. Uldistades seda arutluskiiku saame, et jagades n-elemendilise hulga [-alamhulgaks
nii, et -nda alamhulga suurus on k; (ky + -+ k; = n), on (jarjekorda arvestamata)

n _ n!
ki,.... ki) kgl k!

. o . . 52! -
voimalust. Néiteks kaardipaki jagamisel neljaks on {graisms voimalust.

Kordustega kombinatsioonideks n elemendist k& kaupa nimetatakse selliseid kom-
binatsioone k-kaupa, kus elemendid voivad korduda. Kordustega kombinatsioonide korral
voib k > n. Naiteks kordustega kombinatsioonid neljast elemendist {1, 2, 3,4} kolme kaupa
on jargmised

111 112 113 114 122 123 124 133 134 144
222 223 224 233 234 244 333 334 344 444

Vordluseks (kordusteta) kombinatsioonid: 123 124 234 134.

Induktsiooniga on voimalik ndidata, et kordustega kombinatsioonide arv n-st k kaupa on

ntk—1 7 k Ck(n—1)

Toepoolest, olgu N(n, k) kordustega kombinatsioonide arv n-st k kaupa. On selge, et kui
k = 1, siis iga n korral N(n,1) =n = C}. Olgu niiiid k¥ > 1 ja oletame, et iga n ka k korral
kehtib

N(n,k)=CF .. (1.1)

n
Veendume, et (1.1) kehtib ka iga n ja k + 1 korral. Vali suvaline n. Tahistame n elementi
{1,...,n}. Iga kordustega kombinatsioon n-st k + 1 kaupa on kujul ay,...,ax11, kus a1 <
< <agrjaa; €{1,...,n}. On selge, et nende kordustega kombinatsioonide arv, kus a; =
1 on sama mis kordustega kombinatsioonide arv n-st k kaupa. Samuti nende kordustega
kombinatsioonide arv, kus a; = 2 on sama mis kordustega kombinatsioonide arv n — 1-st k
kaupa jne. Seega N(n,k+1) = N(n,k)+N(n—1,k)+---+N(1, k). Vastavalt induktsiooni
eeldusele seega
k+n—1
k k k k
N k+1)=Chy 1 +CF o+ +CFy= > CF
r=k



Arvestades, et iga 7 > k + 1 korral CF + CF! = C’kj:ll (veendu selles!) ehk

r

k+1 k+1
C Cr+1 Cr ’

saalne

k+n—1

k k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 k+1 _
Z C Ck"" Ck+2_ck+1)+(ck+3 Ck+2)+‘ : '+(Ck+n—1_Ck+n—2)+<ck+n_ck+n—1) -

1.2 Siundmused

1.2.1 Elementaarsiindmused

Definitsioon 1.2.1 Juhuslik katse on igasugune tegevus, mille tulemus ei ole antud tingimus-
tes tiheselt mdadaratud.

Juhuslikul katsel on rohkem kui {iks voimalik tulemus, kusjuures me eeldame, et katsetulemused
on iiksteist vilistavad — voimalikest tulemustest realiseerub ainult {iks.

Definitsioon 1.2.2 Juhusliku katse voimalikke tulemusi nimetatakse elementaarsiindmus-
teks (outcome), mida tihistame kujul w. Antud katse koigi elementaarsindmuste hulka nimeta-
takse elementaarsiindmuste ruumiks (sample space), mida tihistatakse siimboliga €.

Elementaarsiindmused soltuvad sellest, mida katse tulemusena “kirja pannakse”. Seega voib sama
reaalse katse (néiteks taringuvise) korral vaadelda erinevaid elementaarsiindmuste ruume. Toome
mone naite juhusliku katse ja elementaarsiindmuste kohta.

Naited:

1. Miindivise. Tavaliselt vaadeldakse olukorda € = {vapp, kiri}. Soltuvalt katse soorita-
mise viisist, eesmérgist ja kasutatavast miindist voib monikord olla vajalik ka vaadelda
olukorda, kus voimalikeks elementaarsiindmusteks on ' = {vapp, kiri, serva peal} voi
Q" = {lapiti, serva peal}. Viimasel juhul huvitab meid ainult see, kas miint jaib serva
peale seisma vOi mitte.

2. Taringuvise. Tavaliselt Q = {1,2,3,4,5,6}, kuid kui téringut kasutatakse naiteks miindi
asendajana, siis voib votta ka Q0 = {paaris, paaritu}.

3. Kaardipakk peale kaartide segamist. Olgu pakis K kaarti. Kaardipakki voib seega vaadelda
kaartide hulga {1,..., K} jarjestusena. Seega iga elementaarsiindmus on hulga {1,..., K}
permutatsioon, elementaarsiindmuste ruumi véimsus on K.

4. n miindiviset. Siin elementaarsiindmus on n-dimensionaalne vektor (ay,...,ay), kus a; on
kas vapp voi kiri. Elementaarsiindmuste ruum on seega

Q={(a1,...,an) 1 a; € {v,k},i=1,...,n},

kus v = vapp ja k = kiri. Seega 3 miindiviske korral on elementaarsiindmuste ruum

Q= {(k, k k), (k k,v), (kv k), (v, k, k), (v,0,k), (v, k,v), (kv,0), (v,v, v)}

k+1
Crin:



5. Tagasipanekuga urni mudel, jarjestatud komponentidega elementaarsiindmused. Olgu urnis
M erinevat kuuli (kuulid 1,...,M). Urnist voetakse kuul, registreeritakse selle véértus
ja pannakse siis tagasi. Nii toimitakse n korda. Kui kuule on 2, on sisuliselt tegemist n
miindiviskega. Elementaarsiindmuste ruum on siis

Q:{(al,...,an):aie{l,...,M}, izl,...,n}.

Elementaarstindmused on seega n-elemendilised jarjestatud komplektid M erinevast ele-
mendist, nende arv on M".

6. Tagasipanekuga urni mudel, jérjestamata komponentidega elementaarsiindmused. Oleta-
me, et kuulide registreerimisel ei mérgita nende véljavotmise jarjekorda. Seega, kui néaiteks
voeti (jarjekorras) kuulid 1,2, 1, 5, siis registreeritakse kiill, et kuuli nr.1 voeti kaks korda,
kuuli nr. 2 ja kuuli nr 5. voeti kumbagi iiks kord, kuid kas kuulide votmise jéarjekord oli
1,2,1,5voi 1,1,2,5 voi hoopis 5,2, 1, 1, seda me teada ei saa. Sellist elementaarsiindmust
tdhistame [1, 1,2, 5] ning iilaléeldust on selge, et [1,1,2,5] = [1,2,1,5] = [5,2, 1, 1]. Uldiselt
on elementaarsiindmus [ay,...,ay], kus a; € {1,...,M}igai = 1,...,n korral. Et kom-
ponentide jarjekord pole oluline, voime kirjutada [ay,...,ay] nii, et a3 < -+ < a,. Seega
elementaarsiindmuste ruum on

Q=A{la1,...,ap] a1 <---<a, a=1,....M, i=1,...,n}.

Kui urnis on kaks kuuli ja neid voetakse vélja kolm korda, siis elementaarsiindmuste ruum
on jargmine

Q={[1,1,1],[1,1,2],[1,2,2],[2,2,2]}.

Elementaarsiindmuste arv on niiiid kordustega kombinatsioonide arv M-elemendist n kau-
pa, kombinatoorikast on teada, et nende arv on

M+n-—1
" .

C]?/[—&-n—l = (

7. Tagasipanekuta urni mudel, jérjestatud komponentidega elementaarsiindmused. Sellise mu-
deli korral urnist voetud kuuli tagasi ei panda. Iga kuuli v6ib urnist votta vaid iiks kord,
samas on registreeritud kuulide jarjekord. Siin M > n. Elementaarsiindmused on

Q:{(al,...,an):aie{l,...,M}, ap # ap, k # 1, izl,...,n}.

Elementaarsiindmused on seega variatsioonid M-st n kaupa ja nende arv on V};. Kui urnis
on 3 kuuli ja n = 2, siis

0 ={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1), (3,2)}.

8. Tagasipanekuta urni mudel, jirjestamata komponentidega elementaarsiindmused. Sellisel
juhul kuule urni tagasi ei panda, samuti ei registreerita jarjestust. Elementaarsiindmused
on

Q=A{lar,...,ap] a1 < <an, a=1,....,M;i=1,...,n}.



Elementaarsiindmused on seega kombinatsioonid M-st n kaupa ja nende arv on
M
(e
oy = (n> |

Q={[1,2],[1,3],[2,3]}.

Kui urnis on 3 kuuli ja n = 2, siis

9. Miindivise esimese vapi tulekuni. Sel juhul on elementaarsiindmusi loenduv hulk ning 2 =

{v, kv, kkv, kkkv, .. .}.

10. Juhuslikult valitud inimese pikkus meetrites. Sel juhul v6ib votta néiteks 2 = [0, 3] ning
elemetaarsiindmuste ruum on kontiinumi voimsusega.

11. Homne temperatuur. Sel juhul v6ib votta néaiteks @ = [—100, 100] ning elemetaarsiind-
muste ruum on kontiinumi voimsusega.

12. Noolevise ruutmeetri suurusele seinale. Elementaarsiindmus on punkt seinal, elementaar-
siindmuste ruumiks voib votta Q = [0, 1] x [0, 1] € R?. Hulk © on kontiinumi véimsusega.

13. Aktsiahinna kditumine jargneva kuu jooksul. Sel juhul on elementaarsiindmuseks aktsi-
ahinna voimalik trajektoor. Formaalselt funktsioonid teatud ajaléigul, naiteks [0, T, st

Q={f:00,T] - R} = ROT],

Négime, et elementaarsiindmused voivad olla viiga erinevad objektid ("vapp", arv, vektor, vekto-
rite hulk, trajektoor). Samuti voib olla viga erinev elementaarsiindmuste hulga voimsus (néidetes
1 — 8 loplik, néites 9 loenduv, niidetes 10 — 13 kontiinumi véimsusega). Tdendosusteoorias iil-
diselt elemntaarsiindmustele mingeid noudeid ei seata, elementaarsiindmused on lihtsalt mingi
hulga € elemendid.

1.2.2 Siindmused

Sageli ei huvita meid mitte katsetulemus otseselt vaid ainult mingi konkreetse siindmuse toimu-
mine (néiteks see, et aktsiahind oleks kuu aja pérast tousnud vihemalt 10% voi see, et taringu-
viskes tuleb paarisarv). Kui voimalikud katsetulemused — elementaarsiindmused — on teada, on
iga siindmus samastatav mingi elementaarsindmuste hulgaga. T6endosusteoorias vaadeldaksegi
stindmuseid hulga €2 alamhulkadena.

Naited: Naited siindmustest eelmises néites toodud elementaarsiindmuste hulgal.

1. Miindivise. Olgu Q = {vapp, kiri}. Siindmus A = { miindiviskel ei tule vapp } on iiks
kahest elementaarsiinsmusest, st A = { kiri}. Kui Q = {vapp, kiri, serva peal}, siis A =
{kiri, serva peal}.

2. Téringuvise, Q = {1,2,3,4,5,6}. Stindmus A = { téringuviskel tuleb paarisarv } =
{2,4,6}.



10.

11.

12.

. Kaardipakk peale kaartide segamist. Elementaarsiindmused on hulga {1,..., K} permu-

tatsioonid, iga kaart on samastatud numbriga, pealmine kaart on permutatsioonis esimesel
kohal. Stindmus A = { kaardipaki pealmine kaart on risti éss } on sellise permutatsioonide
hulk kus esimesel kohal on risti &ssale vastav number.

- 3 miindiviset, @ = {(k, k, k), (k, k,v), (k, v, k), (v, k, k), (0,0, k), (v, k, 0), (k, v, 0), (v, v,0)}.

Stindmus A = { vihemalt kahel korral tuli vapp } = {(v,v, k), (v, k,v), (k,v,v), (v,v,v)}.

. Tagasipanekuga urni mudel, jirjestatud komponentidega elementaarsiindmused,

Q={(a1,...,an):a; €{1,...,M}, i=1,...,n}.

Stindmus A = { teine voetud kuul on M} = {(aj,...,a,) € Q : ap = M}. Siindmus
B = {voetakse iiks kord kuul 1 ja iilejadnud korrad kuul M} = {(a;,...,a,) € Q : a; =
lLaj=M,j#i,i=1,...,n}.

. Tagasipanekuga urni mudel, jarjestamata komponentidega elementaarsiindmused.

Q=A{la,...,an) a1 < <a, a=1,....,.M, i=1,...,n}.

Stindmus A = { voetakse vihemalt kaks M-kuuli } = {[a1,...,a,] € Q:a, = an—1 = M}.
Kuidas avaldub siindmus { voetakse tdpselt kaks M-kuuli }? Kas antud elementaarsiind-
muste ruumil on voimalik defineerida siindmust { teine voetud kuul on M }? Avalda eelmises
naites vaadeldud stindmus B.

Tagasipanekuta urni mudel, jarjestatud komponentidega elementaarstindmused.
Q= {(al,...,an) ca; €{1,...,M}, ar#a,k#Il, i= 1,...,n}.

Siindmus A = { kordagi ei voeta kuuli M} = {(a1,...,a,) € Q:a; # M,i =1,...,n}.
Paneme téhele, et { voetakse vahemalt kaks korda kuul M } = () C © on ka siindmus.

. Tagasipanekuta urni mudel, jarjestamata komponentidega elementaarsiindmused.

Q=A{lar,....,ap] a1 <---<a, a=1,....M,i=1,...,n}.
Avalda stindmus A = { kordagi ei voeta kuuli M}? Kas jargmised véited on stindmused

e { teine ja kolmas kord voetakse kuul M}?
e { teine kord voetakse kuul M }?

. Miindivise esimese vapi tulekuni, Q = {v, kv, kkv, kkkv,...}. Sindmus A = { kulub vihe-

malt kolm viset } = {kkv, kkkv,...}.

Juhuslikult valitud inimese pikkus meetrites, = [0, 3]. Sindmus A = { pikkus on alla
1.70 } = [0, 1.70).

Homne temperatuur, 2 = [—100, 100]. Avalda siindmus { homme on tépselt 0 kraadi }.

Noolevise ruutmeetri suurusele seinale, = [0,1] x [0,1] € R2. Siindmus { nool lendab
tilemisse veerandisse } = [0.5,1] x [0.5,1].



13. Aktsiahinna kditumine jérgneva kuu jooksul, Q = {f : [0,7] — R}. Avaldada stindmused:

e { aktsiahind ei muutunud kordagi },

e { aktsiahind oli kuu 16pus tépselt sama mis kuu alguses}.

Seega stindmus on hulk , tdpsemalt elementaarsiindmuste hulk ehk elementaarsiindmuste ruumi
alamhulk. Tiihi hulk () on ka alamhulk, seega on ka tiihi hulk siindmus. Tiihja hulka nimetame
voimatuks siindmuseks. Koige suurem siindmus (sisalduvusseose mottes) on kogu elementaar-
siindmuste ruum 2 (koigi elementaarsiindmuste hulk). Seda nimetame kindlaks siindmuseks.
Katse jooksul voib siindmus A toimuda voi mitte toimuda. Stindmus toimub (antud katses), kui
katse tulemus w sisaldub hulgas A, st w € A.

Tehted siindmustega. Et siindmused on hulgad, saab neile rakendada ka hulgateroeetilisi
tehteid: ihend, iihisosa, tdiend jne. Jargnev definitisoon annab neile tehetele toendosusteoreetilise
interpretatsiooni.

Definitsioon 1.2.3 e Sindmuste A ja B summaks nimetatakse stindmust AU B, mis td-
hendab stindmuse A, siindmuse B voi molema toimumist.

e Siundmuste A ja B korrutiseks nimetatakse siindmust AN B, mis tdhendab nii stindmuse
A kui ka B toimumist.

e Sindmuste A ja B vaheks nimetatakse sindmust A\ B, mis tihendab sindmuse A toi-
mumist, kuid B mittetoimumist.

e Sindmuste A ja B stimmmeetriliseks vaheks nimetatakse sindmust AAB = (A\ B)U
(B\ A), mis tihendab sindmuse A ja B vahe voi B ja A vahe toimumist.

e Siindmuse A vastandsiindmuseks A (tihistatakse ka A¢) nimetatakse siindmuse A mit-
tetoimumist, A = Q \ A.

Definitsioon 1.2.4 Kui AN B = (), siis siindmusi A ja B nimetatakse teineteist vilistava-
teks. Kui Ay, Ag, ... on sellised sindmused, et A;NA; =0, iga i # j korral, siis itleme, et need
stindmused on liksteist valistavad.

Toodud definitsioonid on vaga loogilised ning igati kooskolas intuitsiooniga: elementaarsiindmu-
sed on teineteist vélistavad, iga siindmus on sinna kuuluvate elementaarsiindmuste summa. See
tahendab, et siindmus toimub, kui toimub (ainult) iiks sinna kuuluvatest elementaarsiindmustest;
stindmuste korrutis toimub kui toimub iiks neist elementaarsiindmustest, mis kuulub molemasse
stindmusesse; siindmuse vastandsiindmus toimub, kui toimub iiks neist elementaarsiindmustest,
mis ei kuulu antud stindmusesse jne.

Analoogiliselt defineeritakse enam kui kahe siindmuse summa ja korrutis. Seega, kui A1, As, ...
on siindmused, on nende korrutis N; 4; ning nende summa U; A;. Korrutise toimumine tdhendab
koikide stindmuste A; toimumist, summa tdhendab vihemalt {ihe toimumist, kehtib N; A; C U; A;.
Siinkohal on paslik meelde tuletada hulgateooriast tuttavad seosed

(UiAi)ﬂB :Ui(AiﬂB), (ﬂiAi)UB = ﬂi(AiUB)



samuti nn DeMorgani reeglid:

(UiAi) = ﬁiAi, (ﬂ,Az) = UZ/L

On selge, et iilaltoodud seosed kehtivad ka siis, kui stindmusi on mitteloenduv hulk.

1.3 Toenaosus ja toendosusruum

Intuitiivselt on selge, et siindmuse A tdenéosus on teatav A tdepéra iseloomustav arv. Tahistame
selle arvu P(A). On selge, et 0 < P(A) < 1, st tdenéosus ei saa olla negatiivne ega suurem
ithest. Samuti on loogiline eeldada, et toendosus on defineeritud igal stindmusel, kusjuures kindla
stindmuse €2 toendosus on 1 ning teineteist vélistavate siindmuste A ja B summa toendosus on
A ja B toéendosuste summa: kui AN B = (), siis P(AU B) = P(A) + P(B). Viimasest noudest
jareldub, et kui A, B,C on iiksteist vélistavad, siis P(AU B U C) = P(4) + P(B) + P(C).
Toepoolest, kui A, B,C on iiksteist vilistavad, siis on ka (A U B) ja C teineteist vilistavad,
millest saame

P(AUBUC)=P((AUB)UC) =P(AUB)+P(C) =P(4) + P(B) + P(C).

Jatkates seda arutelu saame, et analoogiline noue peab kehtima ka 1opliku hulga iiksteist valis-
tavate siindmuste korral:

kui Aq,..., A, on iiksteist vélistavad, siis P(A41 U---UA,) =P(41)+---+P(4,) (1.2)

Seega noue — kahe teineteist vélistava stindmuse summa toendosus on nende toendosuste summa —
on ekvivalentne seosega (1.2). Tihti tuleb meil leida loenduva hulga tiksteist vilistavate siindmuste
tihendi toendosust ning sellisel juhul on loomulik eeldada, et (1.2) kehtib ka loenduva hulga
iiksteist valistavate siindmuste korral:

kui Ay, Ay ... on iiksteist vélistavad, siis P( U A;) = Z P(4;). (1.3)
i=1 =1

Votame niiiid {ilaltoodud intuitiivse arutelu kokku: toendosus peaks igale siindmusele A seadma
vastavusse arvu P(A) nii, et on rahuldatud jargmised nouded (aksioomid):

1. P(A) > 0;
2. P(Q)=1;

3. kui Ay, Ay ... on iiksteist vélistavad, st A; N A; = 0 kui 7 # j, siis
P([J4) =) Py
i=1 i=1

Oletame, et meil on defineeritud toen#osus, mis rahuldab neid aksioome. Olgu A; = Q, () =
Ay = A3 = Aq = ---. Sellisel juhul on siindmused Aj, Ag... on iiksteist vilistavad (miks?),
nende iithend on 2. Kolmandast ja teisest aksioomist saame

1=P(Q) :P(GAi) :iP(Ai) —PQ)+PO)+PW) +---= 1+§:P((b).
=1 =1 =2
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Sellest jéreldub, et Y >, P(0)) = 0, millest jéreldub, et P(0)) = 0 ehk voimatu siindmuse tdenéosus
on 0. Igati loogiline, kas pole? Niilid on kerge néha, et kehtib ka (1.2): olgu Ay,..., A, iiksteist

vélistavad stindmused. Defineerime () = A, 41 = A,q9 = ---. Siis U, A; = U | A;, millest (1.3)
tottu
oo oo
P(Uly A) =P(UR 4) =) P(A) =P(A) +---P(A) + > P(B) =P(A) +---P(4,).
i=1 i=n+1

Seega (esimese kahe aksioomi olemasolul) jareldub tingimusest (1.3) tingimus (1.2), kuid vastu-
pidine tldiselt mitte.

1.3.1 Diskreetne toendosus

Loplik elementaarsiindmuste ruum

Vaatleme korraks erijuhtu, mil elementaarsiindmuste ruum on 16plik, st Q@ = {w1,...,wy}. Olgu
p: Q — [0, 1] funktsioon, mis rahuldab jargmist tingimust:

N

S ) =3 plwr) = 1.

=1

Seega p seab igale elementaarsiindmusele w; vastavusse mittenegatiivse arvu p; := p(w;), nende
arvude summa on 1. Selline funktsioon on esitatav tabelina

[ [wa | e [wn |
\pl‘m‘“' \pN‘
Funktsiooni p kaudu saab igale © alamhulgale A = {w;,,...,w;, } vastavusse seada toendosuse
P(A) jargmiselt
k k
P(A) =) pw) =Y pwi) =D pi- (1.4)
wEA j=1 j=1

On lihtne veenduda, et nii defineeritud toenfdosus rahuldab iilaltoodud kolme aksioomi. Siin
kolmanda aksioomi (1.3) voib asendada noudega (1.2) sest siindmusi on 16plik hulk. Siinkohal
pane tédhele: funktsiooni p argumendid on ainult elementaarsiindmused w; ehk hulga 2 elemendid.
Toendosuse P argumendid on aga koik siindmused ehk hulga Q alamhulgad. Antud juhul on koik
) alamhulgad stindmused ja seega P on argumendid kéik €2 alamhulgad. Formaalselt siis

p: Qi [0,1], kuid P : 2% — [0, 1].

Muidugi on ka elementaarsiindmus (iithepunktiline) alamhulk ja nii on elementaarsiindmustel p
ja P vordsed: p(w;) = P({w;}) igai =1,..., N korral. Samas méérab funktsioon p seose (1.13)
kaudu iiheselt kujutise P: teades elementaarsiindmuste toendosusi, teame ka teiste stindmuste
toendosusi. Nii 6eldaksegi, et P on antud funktsiooniga p (voi sellele vastava tabelina). Juhul kui
elementaarsiindmuste ruum on fikseeritud, on P iiksiiheses vastavuses vektoriga (p1,...,pn).
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Klassikaline toendosus. Tihti on loomulik eeldada, et elementaarsiindmused on vordtoenéo-
lised. Sellisel juhul on p; = %, tabel

o [ | [
EIEIEAE]

Seosest (1.13) saame niilid, et iga stindmuse A C  korrral

_ Al

=5

kus |A| on hulga A voimsus (elementide arv). Seega vortdenéoliste elementaarsiindmuste korral
on siindmuse toendosus vordne temasse kuuluvate elementaarsiimndmuste proportsiooniga.
Niiteid: (ausa) miindi vise, taringuvise, urnist vélja voetud kuul jne. Vordsed elementaarsiindmu-
sed vastavad enamasti "igapdevasele"ettekujutusele juhuslikkusest. Seetottu nimetatakse seda ka
klassikaliseks toendosuseks. Néiteks kui urnis on viis valget, kolm punast ja kaks musta kuu-
li, siis lauses "toendosus, et juhuslikult valitud kuul on punane, on %"peetakse vaikimisi silmas
just vordtoendolisis elementaarsiindmusi. Matemaatiliselt pole iilaltoodud lause korrektne, sest
juhuslikkus ei tdhenda ilmtingimata vordtoenéolisi elementaartsiindmusi. Naiteks voib kuulide
votja ignoreerida musti kuule ja votta urnist vordse toendosusega koiki teisi varve. Ka sellisel
juhul valitakse kuule juhuslikult, kuid toen&osus, et juhuslikult valitud kuul on punane, on niitid
%". Kui urnist voetakse vaid punaseid kuule, on kuulide valik ikkagi juhuslik, kuid meid huvitava
siindmuse téendosus on niitid 1. Enamus toendosusega seotud paradokse (ka sissejuhatuses mai-
nitud Bertrandi paradoks) tuleneb méiste "juhuslikkus"mitmeti voi véériti interpretatsioonist.
Paradoksaalsus kaob, kui on konkreetselt defineeritud P.

P(A)

Ulaltoodule vaatamata, on klassikaline tdensosus praktikas sagesasti ette tulev olukord. Tihti
seoses urni mudelitega. Vaatleme tagasipanekuta urni mudelit. Teame, et jarjestatud komponen-
tidega elementaarsiindmuste korral on M kuulist n valituks V}; voimalust. Tihti on loomulik
eeldada, et koik need voimalised on vordtoendolised. See on klassikalise tGendosuse juht, iga
elementaarsiindmuse (ay, ... ,a,) téeniosus on (V%)=L Sellisel juhul on vérdtdeniolised ka jir-
jestamata komponentidega elementaarsiindmused, sest igale elementaarsiindmusele [ay, ..., a,],
kus a1 < -+ < a, vastab tépselt n! jarjestatud komponentidega elementaarsiindmust. Seega iga
elementaarsiindmuse [a1, ..., ay] toendosus on n!(Viy)~! = (C%,) 1.

Oletame niiiid, et urnis olevast M kuulist on M7 kuuli mustad ja Ms kuuli valged, M+ Mo = M.
Vaatleme siindmust { véljavoetud n kuulist esimesed n; on mustad jargmised no valged }
(n1 4+ ng = n). See siindmus eeldab jirjestust, seetottu tuleb meil vaadelda jarjestatud elemen-
taarsiindmusi. Esimese nq musta kuuli valikuks on Vﬁll voimalust, viimase no kuuli valikuks VJ\TZ
voimalust, kokku on vaadeldavas stindmuses V]\le V]sz (jérjestatud) elementaarsiindmust. Tépselt
sama palju elementaarsiindmusi on siindmuses { esimesed 71y kuuli on valged ja viimased n; kuuli
mustad } voi siindmuses { esimene kuul on must, teine valge, kolmas kuni n; + 1-me must ja
tilejadinud ng — 1 valged }. Seega stindmuses { vilja voetud n kuulist n; on mustad ja ne valged
(jérjestus pole oluline) } on

n! .

My " Mo

n1!n2!

jarjestatud elementaarsiindmust, sest #7'12, voimalike mustade ja valgete kuulide paigutuste arv.
Viimases stindmuses pole jarjestus oluline, seega voime vaadelda ka jarjestamata elementaar-
stindmusi. Sellisel juhul kuuluvad siindmusesse need kombinatsioonid M kuulist n-kaupa, kus on
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n1 musta ja no valget kuuli. Mustade kuulide valikuks on C’}{L/}1 kombinatsiooni, valgete kuulide
valikuks C']T\Z/f2 kombinatsiooni, kokku on kombinatsioone C}\l/}l C}\%.

Saadud valemeid on kerge iildistada rohkem kui kahele vérvile. Téepoolest, olgu M kuulist M;
iihte varvi, My teist varvi, M3 kolmandat varvi jne, kokku olgu k varvi: My + --- 4+ My = M.
Vaateleme stindmust { viilja voetud n kuulist esimesed n; on esimest véarvi, jargmised ng jargmist
vérvi jne (nq +---+ny =n) }. Sellises siindmuses on Vyj! --- Vb (jérjestatud) elementaarsiind-

must. Stindmuses { vélja voetud n kuulist n; on i-ndat vérvi ,i =1,...,k} on seega
nl VL Ly (1.5)
77,1! cee nk' My My .

jarjestatud ning
le---C;L/}“k (1.6)

jarjestamata elementaarsiindmust.

Vaatleme niiiid jéllegi olukorda, kus urnis on A musta ja B valget kuuli (A + B = M). Neist n
kuuli vélja votmine on otsekui kuulide jagamine kahte riithma: véljavoetud kuulid ja {ilejadnud.
Jagame niitid kuule [ rithma nii, et igas rithmas oleks m; (i = 1,...,1) kuuli. See t&dhendab,
et koigepealt votame m; kuuli ja paneme need korvale, seejarel mo kuuli, paneme need kuskile
mujale jne (my +---+my; = M). Vaatleme siindmust { esimesest vélja voetud m; kuulist a; esi-
mest on mustad, iilejadnud m; — a; valged, teisest viljavoetud mg kuulist ag esimest on mustad,
tilejadanud mgy — ag valged, jne}. Sisuliselt tdhendab see M kuuli koivoimalikke selliseid jérjestusi,
kus mustade ja valgete positsioon on teada. Selliseid jarjestusi on A!B!. Vaatleme niiiid siindmust
{esimese m; kuuli seas on a; musta (jarjekord pole oluline), teise mg kuuli seas on ay musta
jne}. Esimese a; musta kuuli paigutuseks m; kuuli raames on Cyl voimalust, teise az musta
kuuli paigutuseks mso kuuli raames on Cj2, voimalust jne. Seega on vaadeldavas siindmuses

mq! my!

co...C% AIB! = AlB! 1.7
mi m all(ml — al)! al!(ml — al)! ( )
jarjestatud elementaarsiindmust (a1, ..., ayr). Jarjestamata komponentidega elementaarsiindmu-
sed antud juhul on M kuuli jagamiste arv [ rithma suurustaga ms, ..., my, jarjestusi arvestamata.
Selliseid paigutusi on
M!
ml! : ml‘

tiikki. Vaadeldavasse siindmusesse kuuluvad jarjestamata komponentidega elementaarsiindmused
on sellised kuulide paigutused, et esimesse rithma kuulub a; musta, teise a2 musta jne. Mustade
kuulide paigutusi [ rithma on a1!f~l~¥az!’ valgete paigutusi (m1—a1)!€!~(mz—az)!’ kokku on stindmusesse
kuuluvaid (jérjestamata) elementaarsiindmusi

Al B!
a1!~--al! (m1 — al)! (ml —CLl)!'

(1.8)

Niilid voime lahendada klassikalisi toenaosusiilesandeid.
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Naiited (klassikaline toen#dosus):
1. Leida toenéosus, et peale kaardipaki (52) segamist on pealmine kaart:

a) risti dss;
b) éss.

Elementaarsiindmused on permutatsioonid 52-st elemendist.
a) Stindmusesse kuuluvad need permutatsioonid, kus esimene kaart on risti éss (fikseeritud).
Neid on 1 - 51! tiikki. Stindmuse tGenéosus seega

5111
521 52
Voib arutleda ka nii. Olgu A; on siindmus, et esimene kaart on . Siindmused A; on voed-
toeniiolised ja iiksteist vilistavad, kehtib Q = U2, A;. Seega P(4;) = %
4 1

b) Toendosus on =5 = 3.

2. Urnis on 6 valget ja 5 musta kuuli. Voetakse vilja 3 kuuli. Leida toendosus, et

a) Vilja voetud kuulid on jirjekorras: must, valge, must;

b) vilja voetud kuulide seas on kaks musta ja iiks valge.

a) Esimese toendosuse leidmiseks tuleb kasutada jérjestatud elementaarsiindmusi. Neid on
kokku V3 = 11-10-9 = 990. Vaadeldavasse siindmusesse kuuluvad elementaarsiindmused
on need variatsioonid, kus esimene on must, teine valge ja kolmas must. Neid on ‘/52\/'61 =
5-4-6 = 120. Seega otsitav toenéosus on

1204
990 33’

b) Teise tondosuse leidmiseks voime kasutada nii jarjestatud kui ka jarjestamata kompo-
nentidega elementaarsiindmusi. Jarjestatud elementaarsiindmuste korral on siindmusesse

kuuluvaid elementaarsiindmusi (valem (1.5)) C3 - 120 = 360 otsitav tdenfiosus on seega
360 _ 4

990 — 11°
Jirjestamata komponentidega elementaarsiindmuste korral on nende koguarv C3;, siind-

musesse kuuluvate elementaarsiindmuste arv (valem (1.5)) on CC2. Seega tdeniiosus on

CgC: 4

cy 1

3. Ulaltoodud iilesanne b) on erijuht iildisest iilesandest: olgu M kuulist M iihte virvi, Mo
teist varvi, M3 kolmandat varvi jne, kokku olgu k varvi: My 4+ --- + My = M. Leida
toendosus, et vélja voetud n kuulist n; on esimest véarvi, ng teist varvi jne (n1+- - -+ng = n).
Jarjestatud elementaarsiindmuste korral on see toendosus (valem (1.5))

My! My, M;y! M,

n! VM1 VMk _ n! (M1—n1)! (Mg—ng)! _ (M1—mn1)ng! (Mg —ng)'ng!
1oeony) n O M! - M!
ni: ng: VM ni: ng: M —n)! —n)!
ni oL, Ok ni oL 0"k
_ CMII CMk _ CMI CMk
- n - ni+-tng
CM CMH—---Mk
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Jarjestamata elementaarsiindmuste korral on see téenéosus sama (valem (1.6)):

mni M mni M
CMchk _ CMchk

n - ni+-4ng -
CM CM1+"‘Mk

(1.9)

. Viieliikmeline komisjon valitakse juhuslikult 6 mehe ja 9 naise seast. Leida toendosus, et
komisjoni satub 3 meest ja 2 naist. Vastavalt valemile (1.9) on see tGenéosus

C3C3 240

Cps 1001

. Leida toenéosus, et bridzikéies on:

a) 10 artut, 2 ristit ja 1 ruutu,
b) tépselt 10 artut;
c) véhemalt 10 &rtut;
d) 10 tihest mastist kaarti, iilejidnud teistest mastidest;
e) teine kaart risti dss;
f) risti &ss;
a) Valem (1.9):
Ci§CT5C13CTs

s

b) Valem (1.9):
Ci5C5

Cs3

¢) Stindmus A = { kies on vahemalt 10 drtut } avaldub summana A = AjgUA11UA12UA;3,

kus A; on siindmus, et kiies on tépselt i drtut. Need siindmused on iiksteist vélistavad,
mistottu

13 13 i, 13—
PQD:EZPMQ:E:J%%—.
i=10 i=10 52

d) Siindmus A = { kéles on 10 {ihest mastist kaarti, tilejadnud tesitest mastidest } avaldub
summana A = A; U Ay U A3 U Ay, kus A; on siindmus, et kiies on tdpselt 10 drtut, As on
siindmus, et kdes on tépselt 10 pada, A3 on siindmus, et kdes on tépselt 10 ruutut ja Ay
on siindmus, et kdes on tapselt 10 ristit. Need siindmused on iiksteist vélistavad, mistottu

103

013 C(39
13
C’52

P(A) = P(Ay) + P(Ay) + P(A3) + P(Ay) = 4

e) Siin tuleb kasutada jérjestatud elementaarsiindmusi. Esimese kaardi valikuks on 51 vo6i-
malust, teise kaardi valikuks 1, 3.-nda kaardi valikuks 50 jne. Viimase, 13.-nda kaardi
valikuks on 40 voimalust. Kokku on Vi}? voimalust. Otsitav tdenfiosus on seega

Vg 51---40
VS 52---40 52
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f) Valem (1.9): o
CiCst _ 1 pogg _ 13

137 521 T 59°
Csy 131391 52
Teine voimalus: sindmus A = { kées on risti dss } avaldub summana:
13
A= Ui:1 Az‘,

kus A; on slindmus, et risti ass tuleb i-nda kaardina. Stindmused on teineteist vélistavad
ja vordse toendosusega 5. Seega P(A) = S P(A) = 3

. Leida toenéosus, et pokkerikdes (5 kaarti 52-st) on:

a) kolm &ssa ja kaks tiheksat;
b) maja (2+3);
c) 2,3,4,5,6 kuid mitte iihest mastist;
d) rida;
e) mastirida;
f) mast (viis kaarti ithest mastist kuid mitte mastirida)
a) valem (1.9):
CiCiCh _ 64 _ 24 100000,
C% Co  Ch
b) Majas on 13 voimalust paariks ja antud paari korral 12 voimalust kolmikuks. Iga paa-
ri+kolmiku saamise toendosus on meil teada, seega maja saamise toendosus on

24
13-12 -~ ~ 0.0014.
C152

c¢) Leiame koigepealt need kombinatsioonid, kus on 2,3,4,5,6 soltumata mastist. Neid on
45 (formaalselt C}C}C{CLCICY,) neist 4 kombinatsiooni on kaardid iihest mastist. Seega
otsitav toendosus (valem (1.9)) on
(4° —4)

C
d) Viikseim rida on A2.345, suurim 10,P,E,K, A. Kokku on 10 voimalust. Seega rea
toendosus on

(4°-4)

s
e) Mastiridu &rtu mastist on 10. Mastiridu kokku seega 4 - 10 = 40. Mastirea saamise
toenaosus

~ 0.00039.

10 ~ 0.0039.

40

—= ~ 0.000015.

&>
f) Nende kombinatsioonide arv, kus koéik viis kaarti on drtud (olenemata nende viartustest)
on C?5 neist 10 kombinatsiooni vastab mastireale. Seega kombinatsioone, et 5 kaarti on
artud, kuid mitte mastirida on 0153 — 10. Masti, kuid mitte mastirea saamise toenéosus on
seeega

4(C75 —10)  4(1287 — 10)
= ~ 0.0019.
C2, 2598960
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7. Olgu urnis on A musta ja B valget kuuli, A + B = M. Need kuulid jagati [ rithma nii, et
i-ndas rithmas on m; kuuli. Leida toenéosus, et i-ndas rithmas on tépselt a; musta kuuli.
Vaatleme jérjestatud komponentidega elementaarsiindmusi. Siindmusesse kuulub (valem

(1.7))
m1! ml!

Cl .. Ca AIB! = AlB!

a1!(m1 —al)! al!(ml—al)!
elementaarsiindmustt. Kokku on elementaarsiindmusi M!. Tdenédosus seega
Chly - Gt AlB! &R @
| o A
M! Cy

(1.10)

Tépselt sama toendosuse saame kui vaatleme jarjestamata elementaarsiindmusi (valem
(1.8). Paneme téahele, et valemid (1.9) ja (1.10) on vdga sarnased. Toepoolest, valemini
(1.10) jouame ka jargmiselt arutledes: varvime M kuuli [ vérvi: esimesed m; kuuli tihte
varvi, jargmised meo kuuli teist varvi jne. Votame juhuslikult A kuuli. TGenéosus, et neist
A kuulist a; on i-ndat varvi, on valemi (1.9) kohaselt (1.10). Kuid see on just see tdendosus,
mida otsime.

8. 52 kaarti jagati vilja 4 méngija vahel. Leida toendosus, et

a) Esimene méngija saab 4 drtut ja tema partner saab iilejdédnud drtud;
b) iihel méngijal on neli drtut, teistel 3;
c) iiks méngija saab 13 &rtut;
d) iga méingija saab iihe &ssa.
a) Artusi on 13, iilejidsinud kaarte 39. Vastavalt valemile (1.10) on otsitav toendosus:
ClsCl3CT5CYs
cg
b) Toendosus, et esimesel méngijal on 4 ja teistel 3 artut on
CisCT3CT5CYs
Css
otsitav toendosus on
CisCP5CT5CTs
Css
c¢) Toendosus, et esimene méangija saab 13 &rtut on

Cl3CHC1C 1

4

13 137
C52 52

otsitav toendosus on seega
4

a’
d) Vastavalt valemile (1.10) on see téenédosus

ClOIClCly _ 13!

4 e
C’52 C152
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9. 20 noormeest ja 20 neidu jagati juhuslikult 20-ks paariks. Leida t6endosus:

a) esimesed 10 paari on poisid ja iilejddnud 10 paari tiidrukud;
b) iikski paar pole segapaar

c) segapaare on tapselt 2i, i = 1,...,10.
a) Siin 40 inimest jagati 20-ks paariks. Vastavalt valemile (1.10) saame, et toendosus on

(CprOEH° 1
Ch R

b) Véimalusi poiste ja tiiddrukute tubade paigutuseks on 0218 (alates 10 poiste tuba ja siis
10 tiidrukute tuba, lopetades 10 tiidrukute tuba ja siis 10 poiste tuba). Iga sellise paigutuse

L. Otsitav tdendosus on seega

korral on toendosus —x5.
C140

Cy (201
C2y  (101)240!

¢) kodus.

Vaatleme korraks ka tagasipanekuga urni mudelit. Olgu urnis jélle M kuuli. Teame, et n kuuli
tagasipanekuga véljavotmise korral on M™ jarjestatud voimalust. Tihti on loomulik eeldada, et
need voimalused on vordtdenéolised (urnist voetakse "pimesi"kuul pannakse tagasi, voetakse uus
jne). Ent (erinevalt tagasipanekuta mudelist) sellisel juhul pole enam vordtoendolised jérjesta-
mata komponentidega elementaarsiindmused: toepoolest, néiteks elementaarsiindmisele [1,. .., 1]
vastab vaid iiks jérjestatud komponentidega elementaarsiindmus, kuid néiteks elementaarsiind-
musele [1,...,1,2] vastab n jarjestatud komponentidega elementaarsiindmust (millised?). Vaata
ka néide 4 allpool.

Olgu urnis jallegi k erinevat varvi kuuli (vastavalt My, ..., My, My + --- + My = M). Vaatle-
me siindmust: {n viljavoetud kuulist esimesed n; on 1-st vérvi, jirgmised ng teist varvi jne }.
Selles stindmuses on M7 --- M,™ (jérjestatud komponentidega) elementaarsiindmust. Nende k
varvi paigutuseks valjavoetud n kuuli seas on m'nilnk' paigutust, seega stindmuses {n viljavoetud
kuulist 71 on 1-st vérvi, ng teist varvi jne } on

n! n n
n1!---nk!M11'”Mkk (L.11)
(jarjestatud komponentidega) elementaarsiindmust. Mitu (jarjestatud komponentidega) elemen-
taarsiindmust on stindmuses [a; < ag < --- < a,]? Olgu erinevate a;-de (erinevate véljavoetud
kuulide) arv k ning véljavoetud kuulide numbrid ji, ..., ji. Olgu j;-nda véljavoetud kuuli kordus-
te arv n; (n1 +---+ng, = n). Naiteks [2,2,5,7,7,10] korral k =4, j1 = 2,52 = 5,j3 = 7, js = 10,
ny =2,ne = 1,n3 =2,n4 = 1. Stindmus [a; < ag < --- < a,] on seega jargmine: { vilja voetakse
ny korda kuuli j;, ng korda kuuli jo, ..., ng korda kuuli j; }. Vaadeldes iga kuuli omaette virvina,
saame valemist (1.11), et sellises siindmuses on

n!

kuuli.
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Naiited (klassikaline toen#dosus):

1. Olgu urnis jallegi k erinevat véarvi kuuli (vastavalt My, ..., My, My +---+ M = M). Taga-
sipanekuga voetakse vilja n kuuli. Toendosus, et i-ndat varvi kuuli voetakse vélja tapselt
n; korda (n; + -+ 4+ ng = n, jarjekord pole oluline) on leitav nn multinomiaaljaotuse
valemiga

n! M- MR n! <M1)n1 (%)m
i .

7 iy (1.12)

ni!---ng! M™ ong!eong
2. Ruumis on n inimest. Ignoreerides liigaastaid leida toenéosus, et:
a) nj inimest on siindinud jaanuaris, no inimest méartsis ja ng inimest novembris, nj +ng +
ng = n;
b) jaanuaris on siindinud tépselt n; inimest;
c) kahel inimesel ei ole samal péeval siinnipéev.

Siin kuulidena voib vaadelda aastas olevaid péevi, kuule on kokku seega 365. Neist 31 on
jaanuari paevad, 28 veebruari paevad jne. seega vastavad toendosused:

a)

n' 31 ni 31 no 30 no
ol (3650 (365) (3g5) -
b)
31 \ny,334 . n_n
ny( Y- 1YY+ 1
n (365) (365) ’

c¢) Esimese kuuli (stinnipdeva) valikuks on 365 voimalust, parast selle fikseerimist on teise
kuuli (siinnipdeva) valikuks on 364 valikut jne. Nii on kokku Vs valikut ning otsitav
toendosus seega
Vigs  365-364---(364 —n+1)
(365)" (365)"
Selgub, et kui n > 23, siis see toendosus on viiksem kui 0.5. Kui n = 50, on see toenédosus
ligikaudu 0.97.

3. Eeldades, et poiste ja tliidrukute siindimise toendosus on vordne, leida toendosus, et kuuest
stindinud lapsest:
a) kaks last on poisid ja iilejadnud tiidrukud,;
b) vihemalt neli last on tiiddrukud.

a)

1 15 15

Iy2,1\4
2
06(2) (2) 56 = gp = 0234375
b)
e 15+6+1 22
2 1 0
(C6+C6+C6)(2) 61 o1 = 0-34375
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4. Olgu urnis 4 kuuli, tagasipanekuga voetakse neist 3. Eeldades, et jarjestatud komponen-

tidega elementaarsiindmused on vordtoenéolised, leida jarjestamata komponentidega ele-
mentaarsiindmuste toendosused.
Teame, et kordustega kombinatsioone neljast kolme kaupa on C%,5_; = 20. Samuti tea-
me, et igale kordustega kombinatsioonile, milles korduste arvud on ni, ny ja ng vastab
m%;'ns' jarjestatud komponentidega elementaarsiindmust. Iga sellise (jarjestatud kompo-
nentidega) elementaarsiindmuse toenéosus on 4%, = 6%1
elementaarsiindmuste toendosused on

seega jarjestamata komponentidega

1,1,1] | [1,1,2] | [1,1,3] | [1,1,4] | [1,2,2] | [1,2,3] | [1,2,4] | [1,3,3]

€ 3 3 3 3 6 6 3
64 64 64 64 64 64 64 64

[1,3,4]

B

4
2,2,2] | [2,2,3] | [2,2,4] | [2,3,3] | [2,3,4] | [2,4,4] | [3,3,3] | [3,3,4] | [3,4,4] | [4,4,4]
3 3 3 3 :

64 64 64

64 64

[=2]

4

=]

4 64 64 64 64

Loenduv elementaarsiindmuste ruum

Olgu Q loenduv hulk, st Q = {w;,ws, ...} ning p: Q — [0, 1] funktsioon, mis rahuldab jargmist

tingimust:
oo
> opw) = plwi) = 1.
w i=1

Jéllegi seab p igale elementaarsiindmusele w; vastavusse mittenegatiivse arvu p; := p(w;), nende
arvude summa on 1. Tabel on niiiid

i wn [ws |- |

o1 p2 o3| |
Funktsiooni p kaudu saab igale 2 alamhulgale A = {w;,,wj,,...,w;, }, kus k < oo vastavusse
seada toendosuse P(A) jargmiselt
k k
P(A) =) pw)=> pwy) =Y i (1.13)
weA j=1 j=1
On lihtne néha, et nii defineeritud toendosus rahuldab iilaltoodud kolm aksioomi. Esimesed
kaks aksioomi on ilmsed. Veendume, et kehtib ka kolmas. Olgu Aj, Ao, ... liksteist vilistavad
stindmused,

Aj:{wll(])?7w2k](])}7 k]SOO, j:1,27

Et siindmused A; on iiksteist vélistavad, siis iga elementaarsiindmus w kuulub koige rohkem iihte
stindmusesse A;. Teisisonu, indeksite hulgad

{1y, - st b L@y - s Tka2) o - - -

on koik erinevad. Olgu {i1,i2...,it} (k < co) nende hulkade iihendi selline iimberjérjestus, et
i1 < iy < ....Seega
UjAj = {wil,wiQ, c ,wik}.
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Vastavalt P definitsioonile,

k; 0o oo kj
P(4)) = Z P(Wiyg;)); ZP = Z Zp Wi;)):
=1 = j=11=1
Viimane (kahekordne) summa on saadud liidetavate p(w;, ), p(wi,), ... teatavas jarjekorras liit-

misel. Analiitisist on teada, et positiivsete liikkmetega rea summa ei soltu liidetavate jarjekorrast,

seega
oo kj k

ZP(AJ') = Zzp(wiz(]‘)) = Zp(wiz) = P(UjAj)‘

j=1 j=11=1 1=1

Kokkuvotteks: Kui €2 on tilimalt loenduv (st 16plik voi loenduv), on iga alamhulk A C Q stindmus.
Sellisel juhul tdendosus P esitub alati kujul P(A) = > .4 p(w), kus p : 2+ [0, 1] on funktsioon,
mis rahuldab tingimust ) o p(w) = 1. Téepoolest, iilaltoodust teame, et p defineerib alati
(kolme aksioomi rahuldava) toendosuse P, teisest kiiljest aga iga (kolme aksioomi rahuldava)
toendosuse P korral saab funktsiooni p defineerida seosega p(w) = P({w}). Jarelikult on iga
toendosus P iiheselt méadratud tema vdartustega elementaarsiindmustel (st teades P({w}) iga
w € Q korral, teame ka P(A) iga A C Q korral) ning esitatav tiheselt tabelina. Sellist toendosust
P nimetatakse ka diskreetseks toenidosuseks. Kui 2 on 16plik, leidub selline toendosus, et
koik elementaarsiindmused on vordtoenéolised: klassikaline téenéosus. Kui €2 on loenduv, pole
sellist toendosust olemas (miks?).

1.3.2 Geomeetriline toendosus

Olgu  C R*, k = 1,2,3 st elementaarsiindmuste ruum on 1, 2 v6i 3-dimensionaalse euklei-
dilise ruumi alamhulk. Niiteks 16ik [a,b], ristkiilik [0, 1] x [0,2] voi kera raadiusega r. Sellisel
juhul on (enamasti) elementaarsiindmusi 16pmatu palju ning klassikalist toenédosust defineerida
ei saa. Kiill aga saab defineerida toendosuse, millel on klassikalise toendosusega oluline tihisjoon:
sama "suurusega'siindmuste toendosus on sama. Toepoolest, klassikalise toendosuse korral on
iga siindmuse tdenéosus vordeline tema elementide arvuga (suurus=voimsus) soltumata sellest,
millised on sinna kuuluvad elementaarsiindmused. Kui Q C R¥, on ka siindmused hulga R* alam-
hulgad ning enamasti on neis lopmata palju elemente. Seega hulga "suurust"ei saa enam moota
tema elementide arvuga, kiill aga voib seda tihti moota pikkuse (k = 1), pindala (k = 2) voi
ruumalaga (k = 3). Seega, klassikalise toendosuse analoog peaks olema toendosus, mis rahuldab
jargmist tingimust: siindmuse toenéosus peab (soltuvalt k vadrtusest) olema vordeline tema pik-
kuse, pindala voi ruumalaga, soltumata seejuures tema kujust, asukohast vms. Sellist tGendosust
nimetatakse geomeetriliseks toendosuseks. Tahistame hulga A pikkust, pindala voi ruumala
¢(A). Muidugi peab geomeetrilise tdendosuse korral olema 16pliku pikkuse, pindala voi ruumala-
ga ka hulk Q (niiteks Q ei saa olla R¥) ning siindmuse A geomeetriline tdeniiosus leitakse siis
valemiga

((4)

P(A) = —.

(4) Q)
Geomeetrilist toendosust kasutatakse iilesannetes, mida voib taandada iilesandele punkti juhus-
liku sattumise kohta ruumi loplikku piirkonda. Paneme veel téhele: et punkti pikkus, pindala voi

ruumala on 0, saame, et geomeetrilise toendosuse korral on iga elementaarsiindmuse toendosus 0.
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Niited (geomeetriline toendosus):

1. Egiptuse liinibuss saabub peatusesse juhuslikult ajavahemikus 8:00 kuni 20.00. Turist hak-
kab bussi ootama kell 12:00 ning ootab maksimaalselt poolteist tundi. Leida toenéosus, et
ta saab bussi peale.

Geomeetrilise toenédosuse korral ei ole oluline see, mis kell turist bussi ootama hakkas vaid
see, kaua ta vastu peab. Antud juhul poolteist tundi. Otsitav tGenédosus on siis

90 1

12.60 &

2. Kaks isikut leppisid kokku kohtuda teatud kohas ajavahemiku T jooksul. Leida toen&osus,
et kohtumine toimub, kui isikute saabumishetked on s6ltumatud ja esimesena saabuja ei
oota kauem kui ¢.

Téhistame tihe isiku saabumishetke tdhega x ja teise saabumishetke tdhega 1. Elementaar-
stindmuste ruum on niiiid = [0, 7] x [0, T']. Et kohtumine toimuks, on tarvis, et |[z—y| < ¢.
Seega meid huvitav siindmus on

A={(z,y) € [0, T] x [0,T]: |z —y| <t}

Geomeetriline toendosus on seega

3. Ringjoonele visatakse juhuslikult ja teineteist soltimatult kaks punkti. Leida toenédosus, et
nende vahele tommatud kool on pikem kui ringjoone sisse joonistatud vordkiilgse kolmnurga
kiilje pikkus.

Olgu = esimese punkti asukoht. Joonistame ringi vordkiilgse kolmnurga tipuga punktis x.

Stindmus toimub, kui teine punkt satub ringjoone sellesse ossa, mis jadb kahe vastastipu

vahele. Selle 16igu pikkus on % kogu ringjoone pikkusest. Otsitav toenédosus seega %
Négime, et diskreetse (sh klassikalise) toendosuse korral olid kéik €2 alamhulgad siindused. Kas
sama kehtib ka geomeetrilise tdeniosuse korral? Teisisonu, kas igale R¥ alamhulgale saab vasta-
vusse seada pikkuse, pindala voi ruumala? Vastamaks sellele kiisimusele, peame enesele selgeks
tegema, mida me nende mootude (pikkuse, pindala, ruumala) all tapselt silmas peame. Vaatleme
korraks pikkust (k = 1). On selge, et pikkus on alati mittenegatiivne ja 16igu [a, b] pikkus peab
olema b — a. Seega iihikloigu [0, 1] pikkus on 1. Samuti on selge, et kahe l6ikumatu hulga (néi-
teks 16igu) ithendi pikkus peab olema pikkuste summa. Siit saame, et 16pliku hulga l6ikumatute
hulkade iihendi pikkus peab olema iihendisse kuuluvate pikkuste summa. Et geomeetriline toe-
ndosus rahuldaks toendosuse kolmandat aksioomi, peab see tingimus kehtima ka loenduva hulga
loikumatute hulkade korral. Seda omadust nimetatakse loenduvaks aditiivsuseks. Samuti on selge,
et hulga pikkus ei tohi soltuda tema asukohast. Néiteks iga = korral on 16gu [a + z, b+ ] pikkus
b — a. Teisisonu, hulga nihutamine reaalteljel paremale voi vasakule ei tohi muuta tema pikkust.
Seda omadust nimetatakse invariantsuseks nihke suhtes. Votame niitid iilaléeldu kokku. Pikkus
peab rahuldama jargmisi noudeid:

1. pikkus on mittenegatiivne;
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2. pikkus on loenduvalt aditiivne;
3. ihikloigu pikkus on 1;
4. pikkus on invariantne nihke suhtes.

Kas sellist pikkust saab defineerida reaaltelje koikidel alamhulkadel? Selle kiisimuse piistitas
prantsuse matemaatik H. Lebesgue oma doktoritoos aastal 1902. Vastus on eitav. Selgub, et
16igu [0,1] saab lahutada loenduvaks arvuks loikumatuteks alamhulkadeks Aj, Ag, As, ... (st
AinA; =0, kui i # j ja U;A; = [0,1]) nii, et kehtib jirgmine omadus. Iga hulka A; saab
nihutada nii, et peale nihutamist on need hulgad ikka loikumatud, kuid nende iihend on niiiid
hoopis hulk [0, 2]. Teisisonu, leiduvad hulgad By, Be, Bs, ... nii, et B; on saadud A; nihutamisel,
B;NBj =0, kui i # j, kuid U; B; = [0,2] (vt TNT2, ptk 2.8). Oletame niiiid, et nendel hulkadel
A; defineeritud pikkus ¢(A;). Siis aga kehtiks

1= ié(Ai) - iE(Bi) =2 17
i=1 =1

Esimene ja viimane vordus tulenevad pikkuse loenduvast aditiivsusest, keskmine tuleneb as-
jaolust, et hulk B; on saadud hulgast A; nihutamise libi, millest ¢(A;) = ¢(B;) iga i korral.
Viljapéads sellisest paradoksaalsest olukorrast on leppimine tosiasjaga, et hulkadel A; (voi vihe-
malt osal neist) pole pikkust.

Pindalalt ja ruumalalt ootame pohimétteliselt sama, mis pikkuseltki: mittenegatiivsus, loenduv
aditiivsus, tthikkuubi m6ot peab olema 1. Lisaks nihkele ootame invariantsust ka pooramiste ja
peegeldamiste suhtes. Nimetame teheid, mille suhtes vaadeldav moot peab olema invariantne
liigutamisteks. Kui iiks hulk on saadud teise liigutamisel, nimetatakse neid ka kongruentseteks.
Selgub, et tlalnimetatud paradoks kehtib ka juhul kui & > 1.

Teoreem 1.3.1 (Banach, Tarski, 1924) Olgu A, B kaks suvalist mittetihja sisemusega ruumsi
R¥ alamhulka (k = 1,2,...). Leidub hulga A loenduv lahutus A = U;A;, A; N Aj =0 (i # j) ja
hulga B loenduv lahutus B = U;B;, B; N\ B; = 0 (i # j) nii, et A; ja B; on kongruentsed iga i
korral.

Seega pole voimalik defineerida liigutamis-invariantset mootu (pindala, ruumala jne) ruumi R¥
koikide alamhulkade hulgal. Lisame veel, et kui &k > 2, saab loenduva lahutuse asendada loplikuga.

Teoreem 1.3.2 (Banach, Tarski, 1924; Banach-Tarski paradoks) Olgu k > 3 ja olgu
A, B C RF mittetiihja sisemusega tokestatud hulgad. Siis leidub Hulga A loplik lahutus A =
AjU---UA, A;NA; =0 ja hulga B loplik lahutus B = By U---UBy,, BN B; =0 (i # j) ni,
et A; ja B; on kongruentsed iga i korral.

Banach-Tarski paradoks kehtib juba ruumis R3. Seega on voimalik lahutada kera raadiusega 1
(hernes) 16plikuks arvuks tiikkideks nii, et neist saab kokku kera raadiusega 103°°° (maakera).

Nigime, et mitte koikidel ruumi R¥ alamhulkadel pole pikkust, pindala véi ruumala. Selgub aga,
et on lai klass hulga R* alamhulki, nn Boreli hulgad, millistel on pikkus, pindala voi ruumala
olemas. Jarelikult geomeetrilise toendosuse korral saame téenédosust arvutada vaid Boreli hul-
kadel ehk geomeetrilise toensiosuse korral ainult Boreli hulgad on siindmused. Onneks on Boreli
hulkade klass nii suur, et sinna kuuluvad koik "igapéevases elus"ette tulevad hulgad.
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1.3.3 o-algebra

Teame, et iga siindmus on {2 alamhulk. Geomeetrilise tGendosuse juures nédgime aga, et mitte alati
ei ole koik € alamhulgad stindmused. Kiill aga peaks siindmuste {ilimalt loenduv iithend olema
stindmus, siindmuste tilimalt loenduv iihisosa olema siindmus ning iga siindmuse téaiend peaks
olema stindmus. Nimetatud tingimusi rahuldavat 2 alamhulkade klassi nimetatakse o-algebraks.

Definitsioon 1.3.3 Elementaarsindmuste ruumi Q0 alamhulkade stisteemi F nimetatakse o-
algebraks hulgal Q0 (loe: sigma-algebra), kui ta rahuldab jargmisi noudeid:

1) F sisaldab tihihulka ja koguhulka, st 0, € F;

2) kui A; € F, i = 1,2,..., siis ka Ej A; € F ( sisteem F on kinnine loenduva thendi
votmise suhtes); -
3) kui A€ F, siis A=Q\ A€ F (siisteem F on kinnine tiiendi votmise suhtes).
Mirkused:

e o-algebra on kinnine loplike {ihendite suhtes: kui A, B € F, siis

AUB=AUBUQOUD--- € F;

e o-algebra kinnine ka Ioplike tihisosade suhtes: kui A, B € F, siis

ANB=(AUB) € F;

e o-algebra kinnine ka loenduvate iithisosade suhtes: kui A; € F, siis

N;A; = UZ(Al) e F;
e o-algebra on kinnine vahe ja siimmeetrilise vahe vGtmise suhtes: kui A, B € F, siis

A\BeF ja AAB=(A\B)U(B\A)c F.

Naiited (o-algebrad):
1. Kbige viiksem ja kdige suurem o-algebra on vastavalt {2, @} ning 2.

2. Suvalise hulga A C Q korral on {€2,0), A, A} viiikseim o-algebra, mis sisaldab hulka A. Sa-
muti on see viikseim o-algebra, mis sisaldab hulka A ning viikseim o-algebra, mis sisaldab
nii hulka A kui A.

3. Mitteloikuvate hulkade A, B C © (st AN B = {)) korral on
{Q0,0,A,B,AUB,A,B,AUB,}

véiikseim o-algebra, mis sisaldab nii hulki A ja B. Samuti on ta véikseim o-algebra, mis
sisaldab hulki B ja AU B ning véikseim o-algebra, mis sisaldab hulki A ja AU B. Samuti
on ta véikseim o-algebra, mis sisaldab hulki A, B, AU B, kuid mitte viikseim o-algebra,
mis sisaldab hulka A.
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4. Olgu Q = [0, 1]. Siis

1, .1 3, .3 3. .1 1 3
{000,515 D 5.1 00.). 5.1, 10, ) U 5. 1,2} (1.14)

e on viikseim o-algebra, mis sisaldab hulki [0, %), [%, %);
e on viikseim o-algebra, mis sisaldab hulki [0, %), [%, 1];
e on viikseim o-algebra, mis sisaldab hulki [%, %), [%, 1];
e on viikseim o-algebra, mis sisaldab hulki [0,1),[3,2), [2, 1];
e on viikseim o-algebra, mis sisaldab hulki [0, %), [%, 1];
e on viikseim o-algebra, mis sisaldab hulki [0, %) U [%, 1], [%, 1];
e on viikseim o-algebra, mis sisaldab hulki [0, ) U [2,1], [0, 1);
e ei ole viiikseim o-algebra, mis sisaldab hulki [0, 1) U [3,1],[3, 2).

5. Moodustagu hulgad Ai,..., A, Q tikelduse, st A4; N A; = 0, kui ¢ # j ja Uj4; = Q.
Vaikseim o-algebra, mis sisaldab koiki neid tiikke, koosneb nende koivoimalikest tihenditest,
kokku 2" elementi. Niites 2 moodustavad tiikelduse hulgad A ja A (o-algebras 22 = 4
elementi); niites 3 moodustvad hulgad A, B ja AU B (o-algebras 2% = 8 elementi); niites
4 moodustavad tiikelduse hulgad [0, 3), [3, 2), [2, 1] (c-algebras on 23 = 8 elementi).

6. Hulga € iilimalt loenduvad hulgad ja nende tdiendid moodustavad o-algebra.

Tihti pakub huvi vidikseim o-algebra, mis sisaldab mingeid kindlaid hulki. Sel juhul 6eldakse, et
antud hulgad tekitavad o-algebra. Ulaltoodud niitest teame, et o-algebra {Q, (), A, A} tekitab
hulk A, samuti hulk A ning hulgad A ja A; o-algebra {Q,0, A, B, AU B, A, B, AU B} tekitavad
hulgad A ja B; o-algebra (1.14) tekitavad nii hulgad [0,1),[3,2) kui ka hulgad [0,1),[3,1],
samuti hulgad [%, %), [%, 1] jne.

1.3.4 Boreli g-algebra ja Lebesgue’i moot

Teame, et leidub ruumi R* alamhulki, millel pole pikkust, pindala v6i ruumala. Samas on piisavalt
palju hulki, millistel see moot — tdhistame seda £ ja nimetagem seda lihtsuse mottes ruumalaks
— on olemas. Sellised hulgad on néiteks ristkilikud:

[al,bl]x---x[ak,bk], aiZbi, i:1,...,k).

Toepoolest, ristkiiliku ruumala on

k
C(lar, br) x -+ x [ag, bg]) = [ [ (0i — aa). (1.15)
i=1
Siin k£ voib olla suvaline tdisarv, mitte ilmtingimata 1,2,3. Hulgad, millistel on defineeritud
ruumala peaksid aga moodustama o-algebra (kinnisus loenduvate iihendite ja tihisosade suhtes)
ja, nagu nagime, seejuures sisaldama ka koiki ristkiilikuid. Siit definitsioon.

Definitsioon 1.3.4 Ruumi RF kéikide ristkilikute tekitatud o-algebrat nimetatakse Boreli o-
algebraks (ruumil R*) ja tihistatakse B(R*) (k = 1,2,...). Boreli o-algebra elemente nime-
tatakse Boreli hulkadeks.
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Seega Boreli o-algebra on véikseim o-algebra, mis sisaldab koik ristkiilikud, st koik hulgad kujul
[a1,b1] %+ X[ag, b] (a; > b;, i =1,..., k). Kuigi koikidest ristkiilikuid sisaldavatest o-algebratest

on ta véikseim, on Boreli o-algebra nii suur, et sisaldab ka:
e koiki lahtisi hulki (néiteks lahtised kerad, lahtised ristkiilikud jne);
e koiki kinniseid hulki (jareldub eelmisest);
e koiki tihepunktilisi hulki (jareldub eelmisest);
e kaiki iilimalt loenduvaid hulki (jareldub eelmisest).

Boreli kulkade klassi (Boreli o-algebra) on véiga rikkalik. Vo6ib 6elda, et koik hulgad, mis tudeng
oskab ette kujutada, on Boreli hulgad. Samas Boreli o-algebra on kontiimumi voimsusega. Et aga
R* alamhulkade hulk on suurema voimsusega, siis leidub viga-viiga palju hulki, mis pole Boreli

hulgad.

Koik ristkiilikud on Boreli hulgad. Igal ristkiilikul on seose (1.15) kaudu antud ruumala ¢. Saab
nédidata, et kujutist £ saab laiendada ristkilikutelt koikidele Boreli hulkadele nii, et sailiks loen-
duv aditiivsus. Teisisonu, leidub kujutis mis igale Boreli hulgale B € B(R¥) seab vastavusse
mittenegatiivse arvu ¢(B) nii, et jairgmised nouded on rahuldatud:

1. ¢(B) > 0 (mittenegetiivsus);
2. iga ristkiiliku [a1,b1] X -+ X [ag, bg] korral

k

C(lay, by) x -+ x [ag, bg]) = [ [ (0 — aa);

i=1

3. ¢ on loenduvalt aditiivne: kui By, Ba, ... € B(R¥) ja B; N B; = (), kui i # j, siis
[e.e] [e.e]
((UB) = uB).
i=1 i=1

Tingimusest 2 jareldub, et saadud ¢ normeerib {ihikkuubi. Samuti saab néidata, et ¢ on inva-
riantne liigutamiste suhtes ja ithene. Arvu ¢(B) nimetatakse hulga B Lebesgue’i mooduks.
Juhul, kui k£ = 1, on Lebesgue’i moot pikkus; kui £ = 2, on Lebesgue’i moot pindala, kui & > 3
nimetame seda ruumalaks.

Olgu niiiid A € B(R¥). On lihtne niha, et hulkade klass
B(A) :={ANB: B € BR")}

on o-algebra (veendu selles!) ning B(A) C B(R¥) (miks?). Seega, B(A) elemendid on kdik need
Boreli hulgad, mis on ka A alamhulgad. Seetottu nimatatakse seda o-algebrat 5(A) Boreli o-
algebraks hulgal A. Niiteks B([0,1]) =: BJ0, 1] on Boreli o-algebra 16igul [0, 1]. Sinna kuuluvad
muuhulgas koéik iilimalt loenduvad hulgad 16igul [0, 1], koik kinnised, lahtised ja poollahtised 16i-
gud [a,b], (a,b), (a,b], [a,b) (a <bjaa,be[0,1]) ja palju-palju muud. Et iga B(A) element on
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ka B(RF) element, on koikidel B(A) elementidel defineeritud Lebesgue’i moot (pikkus, pindala,
ruumala).

Kokkuvotteks: Boreli o-algebra B(RF) on ristkiilikute tekitatud o-algebra hulgal R*. Koik "prak-
tikas"ettetulevad hulgad on B(R¥) elemendid ehk Boreli hulgad. Igal Boreli hulgal on defineeritud
Lebesgue’i moot £ ehk ruumala (k > 3) pindala (k = 2) voi pikkus (k = 1). Seejuures on iga rist-
kiiliku Lebesgue’i moot on antud seosega (1.15) ning samuti kehtib koik muu, mis me ruumalalt
ootame: mittenegatiivsus, loenduv aditiivsus ja liigutamis-invariansus (kongruentsete hulkade
ruumalad on vordsed).

1.3.5 Toenaosus

Aastal 1933 vottis vene matematik Andrei Kolmogorov 300 aastat kestnud toendosusteooria
arengud kokku jarmise aksiomaatilise definitsiooniga.

Definitsioon 1.3.5 Olgu Q elementaarsiindmuste ruum ning F o-algebra (hulgal 2). Toenéo-
suseks ehk toendosusmooduks nimetatakse funktsiooni P, mis igale F elemendile A € F seab
vastavusse arvu P(A) nii, et on rahuldatud jargmised nouded:

P1. P(A) > 0 VA € F (mittenegatiivsus);
P2. P(Q) =1 (normeeritus);

P3 kui Ay € F (i=1,2,...) ja AinA; =0, i # j, siis

e (00) - S

i—1 i=1
(loenduv additiivsus).

Ménevorra kompaktsem versioon iilaltoodud definitsioonist oleks selline: kujutis P : F — [0, 1]
on toendosusmoot, kui ta on loenduvalt aditiivne ja P(Q2) = 1.

Definitsioon 1.3.6 Kolmikut (2, F,P) nimetatakse toendosusruumiks (probability space), o-
algebra F elemente nimetatakse sindmusteks (events).

Seega on meil juhus formaliseeritud kolme atribuudiga: elementaarsiindmuste ruum €2, siindmuste
hulk F ja toendosusmoot P. Toendosus P rahuldab aksioome P1, P2 ja P3, mis on meile juba tut-
tavad. Pane tahele: stindmused on ainult F elemendid, st mitte koik alamhulgad ei pruugi olla

stiindmused ning toendosus(moot) on defineeritud ainult siindmustel . Kas hulk A on siindmus
vOi mitte, soltub ainult tdendosusruumist: voib juhtuda, et mingi téendosusruumi (2, F, P) kor-
ral A pole siindmus, st A € F, kuid mone teise toendosusruumi (2, 7', P’) korral A on siindmus,
st A € F'. Aga selle, milline F kuulub toendosusruumi méadravad Q ja eelkoiga P. Naiteks
diskreetse toendosuse korral (Q iilimalt loenduv) on F = 2; geomeetrilise tdenfosuse korral
aga 2% on liiga suur hulk ja siindmusteks tuleb valida Boreli hulgad, st F on Boreli o-algebra.
Samas ka mitteloenduva € korral leidub toendosusmoote, mille argumentideks voib votta koik 2
alamhulgad ja siis F = 2% (vt niide 3).
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Niited (toendosusruum):

1. Diskreetne toendosus. Olgu € iilimalt loenduv. Antud funktsiooni

p:Q—[0,1], Zp

korral defineerime diskreetse toendosuse P jargmiselt
=) pw), Ac.
weA

Teame, et selline P rahuldab tingimusi P1, P2 ja P3 ning on seega toen&osusmoot. Vastav
toensdosusruum on (£, 2%, P).

2. Geomeetriline tdendosus. Olgu Q C RF selline Boreli hulk, millel on 16plik ruumala, st
£(Q) < oo. Defineerime iga A € B(Q2) korral geomeetrilise toenédosuse

=
—~
~—

Veendume, et P on tdendosusmoot. Koigepealt paneme téhele, et o-algebra B(£2) moodus-

tavad Boreli hulgad (need B(R¥) elemendid, mis sisalduvad hulgas €2), mistottu neil koigil

on defineeritud Lebesgue’i moot ¢ ning seega ka toendosus. Mittenegatiivsus (aksioom

P1) tuleneb ¢ mittenegatiivsusest. Normeeritus (aksioom P2) tuleneb P definitsioonist:
¢(Q)

P(Q) = 7@ = L Loenduv aditiivsus (aksioom P3) tuleneb Lebesgue’i mo6du ¢ loenduvast

aditiivsusest: kui Ay, As,... € B(Q) ja A; N A; =0, kui ¢ # j, siis

UA o o0 (0.9}
(UA> <z 1))2@ 1( Zi?;):ZP(Al
i=1

=1

Toendosusruum seega (£2, B(2), P). Erijuhul, kui £(Q2) = 1, voime kirjutada ka (2, B(Q2), ¢).
3. Aatom. Olgu 2 suvaline hulk, x € Q. Defineerime iga A C Q korral d,(A) jargmiselt

1, kuixz e A;
0:(4) = { 0, kuiz ¢ A.

Veendu, et d, on tdendosusmoot. Seega (2,2, 5,) on tdendosusruum.

Kokkuvotteks: Toendosusruum on kolmik: elementaarsiindmuste ruum 2, siindmuste hulk F ja
toendosusmoot P. Siindmused on 2 alamhulgad ja rahuldavad jargmisi tingimusi: tithihulk on
stindmus, iga stindmuse taiend on siindmus, iilimalt loenduvate stindmuste iihisosa ja iihend on
ka siindmus. Sellist hulkade klassi nimetatakse o-algebraks. Pane téhele, et siindmuste mitte-
loenduv iihend ja iihusosa ei pruugi siindmus olla. Toendosusmodt seab igale siindmusele A € F
vastavusse arvu P(A) — siindmuse A toenédosuse — nii, et on rahuldatud tingimused P1, P2 ja

P3.
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Toenidosuse omadused
Jargnevas toestame olulised toendosuse omadused.
Lemma 1.3.1 Olgu (Q, F,P) mingi téendosusruum. Siis kehtivad jargnevad omadused:
1. P(0)=0;
2. kui Ay € F, i=1,2,...,n on iksteist valistavad, st AiNA; =0, i # j, stis kehtib vordus
n n
P(J4) =) P(a);
j i=1

=1
3. P(A)=1-P(A);
4. kui A,B e F, AC B, siis P(A) < P(B) (monotoonsus);
5 P(A) <1, VAeF;
6. P(A\B)=P(4) —P(ANB), VA BeF;
7. P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB), VA BeF;
P(O A;) = iP(Ai) - Y PANnA)+ D PANANA) -
i=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

e (-D)"IP(AIN AN N A, A eF, i=1,2,...,n;

8. P(AUB) <P(A)+P(B), VA BeF;

P(U 4A;) < ZP(Ai), A; e F, i € N (subaditiivsus);
i=1 i=1

9. kui P(A;) =1idgai=1,2,... korral, siis P(N{°,A;) = 1;
10. Toendosuse pidevus:

a) A;eF,ielN, Ay C Ay C A3 C ... = limy, o0 P(AZ) = P(U;.il Al),
b) A;eF,i€elN, A DAy DA3D...=> hmnaooP(Ai) = P(rT?o1 AZ),

Tdestus. Omadused 1, 2 on meil juba toestatud (kus?).
Omadused 3 ja 4 jarelduvad omadusest 2 (kuidas?).
Omadus 5 jareldub omadusest 4 (kuidas?).
Omadus 6 jareldub samuti omadusest 2, sest (A\ B) U(ANB) = A ning (A\ B) ja (AN B) on
teineteist valistavad.
Omaduse 7 tdestus on induktsiooniga n jargi:
n = 2: Toestame
P(AUuB)=P(A)+P(B)—-P(ANB).
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Selleks paneme tdhele: (A\B) U (AN B)U (B\ A) = AU B ja hulgad A\B,AN B,B\ A on
iiksteist vilistavad. Seega omadus 2: P(AU B) = P(A\B) + P(AN B) + P(B \ A) ning 6:

P(AUB)=P(A)—P(ANB)+P(ANB)+P(B)—P(BNA) =P(A)+P(B)—P(BNA).
n>2:
P(UL1Ai) = P(UPS1A) + P(A,) = P((URS Ai) N A)) = P(UISA) + P(An) = PULSH (A N Ay)).

Niiiid (induksiooni eeldus):

n—1
PUSA) =) P(A)— > PANA)+ Y PANANA)+

i=1 i<j<n—1 1<j<k<n—1

A (=) PP(ALN N A,)
n—1

“PULN (AN A) = =) PANA)+ > P((ANA)N (A4 NA))+

i=1 i<j<n—1

o+ (CD)MP((A N A) NN (Apm1 N Ay))
n—1

==Y PANA)+ > PANANA)+ -+ (1) "P(A NN Ay,).
i=1 i<j<n—1

Liites kokku koik tiksikud (dra unusta P(A,)), paarid, kolmikud jne, saamegi ndutud summa.
Omadus 8. Seos P(AUB) < P(A)+P(B) jareldub sellest, et P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB)
ja P(AN B) > 0. Uldiselt aga defineerime hulgad

By :=A, By :AQ\Al, Bs = A3\(A1UA2),....

Hulgad By, Ba, ... on ldikumatud, U, B,, = U, A,, (miks?) ja B; C A; iga i korral. Seega loenduv
aditiivsus ja monotoonsus:

P(UZ14;) = P(UZ,B;) ZP ) < iP(A )
— i=1

Omadus 9 jareldub eelmisest (kuidas?)
Omadus 10 a). Olgu Ay C Ay C --- , A = U2, A;. Defineeri hulgad

By = Ay, B :IAQ\Al,Bg ::A3\A2,...Bi:Ai\AZ‘_l....

Et U; B; = U;A; ja stindmused B; on liksteist vélistavad, siis

[e.e]

P(UX,A;) = P(U2, B)) ZP =P(A) + ) P(A4\ A1) = P(A1) +lim Y P(A;\ Aini)
=2 =2

=P(A1) +1im Y (P(4;) — P(4i1)) = limP(A,).
Omaduse 10 b) toestamiseks kasuta DeMorgani valemeid ja omadust 10 a). m
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Niited (toenidosuse omadused):

1. Téringut visatakse neli korda. Leida toendosus, et vihemalt iiks kord tuleb 6.

Toendosus, et i-ndal viskel tuleb 6 on %. Toendosus, et i-ndal ja j-ndal viskel tuleb 6

on 1'16;?'6 = %. Tdendosus, et i-ndal ja j-ndal ja k-ndal viskel tuleb 6 on 1il6 — 1

Toendosus, et igal viskel tuleb 6 on 6% = Tl%.

61 T 216°
Olgu A; toendosus, et i-ndal viskel tuleb 6.
Otsitav toendosus on

4
P(UL A) =) P(A) =Y P(ANA)+ > PA4NANA)—P(A N AN AgN Ay
i=1 i<j i<j<k
4 1 1 1 1 18—1
= 66— 44— — —— = — + ~ 0.513.

6 36 6-36 1296 2 ' 1296

. Taringut visatakse 6 korda. Leida toendosus, et kuue viske jooksul vahemalt iiks kord
tulevad nii 1, 2, kui ka 3.

Olgu A; stindmus, et kordagi ei tule ¢, i = 1,2, 3. Meid huvitav siindmus on Ay U Ay U As.
Leiame P(A; U Ay U A3). Selleks paneme téhele, et

5\ 6 4N\ 6 3\ 6
P(AZ) = (6) ) P(Az mAj) = (6) ) P(A1 N As ﬂAg) = (6) .
Seega
P(A1UAUAz) = 3(%)6 — 3(%)6 + (%)6 ~ 1,0047 — 0.26 + 0.0156 ~ 0.76

ja otsitav toendosus on ligikaudu 1 — 0.76 = 0.24.

. N inimest viskavad urni ithe kuuli. Parast kuulid segatakse ning igaiiks votab vélja iihe.
Leida toenédosus, et:

e iikski neist ei saa oma vana kuuli tagasi;

e tépselt k£ inimest saavad oma vana kuuli tagasi.

Olgu A; slindmus, et i-s inimene saab oma kuuli tagasi, ¢ = 1,..., N. Fikseerime siind-
muste alamhulga A;,,..., A4;, ja lelame toendosuse P(A4;, N---N A4, ). See on toendosus,
et i1,19,...,1, inimene saavad oma kuulid tagasi. Siin elementaarsiindmused on kuulide

votmise jarjekord, neid on N! tiikki. Kui 4; saab oma kuuli, on temal véimalusi 1. Seega

stindmusesse 4;,N---NA;, kuulub (N—n)! elementaarsiindmust, millest P(A;,N---NA4; ) =

N-n) rmx . . e . .
( N,n ) Toendosus, et vihemalt iiks inimene saab oma kuuli tagasi on

N

PUY A) = P(A) =Y PANA)+ > PANANA)+-+ (DN 'PAN--

i=1 1<j 1<j<k

Summas

Y PN N4

11 <ig<-<ip
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on C}; liidetavat, seega

N! (N—n)l 1
DL PMGNndn) = e e =
11<12<...<1n,
Niiiid 1 )
PUY A) =1— o+ 3 Z +o (- 1)N—1ﬁ. (1.16)
Seega toendosus, et likski neist inlmestest ei saa oma kuuli tagasi:
1 1 1 1 11 1 1 1
l-(1—=+———+--- -t — - = R
Cogtg gttt =g 3+4' SRR
Analiiiisist on teada, et e* =1+ x + g—? + %? + -+, millest e =>"72 2 ! i . Seega suure

N korral otsitav toendosus on ligikaudu e~! ~ 0.36788.
Teine kiisitav toendosus on
1,1 1 1 1 (—1)N-Fk

pa st nt o)

selle leidmine on iilesanne.
4. Leiame toendosuse, et kahe hésti segatud kaardipaki kaartide laotamisel lauale {liksteise alla

satub viahemalt {iks kaart kohakuti. See on sisuliselt eelmine iilesanne, sest arutleda voib
jargmiselt: 52 alumist kaarti on kui 52 inimest ja tilemised kaardid vastavad kuulid. Seega

N = 52 ning otsitav toendosus on (valem (1.16)) ?:1 (71]3:%1 ~ 0.632.

1.4 Tinglikud toenaosused

1.4.1 Tinglik toendosus ja korrutamislause

Vaatleme jérgmist iilesannet. Peres on 2 last. On teada, et neist iiks on poiss. Kui suur on toe-
ndosus, et ka teine laps on poiss? Elementaarsiindmusi on 4: (p,p), (p,t), (¢t,p), (t,t) (siin t on
"tiidruk"ja p on "poiss", paaris esimene tiaht vastab vanemale, teine nooremale lapsele). Eeldame,
et koik elementaarsiindmused (paarid) on vordtoenéolised. Siindmusele { ka teine laps on poiss }
vastab iiks elementaarsiindmus (p, p); teadmine, et iiks laps on poiss vilistab elementaarsiindmu-
e (t,t). Jargijadnud elementaarsiindmused (p,p), (p,t), (t,p) on ikka vordtdenéolised, iga paari
toendosus on niitid % Meid huvitav stindmus koosneb vaid iihest elementaarsiindmusest, otsitav
toenaosus on seega %

Definitsioon 1.4.1 Olgu antud sindmus B, mille toendosus ei ole null (P(B) > 0). Stindmuse

A tinglikuks toenidosuseks tingimusel, et B on toimunud, nimetatakse suhet Pgé;?) ning

seda tihistatakse kujul P(A|B).

Ulaltoodud niites B = { vithemalt iiks kahest lapsest on poiss } nind A = { mdlemad lapsed
on poisid }. Selge, et P(A) = %, kuid iilaltpoodud néites oli meil lisainformatsioon: teadsime,
et siindmus B on toimunud ning meid huvitab hoopis tinglik téenéosus P(A|B). Antud juhul
teadmine, et B on toimunud suurendab A toendosust (see pole alati nii!) ning P(A|B) = %

Osutub, et kui me igale siindmusele A seame vastavusse tema tingliku toenédosuse P(A|B), siis
me saame uue toendosusmoodu.

32



Lemma 1.4.1 Olgu (Q, F,P) mingi toendosusruum ning B € F selline, et P(B) > 0. Definee-
rime kujutuse Q : F — IR valemiga

Q(A)=P(A|B) VAecF.
Siis Q on téendosusmoot ning (2, F, Q) on téendosusruum.

Tdestus. Veendu, et Q rahuldab aksioome P1, P2, P3. m

Seega Q on toendosusmoot ning tal on seetottu koik toendosuse omadused. Naiteks

P(Al U Ay U Ag‘B) :P(AlyB) + P(AQ‘B) + P(Ag‘B)
— P(Al N AQ‘B) — P(AQ N A3’B) — P(Al N A3|B)
+P(A1 N As ﬂAg’B).

Naiited (tinglik toendosus):

1. Taringut visatakse 2 korda, neist esimese viske tulemus on 3. Leida toenédosus, et kahe viske
summa on suurem kui 6.
Siin Q = {(i,5), 4,7 = 1,...,6}, F = 2% ning P(w) = % iga w € Q korral. Olgu
A={(i,7) €Q:i+j > 6} ja B={(i,5) € Q:i=3}. Meid huvitav tdenédosus on
P(AnB) PH{B.j)eQ:3+i>6}) 3 1

P(A|B) = P(B) P({(3,5) € O}) 6 2

2. Peres on kaks last, neist vanem on poiss. Leida toenéosus, et teine laps on ka poiss.
Siin @ = {(p,p), (p, 1), (t,p), (t,1)}, P(w) =  iga w € Q korral; A = {(p,p)} ning B =
{(p,p), (p,t)}. Otsitav tdendosus seega

P(A|B):P(ANB): P{(p,p)} _

1
P(B) P{(p.p),(p,t)} 2

3. Urnis on 6 musta, 4 valget ja 10 punast kuuli, sealt voetakse juhuslikult iiks kuul. Leida
toendosus, et see on valge, kui on teada, et see kuul pole punane.
Siin A = { voetud kuul on valge } ja B = { voetud kuul pole punane }. Seega A C B,
millest P(A N B) = P(A) ehk
P(AnB) P(A 4

P(A|B) = P(B) P(B) 10

4. Putuka eluiga jalgiti iihe ajatihiku jooksul. Toenéosus, et putukas sureb ajaintervallis [0, o],
kus a € (0,1], on §. Leida toendosus, et elab:
(a) kauem kui ajaiihik;

(b) kauem kui ajaiihik, kui on teada, et ajahetkel o ta on veel elus.
Olgu A, = { putukas elab kauem kui a}. Lahend: (a) P(A;) = 0.5; (b)

_P(AiNA))  P(A) 05 1
P(Ai|Aq) = P}Aa) _P(A;) _1_% T 9_a
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Otse tingliku toendosuse definitsioonist jarelduvad jargnevad reeglid siindmuste korrutiste toe-
ndosuste arvutamiseks.

Lemma 1.4.2 (T&en#osuste korrutamislause) Kehtivad valemid
P(ANnB) =P(B)P(A|B) =P(A)P(B|A).

ja
P(Al N---N An) = P(AI)P(A2|A1)P(A3|A2 N Al) cee P(An’Al NN Anfl).

TGestus. Esimene jareldub vahetult definitsioonist, teine on lilesanne. m

Toendosuste korrutamislause on viga kasulik ning selle ebil on holpsasti voimalik lahendada
ka meile juba tuttavaid iilesandeid.

Niited (korrutamislause):

1. Kaardipakist valitakse kolm kaarti. Leiame toenédosuse, et need on votmise jarjekorras risti
emand, poti kiimme ning viimasena mingi punase masti kaart. Selleks tdhistame stindmused
A = {esimesena voetakse risti emand }, B = { teisena voetakse poti kiimme } ning C' = {
kolmandana voetakse punane kaart }. Siis

1 1 26 1
P(ANBNC) = PAPBIAP(CIAB) = = - = =2 = —.

2. N inimest viskavad urni iithe kuuli. Parast kuulid segatakse ning igaiiks votab vélja iihe.
Leida toenéosus, et igaiiks saab oma kuuli.
Klassikaline toendosus: kuulide votmise jarjekord on permutatsioon N-st. Koikvoimalikest
permutatsioonidest vaid iiks on Gige. Vastus seega % Korrutislause abil arutleme jérg-
miselt. Olgu A; siindmus, et i-s inimene saab oma kuuli tagasi, ¢ = 1,..., N. Otsitav
toendosus on

P(ﬂz\i A) =P(A))P(A3)Ay) ---P(An|A1N--- A )ZL.L.#...lzi.

=1 el i NTN N-1 N-2 NI

3. Urnis on 8 musta ja 4 valget kuuli. Juhuslikult voetakse tagasipanekuta kaks kuuli. Leida
toendosus, et molemad on mustad.
Eeldame, et kuule voetakse vordse toenédosusega. Teame, et otsitav tGendosus on (valem

(1.6))
ccy) 14

c2,  C% 33

Korrutamislause abil arutleme jargmiselt. Olgu A; = {i-s viljavoetud kuul on must },
1 = 1,2. Otsitav toendosus on

14

8
P(A1NAz) =P(A)P(A| A1) = 15 57 = 35
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4. Leida toenéosus, et pokkerikdes on:

(a) kolm &ssa ja 2 tiheksat;
(b) 2,3,4,5,6 aga mitte iihest mastist.

(a) Leiame korrutamislause abil toenédosuse, et esimesed kolm kaarti on dssad ja viimased

kaks 9-d. See toendosus on
4 3 2 4 3

52 51 50 49 48
Voimalikke kombinatsioone kolme dssa ja kahe {iheksa tulekuks on 2‘%, = 10, seega otsitava
toendosuse leidmiseks tuleb iilaltoodud arv korrutada labi 10-ga. Veenduga, et vastus iihtib
varem leituga.
(b) Korrutamislause abil leiame tdenéosuse, et esimene kaart on 2, teine 3, kolmas 4, neljas
5 ja viies 6. See toendosus on

4 4 4 4 4 #

52 51 50 49 48 V'
Toendosus, et esimene kaart on 2, teine samast mastist 3, kolmas samast mastist 4, neljas
samast mastist 5 ja viles samast mastist 6 on (korrutamislause)

4 1 1 1 1 4

52 51 50 49 48 V'
Seega toendosus, et esimene kaart on 2, teine 3, kolmas 4, neljas 5 ja viies 6 ning nad pole
samast mastist (toendosuse omadus 6)

45— 4
Ve

Otsitav toenédosus on seega
45 — 4) 45—
5 - 5
Vi Csy

51(

5. Korrutamislause abil on kerge toestada ka valem (1.9). Toepoolest, olgu M kuulist M iihte
varvi, My teist varvi, M3 kolmandat varvi jne, kokku olgu k varvi: My + --- + M = M.
Vaateleme siindmust { vélja voetud n kuulist esimesed m; on esimest védrvi, jargmised
ny jirgmist virvi jne (ng + -+ +ng = n) }. Olgu Al = {i-s kuul on esimest virvi },
i =1,...,n1. Olgu A? = {i-s kuul on teist virvi }, i = n; + 1,...,n1 + ny jne. Lopuks
defineerime siindmused A¥ = {i-s kuul on k-ndat viirvi }, i = ng_q1 + 1,...,n. Otsitav
toendosus on

P(AIN-NAL, NAZ N nAL N NAE L N NAR) =
M, M —1 My —ni+1 Mo My —1 My —ng+1
(ﬁ)( )“.(M—nl—i—l)(M—n1)<M—n1—1)'“<M—n1—n2+1)”.
M;, M —ng+1
( —(n1 +- —i—nk_l))”'(M—n—i—l)
( M—nl+1))(M2---(M—n2+1))--~(Mk---(M—nkJrl))_Vﬁll--‘V]\Zi
M(M—-1)--- (M —n+1) B v
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6. 52 kaarti jagati vilja 4 mangija vahel. Leida toendosus, et:

(a) iiks méngija saab koik &rtud,

(b) iga méngija saab iihe #ssa.

(a) Olgu A; = { iiks méngija saab drtu assa }, A9 = { &rtu &ss ja kuningas on samas kées
}, Ag = { artu &ss, kuningas ja emand on samas kées }, jne. Seega A13 = { koik drtud on
samas kdes }. On selge, et

A1 DA D A3 D --- D Ajs.

Meid huvitav téendosus on
P(Alg) = P(A1 n---N Alg) = P(Al)P(AglAl)P(AﬂAl N AQ) s P(Alg‘Al n---N Alg).

On selge, et P(A4;) = 1. Edasi vaatleme voimalusi drtude paigutamiseks. Parast értu dssa
vélja jagamist on drtu kuninga jaoks on 51 voimalust. Neist 12 vastavad dssaga samale kéele.
Seega P(Ag]A41) = é—% Parast dssa ja kuninga jagamist samasse kétte on artu emanda jaoks
50 voimalust. Neist 11 on kuninga ja dssaga samas kées. Seega P(A3|A1NA2) = P(A3|A2) =
% jne. seega

12 11 1 12! 13! 4

P(Ag)=1-— — ... — = =4 =
(413) 51 50 39 51.--39 52.51-..39 (i3

(b) Olgu A; = { iiks méngija saab &drtu &dssa }, Ao = { drtu &ss ja poti dss on erinevates
kites }, Az = { drtu &ss, poti dss ja risti dss on erinevates kédes }, As = { artu &ss, poti dss
ja risti dss on erinevates kies } A4 = { koik dssad on erinevates kétes }.

A13A23A33A4.
Meid huvitav toenédosus on
P(A4) = P(Al N---N A4) = P(Al)P(A2|A1)P(A3|A1 n A2)P(A4|A1 N A2 n Ag)

On selga, et P(A;) = 1. Pérast artu assa véljajagamist on poti dssa valikuks 51 kohta,
millest 39 on &rtu &dssast erinevates kiites. Seega P(Az|A;) = g’—?. Parast seda kui értu ja
poti dssad on erinevates kétes, on risti éssa jaoks 50 voimalust, millest 26 on erinevates
kiites. Siis P(A3|A; N Ag) = 28. Lopuks, P(A4|A; N Az N As) = 12 ning otsitav tdentosus

on
39-26-13

51-50-49°
7. Olgu urnis k erinevat véirvi kuuli (vastavalt My, ..., My, My + --- + My, = M). Tagasi-
panekuga voetakse véilja n kuuli. Leida toenéosus, et neist esimesed n; on esimest varvi,
jargmised ng teist varvi jne, ny + -+ +ng = n.
Olgu A7 = {i-s kuul on j-ndat vérvi }. Otsitav toendosus

k
P (M2 AD N (M2 AD) O 0 (O o 11 A7)

Tagasipanekuga urni skeemi korral i-nda palli véirv ei soltu eelmiste kuulida varvidest, st
iga varvi [ ning varvide [y, . ..[; korral

. M,
P(AL, AT NN A7) = P(ALy) = i
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Seega

1 2 k
P((Ni2, A7) N (ﬂ?;I?ilAi) N N Oy g 11 A7) =

n ni+n n
HEO T - T (-
= 1=n1+ i=ni+--np_1+

Mi\n1 s Mo\ 2 M\ 7k
Gr) Ge) - Gr)
Siit saame multinomiaaljaotuse valemi (1.12).

1.4.2 Taistoendosuse ja Bayesi valem

Monikord on loomulik siindmuste ruum 2 jagada iiksteist paarikaupa valistavateks osadeks
Bi, Bo,..., By, st sellisteks osadeks B;, ¢ = 1,...,n, et kehtivad omadused

n
P(B)#0,i=12,...,n; BinB;=0, i#j |JB=a (1.17)
i=1
Selliste siindmuste komplekti B;, ¢ = 1,...,n nimetatakse siindmuste taissiisteemiks. Sel

juhul on voimalik kasutada tinglike t6endosuseid suvalise siindmuse A tGendosuse arvutamisel.

Lemma 1.4.3 (Téistoendosuse valem). Rahuldagu sindmused B; € F, i = 1,...,n tingimusi
(1.17). Siis iga sindmuse A € F korral kehtib vordus

P(4) = Y P(B)P(AIB).

Toestus. A =U!' (AN B;). Et siindmused AN By,..., AN By, on iiksteist vilistavad, siis

n

P(A) = Zn:P(A NB;) =Y P(AB)P(B).
=1

i=1

Lemma 1.4.1 tottu kehtib tdistoendosuse valem ka tinglike toendosuste korral. Seega, kui By, ..., By
on téissiisteem, C' mingi siindmus ja Q(A) = P(A|C), siis

P(A|C) = Q(A) = > Q(A[B)Q(B;) = Y P(A|B;,NC)P(Bi|C), (1.18)
=1

=1

sest (iilesanne)
Q(A|B) =P(A|BNC).

Markus. Tésitoendosuse valemi kehtimiseks ei pea siindmused B; tingimata moodustama téis-
slisteemi, vaid piisab sellest, et siindmused A N B; oleks vastastikku vélistavad ning et A C

Uiz B:.
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Niited: (tdistoendosuse valem)

1. Oletame, et meil on rahakotis kolm miinti, millest kaks on ausad, kuid kolmandal on kirja
tulemise toendosus 0.6. Leiame kirja tulemise toendosuse juhuslikult valitud miindi vis-
kamisel. Selleks olgu A siindmus, et tuleb kiri; B; siindmus, et valiti aus miint ning Bs
stindmus, et valiti ebaaus miint. Taistoendosuse valemi kohaselt siis

P(A) = P(B1)P(A|B1) + P(B2)P(A|By) = n

1
3

Wl
N =

2. Uhes urnis on 3 valget, 1 must ja 3 punast kuuli, teises urnis 1 valge, 4 musta ja 1 punane.
Esimesest urnist voetakse kuul ja pannakse teise. Siis voetakse pall teisest urnist. Leida
toendosus, et see on valge. Olgu A = { teisest urnist voetakse valge }, B = { esimesest
urnist voetakse valge kuul }. Niitid

L1410
77

P(A) = P(A|B)P(B) +P(A|B)P(B) = o

=
~|w

3. Uliopilastest veerand on esimese kursuse tudengid, pool teise kursuse tudengid ja veerand
kolmanda kursuse tudengid. Toendosus, et i-nda kursuse tudeng sooritab eksami on p;,
1 =1,2,3. Leida toendosus:

(a) juhuslikult valitud tudeng sooritab eksami;

(b) juhuslikult valitud tudeng sooritab eksami teisel katsel, kui on teada, et esimesl katsel
ta kukkus 14bi ning teise katse tulemus ei soltu esimesest katsest.

(a) A = { tudeng sooritab eksami }, B; = { tudeng on i-ndal kursusel }. TaistdGenédosuse

valem
3

3
pL o 2p2 | D3
() =D PIBIP(E) =3 pP(B) = + 5 4
sest P(B1) = P(By) = { ja P(B2) = 5.
(b) Olgu A = {tudeng sooritab eksami teisel katsel}, C' = {tudeng kukub esimesel katsel

labi}. Seega
3

P(A|C) =) P(A|B;NC)P(B[C).
i=1
Arvestades, et esimene katse el mojuta teist, saame P(A|B; N C) = P(A|B;) = p;. Leiame
P(B;|C). Selleks kasutame tingliku toenédosuse valemit:
P(CNB;) _P(C|B:)P(B;) (1 —pi)P(Bi) (1 —pi)P(By)

P(Bi|C) = P(C) PO 1 (S pP(B) Y (- p)P(B)

Otsitav toendosus seega

P(A|C) = 23: ; (L-p)PB) S pi(l—p)P(B)

LS = pP(B) S (-p)P(By)
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4. (a) Kaks ettevottet toodavad arvuteid. Ettevotte X toodangust on 20 % defektsed, ette-
votte Y toodangust on 5% praak. Samas X toodab kaks korda rohkem arvuteid kui
Y. Leida toendosus, et valitud arvuti pole praak.
Olgu B = {valitud arvuti on toodetud tehases X}, A = {valitud arvuti pole praak}.
Taistoendosuse valem

1 51

+ L_
0 3 60

Ne)

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B) =

(S
RN

(b) Arvutitoostus ldks Hiinasse. Ettevote X toodangust 10% valmistatakse Hiinas; ette-

votte Y toodangust 20 % toodetakse Hiinas. Hiinas tootmine on odavam, mistottu
ettevottel Y hakkas minema hésti ning niiiid toodavad nad kaks korda sama palju kui
ettevote X. Kahjuks on Hiinas toodetud arvutitest 25%praak. Kas Hiinas tootmine
toob tarbijale (kvaliteedi mottes) kahju?
Leiame jéllegi toendosuse, et (juhuslikult) valitud arvuti pole praak. Stindmused on
jargmised: A = {valitud arvuti pole praak}, B = {valitud arvuti on toodetud et-
tevottes X}, C' = {valitud arvuti on toodetud Hiinas}. Vaatleme nelja stindmust:
BNC,BNC,BNC,BNC. Siindmused moodustavad tiissiisteemi (miks?) Téistoe-
néosuse valem

P(A) = P(A|BNC)P(BNC)+P(A|BNC)P(BNC)+P(A|BNC)P(BNC)+P (A BNC)P(BNC).

Kui arvuti on toodetud Hiinas, siis — soltumata sellest, millise kaubamargi all teda
miiiiakse — on ta praak tdendosusega 0.25. Seega P(A|[BNC) = P(A|BNC) = 3.
Kui arvuti pole toodetud Hiinas, siis tGenéosus, et ta on praak soltub tehasest. Seega
P(A|BNC) = 32 ning P(A|BN C) = 1. Korrutamislause:

=4
1 1 - - 9 1
P(BNC)=P(C|B)P(B) = 03 P(BNC)=P(C|B)P(B) = 03
P(BNC) = P(C|B)P(B) = = .2, P(BNC)=P(C|BPB) = -2
10 3 10 3
Seega

31 1 3 2 2 4 9 1 8 2 19 523 51
PA=2. — .- 2. 2. 2,2 7 -, °2 2 7 _ Y Y

(4) 4 10 3+4 10 3+5 10 3 10 3 20 600>60

Kuigi kummagi ettevotte praagiprotsent suurenes, praagiprotsent koikide arvutite seas
hoopis vihenes. Miks?

Taistoenédosuse valemi abil on kerge leida siindmuse B; tinglikku t6endosust tingimusel, et siind-
mus A on toimunud. See on nn Bayesi valem.

Lemma 1.4.4 (Bayesi valem) Olgu B;, i = 1,...,n tingimusi (1.17) rahuldav sindmuste tdis-
stisteem. Stiis kehtib valem

P(B;)P(A|B;)

PBiIA) = s 55 palB)

je{1,2,...,n}, AecF.
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TGestus. Definitsiooni pohjal saame
P(A N B])
P(4)

Kasutades toendosuste korrutamise reeglit ning taistoendosuse valemit, saame

P(Bj|A) =

P(ANB;) =P(B))P(A|B;), P(A)=> P(B)P(A[By),
i=1
seega kehtib lemmas toodud vordus. m

Markus. Sageli on kasulik ka Bayesi valemi lihtsustatud (ilma siindmuste téissiisteemita) ver-
sioon

P~ PEPAD

Niited: (Bayesi valem)

1. Vaatame téistoendosuse valemi néidet 1. Oletame, et miindi viskel saadi kiri. Leiame ting-
liku toenéosuse, et visatud miint on ebaaus. Bayesi valemi kohaselt

B P(By)P(A|By) 33
P(Bo|4) = P(BI)P(A|Bl2) +P(B22)P(A]Bg) - 3%10 T8

Siin kasutasime teadmist, et nimetajas olev summa on tegelikult siindmuse A tGendosus,
mis on juba arvutatud.

2. Vaatame téaistoendosuse valemi néidet 2. Leiame toendosuse, et esimesest urnist voetakse
punane kuul tingimusel, et teisest voeti valge.
Olgu A = {teisest urnist voetakse valge}, C' = {esimesest urnist voetakse punane kuul}.
Eelnevast teame, et P(A4) = 13. Bayesi valem
P(AIO)P(C) 22 3

P(A) 10

3. Haruldase ja raske haiguse diagnoosimiseks kasutatakse teatavat meditsiinilist testi. Kui
inimesel on see haigus, siis 99-1 juhul sajast test seda ka néaitab. Kui aga inimesel seda
haigust pole, nditab test haigust iihel juhul sajast. Samas on haigus viga haruldane, olles
vaid iihel inimesel 100 000-st. Kirjeldatud testi pohjal diagnoositi inimesel haigus. Leida
toendosus, et inimene on haige.

Olgu H = {inimesel on haigus}, B = {diagnoos positiivne}. Bayesi valem

P(H|B) = PBIH)P(H) 100 * 0000 9 1
P(B|H)P(H) + P(B/H)P(H) . L "y 1 790000 = 9999999 ~ 1011

4. Oletame, et 20% elanikkonnast on vasakukéelised. Arreteeritud on vasakukéeline kahtlus-
alune. Uurija hinnangul on kahtlusalune siitidi tGenéosusega 0.5. Siis selgub, et kurit6é on
toime pannud vasakukéeline. Kui suur on niiiid téenéosus, et kahtlusalune on siitidi.

Olgu A = { kahtlusalune on stiiidi }, B = { stiiidlane on vasakukéeline }. Bayesi valem
P(B|A)P(A) 1-0.5 )

PR = B BAP@A) + PEAPA) 10510205 6
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5. Mounty Halli paradoks. Teleméngus on 3 kinnist kappi. Neist ithes on hinnaline auhind,
teistes pastakas. Méngija valib iithe kapi. Enne valitud kapi avamist avab saatejuht (Mounty
Hall) iihe kahest tilejadnud kapist ja seal on alati pastakas. Seejarel pakub saatejuht voi-
malust méngijal kappi vahetada. Kas tasub vahetada? Voi vahet pole?

Oletame niiiid, et pastakaid on kaht varvi: must ja sinine. Pérast méangija valikut avab
saatejuht alati selle kapi kus on pastakas. Kui aga on voimalik kahe kapi vahel, valib ta si-
nise pastaka toendosusega b. Seejérel pakub ta voimalust kappi vahetada. Méngija otsustab
jadda esialgse valiku juurde. Leida toendosus, et ta voidab auhinna, tingimusel, et ndhtud
pastakas oli sinine.
A = { valitud kapis on auhind }, S = { valitud kapis on sinine pastakas }, M = { valitud
kapis on must pastakas }, S’ = { méngija négi sinist pastakat }. Kui méngija kappi ei
vaheta, saab ta auhinna vaid siis kui kehtib A. Meid huvitav téendosus:
P(S'|A)P(A) b-

PAIS) = BT ) + P(S15)P(S) + PP 5 51 0-

= {Col—=
_l’_
—_
|—=
Il
o
_l’_
[a—

1.4.3 Soltumatud stindmused

Viga sageli on intuitiivselt selge, et iihe katse tulemus on téiesti soltumatu teise katse tulemusest.
Sellisel juhul on ka iga esimese katse tulemusega mé#ratud siindmus soltumatu teise katse tule-
musest soltuva stindmusega: stindmused on séltumatud. Soltumatute siindmuste A ja B korral ei
mojuta A toimumine voi mittetoimumine kuidagi B toimumist. Siit jareldub, et A toimumine ei
muuda B toimumise toendosust, st P(B|A) = P(B). Tingliku téenédosuse definitsioonist saame,
toodud vordus on ekvivalentne jargmise vordusega:

P(ANB)=P(A)P(B). (1.19)
Definitsioon 1.4.2 Sindmusi A ja B nimetatakse soltumatuteks, kui kehtib (1.19).
Markused:
1. Erinevalt tingliku toendosuse definitsioonist voib nii A kui ka B téendosus olla 0.
2. Kui A ja B on soéltumatud, siis on séltumatud ka stindmused:
(a) Aja B;
(b) Bja 4;
(c) Bja A.
Toestame (a). Olgu A ja B soltumatud. Siis
P(ANB)=P(B)-P(BNA)=P(B)(1-P(A)) =P(B)P(A).
Niitid (b) ja (c) jarelduvad vahetult.

3. Stindmus, mille toendosus on 0 voi 1 on soltumatu igast teisest siindmusest, kaasaarvatud
iseendast.
Toepoolest, olgu P(A) = 0 ja B suvaline siindmus. Veendu, et 0 = P(ANB) = P(A)P(B) =

0. Kui P(A) = 1, siis P(A) = 0, mistottu ka stindmus, mille tdenédosus on 1 on séltumatu
igast teisest siindmusest.
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4. Kui A ja B on soltumatud ja P(A) > 0 ning P(B) > 0, siis P(A|B) = P(A) ja P(BJA) =
P(B). Ulaltoodust jireldub, et sellisel juhul ka P(A|B) = P(A), P(A|B) = P(A) ning
P(A|B) = P(A).

Sageli informatsioon iihe siindmuse toimumise kohta suurendab voi vdhendab teise stindmuse
toimumise toendosust. Sel juhul on tegemist soltuvate ehk korreleeritud siindmustega.

Definitsioon 1.4.3 Sindmusi A ja B nimetatakse positiivselt korreleerituteks, kui P(A|B) >
P(A) ning negatiivselt korreleerituteks, kui P(A|B) < P(A).

Enam kui kahe siindmuse soltumatus defineeritakse jargmiselt.

Definitsioon 1.4.4 Sindmusi Ay, ..., A, nimetatakse soltumatuteks, kui iga arvu k € {2,3,...,n}
ja iga vorratust 1 < i1 < ig < ... < 1 < n rehuldava indeksite komplekt: korral kehtib vordus

Definitsioonist tuleneb, et kolm siindmust A, B ja C on téaielikult séltumatud, kui kehtivad
vordused

P(ANB) =P(A)P(B), P(ANC) =P(A)P(C), P(BNC) = P(B)P(C),
P(ANBNC)=P(AP(B)P(C).

Seega Aj, ..., A, on soltumatud, kui koik paarid A;, A; (i < j) on soltumatud, koik kolmikud
Ai, Aj A (i < § < k) on soltumatud, koik nelikud on soltumatud jne.

Ulesanne: Veeindu, et kui Ay, Co A, on soltumatud, siis on séltumatud ka stindmused By, . . ., By,
kus B; € {4;, A;}. (Naita, et Ay, Ao, ..., A, on soltumatud ja jarelda sellest koik muu).

Definitsioon 1.4.5 Sindmusi A1,..., A, nimetatokse paarikaupa soltumatuteks, kui koik
paarid A;, A; (1 <i < j<n)on soltumatud.

Kahe siindmuse korral langevad soltumatus ja paarikaupa soltumatus kokku. Uldiselt see nii pole:
soltumatud siindmused on ka paarikaupa soltumatud (miks?), kuid paarikaupa soltumatud siind-

mused ei pruugi soltumatud olla.

Maérgime veel, et 16pmatut hulka siindmusi {A,} (voib olla mitteloenduv) nimetatakse soltu-
matuteks, kui iga loplik alamhulk siindmusi on soltumatud.

Definitsioon 1.4.6 Olgu B mingi positiivse toendosusega stindmus, st P(B) > 0. Sundmusi
Ay, ..., A, nimetatakse tinglikult soltumatuks tingimusel et B on toimunud, kui iga arvu
ke€{2,3,...,n} ja iga vorratusi 1 < iy < iy < ... < i <n rahuldava indeksite komplekti korral
kehtib vordus

P(A;, N Ay, N...N A |B) = P(A;, | B)P(Ay,|B) ... P(A; | B). (1.21)

Seega tinglik soltumatus pole midagi muud kui soltumatus toendosusmoodu Q(A) = P(A|B)
korral.
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Niited: (soltumatud ja soltuvad siindmused)

1. Kaardipakist (52) voetakse 2 kaarti. Siindmused A = {voetud kaart on risti} ja B =
{voetud kaart on #ss} on soltumatud, sest

1 1 4
P(ANB)=— =

=13 =P(A)-P(B)

2. Miinti visatakse 2 korda, koik 4 tulemust on vordtoendolised. Siindmused A = { esimesel
miindil tuleb vapp }, B = { teisel miindil tuleb vapp } on séltumatud, sest

1 11
P(ANB)=P(vv) = 123 P({vv,vk}) - P({vv, kv}) = P(A) - P(B).
3. Téaringut visatakse 2 korda. Kas jargmised siindmused on séltumatud:
(a) A = { esimene vise on 4 }, B = { visete summa on 6 };
(b) A = { esimene vise on 4 }, B = { visete summa on 7 }.
Ez)) P(A NB) = 3—16, P(A) = % jaP(B) = 35—6. Et % : % # %, pole siindmused soltumatud.
ise.

4. Visatakse kaks korda miinti. Olgu A sindmus, et tuli kaks kulli, B; siindmus, et tuli
vahemalt iiks kull ning Bj siindmus, et esimesel viskel tuli kiri. Kuna
P(ANBy) P(A)

PLAlBy) = P(B1)  P(Bi)

INIUENE
w
> =

siis A ja B; on positiivselt korreleeritud (stindmuse B toimumine suurendab A toimumise
toendosust). Et A ja By on teineteist vilistavad siindmused, siis

P(A N BQ)
P(B,)

siis A ja Bs on negatiivselt korreleeritud siindmused.

P(A|By) = — 0 < P(4),

5. Visatakse kolm korda ausat miinti. Olgu siindmused A, B ja C defineeritud jargnevalt:
A = { esimesel ja teisel viskel tuleb kokku tépselt iiks vapp };
B = { esimesel ja kolmandal viskel tuleb kokku tépselt iiks vapp };
C = { teisel ja kolmandal viskel tuleb kokku tépselt iiks vapp };
Sel juhul

A = {vkk,vkv, kvk, kvv}, B = {vvk,vkk, kvv, kkv}, C = {vvk, kvk,vkv, kkv}.
Saame P(A4) = P(B) = P(C) = 1 ning
_|AnB|  |{vkk kvv}| 1

P(AnB) =40 e L L)
PMH@:%:PMW@)
P@ﬁ@:%:P@W@%

mistottu siindmuste paarid A ja B, A ja C' ning B ja C on koik soltumatud ja stindmused
A, B, C seega paarikaupa soltumatud. Et aga AN BNC = 0, siis P(ANBNC) =0 #
P(A)P(B)P(C) ning jarelikult sindmused A, B ja C ei ole soltumatud.
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6. Tehti n soltumatut katset. Igal katsel on voib siindmus toimuda v6i mitte toimuda. Siind-
muse toimumise toendosus on p. Toéendosus, et n-katsest toimus tapselt r stindmust on
leitav binoomjaotuse valemiga:

n!
- 1 _ n—r _ T T 1 _ n—’r' 122
RTp—T (1-p) Cpp' (1= p) (1.22)

Teame, et r slindmuse paigutuseks n katse jooksul on #lr)' voimalust. Need voimalused
on iiksteist vélistavad (miks?), seega otsitav toendosus on koikidele paigutusele vastavate
toensiosuste summa. Uks selline paigutus on jargmine: esimesel r katsel siindmus toimus,
ilejaddnutel mitte. Sellele paigutusele vastab stindmus A; N --- N A, N f_lr+1 N---NA,,
kus A; = {i-ndal katsel siindmus toimus }. Et katsed on soltumatud, on soltumatud ka
siindmused By, ..., By, kus B; € {A;, A;}. Seega

P(A N NANA g N--NA,) =P(Ay) - PA)P(Ay1) - P(A,) = p'(1—p)" .

Sarnaselt arutledes saame iga k siindmuse paigutusele sama toendosuse. Siit (1.22).
Oletame niiiid, et katsel on k£ voimalikku véljundit, nende toendosused olgu vastavalt
P1,...,pE. Naiteks, kui meid huvitab kas siindmus toimus voi ei toimunud, on k& = 2
ja toenéosused vastavalt p (stindmus toimus) ja 1 — p (siindmus ei toimunud). Eeldades, et
katsed on soltumatud ning arutledes samamoodi kui enne, saame: toenédosus, et n soltuma-
tul katsel tuleb viljund i n; korda, i = 1,...,k, ny + -+ + ni = n (jarjekorrast soltumata)
on leitav multinomiaaljaotuse valemiga:

n! - -
'an!pl ik (1.23)

n1!

7. Tagasipanekuga urni skeem. Intuitiivselt on selge, et tagasipaneku korral on urnist kuulide
votmised soltumatud katsed. Seda on loomulikult kerge kontrollida. Olgu urnis M kuuli,
tagasipanekuga voetakse n. Olgu iga i = 1,...,n korral S; C {1,..., M} mingi kuulide
alamhulk (ei pruugi olla 16ikumatud). Defineerime stindmused

A; = {i — ndal korral voeti kuul hulgastS;}.

Veendume, et siindmused A4; on soltumatud. Valime suvalise alamhulga A4;,, A,, ..., 4;, ja
leiame

S| - 1| - 1Si [ M™% 83| [Sia| [
P(AilﬂAiQQ. . ﬁAZk) = 2 i k = ]\41 . ]\42 e i = P(A“)P(Azz) .-

Siit saame meile juba tuntud seosed. Olgu urnis k erivarvi kuuli, esimest vérvi olgu M
kuuli, teist My kuuli, jne. My + --- + My = M. Vaatleme stindmusi Ag = {i-s kuul on

j-ndat vérvi }. Siin hulk S; on j-ndat vérvi kuulid ning P(Ag ) = % Teame, et suvaliste
varvide jarjestuse j1, j2, . .., jn korral on siindmused

J1 o pd2 j
Al ,A2 yeoy Alr

soltumatud. Néiteks siindmuse { esimesed n; kuuli on esimest varvi, jargmised ny kuuli on
teist varvi, ..., viimased ng kuuli on k vérvi} téendosus on

1 1 2 2 k k
P(A{n---nAL nA2 . 1n---nA N nAE L 0N Ak

n1+n2

P(A}) - PAT)P(AZ, 1) P(AZ, ) P(AS g, ) P(A) = (
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10.

11.

Ulaltoodud seos kehtib suvalise virvide viljavotmise jirjekorra korral (kui vaid n1, na, . .., ng
jaavad samaks). Et voimalikke jarjekordi on nl,”i'nk, saame siit jalle multinomiaaljaotuse

valemi:
n! (M1>n1 (Mk>nk
ni!onp! \ M M '

Tahistades p; = % saame iilaltoodud valemist valemi (1.23). Kui virve on kaks ja % =:p,
saame binoomjaotuse valemi (1.22).

. Miinti, mille korral kirja tulemise toendosus on p visatakse niikaua kui tuleb n-kirja voi

m vappi. Leida toendosus, et enne tuleb n kirja. Pane tdhele: selgumaks kas enne tuleb n
kirja voi m vappi, on vaja maksimaalselt n +m — 1 viset. Seda arvestades pane tdhele, et
vaadeldav iilesann on ekvivalentne jargmis lilesandega: leida toendosus, et n 4+ m — 1 viskel
tuleb vahemalt n kirja. Binoomjaotuse valemit kasutades veendu, et see toenédosus on

m+n—1
Y Cpap (L —p)y™n it

k=n

. Miinti, mille korral kirja tulemise toenéosus on p visatakse kuni esimese kirja tulemiseni.

Leida toendosus, et ldheb vaja rohkem kui n viset.
Miindivisked on soltumatud. Olgu A; = { esimene kiri tuleb i-ndal katsel }. Selle siindmuse
toendosus on (1 — p)*~'p (miks?) Otsitav siindmus on U2, | A;, selle tdendosus on

P(UZ, 0 A) = 3 P(A) =S (1—p)ip=(1—p)"
i=n-+1 i=n

Topsis on 2 miinti, esimese korral on kirja tGenédosus p; ja teise korral pa, p1 # p2. Voetakse
juhuslikult miint ja visatakse seda 2 korda. Olgu A; = { i-ndal viskel tuleb kiri }, i = 1, 2.
Olgu C = { voetakse esimene miint }. On selge, et pale miindi valikut on stindmused A;
ja Ag soltumatud, st

P(A; N A2|C) = P(A1|C)P(A2|C) = pi, P(A1N A|C) =P(A|C)P(A2|C) = p3.

Samas pole siindmused A; ja As s6ltumatud, sest

1 -1 p?+pi +
P(A1 N Ay) = P(A1 N A|C)5 + P(A1N A2/ C)5 = 1% £ P(A)P(Ay) = (& . P2y2.

Topsis on k + 1 miinti. Neist i-nda korral on kirja tulemise toendosus % Sealt topsist

voetakse juhuslikult miint ja visatakse seda n korda. Tulid ainul kirjad. Leida (tinglik)
taenaosus, et:

(a) voeti i-s miint (1 =0,...,k)

(b) jargmine vist tuleb samuti kiri.

Olgu C; = { voeti i-s miint }, A = {n esimest viset on kiri }, B = {jargmine vise on ka
kiri}.
(a) Bayesi valem

_ PUAIGP@) (G
P(Ci|A) = S PA|CHP(Cy) ; Zf:kl(li)n
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(b) Pérast seda kui miint on valitud, on visked tinglikult s6ltumatud, millest saame, et iga
i korral P(A N B|C;) = P(A|C;)P(B|C;). Sellest jéreldub, et

P(B|C; N A) = P(f(zﬁgf) - Pf(ggl)c") =P(BIC) = .
Valem (1.18)
" RN
P(B|A) = P(B|C;, N AP(C;|A) = — — = 4 .
(B = 2 PBIGOOPEIN =) ft (T~ Solir

Et suure k korral

k . 1 k . 1
1 2\ 1 1 g\ n+1 1
- v ~ nd — 7 - (7) ~ n+1d =
k;(k) /Ox Tt kZ k /Osc T T2

saame (suure k korral)
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Peatukk 2

Juhuslikud suurused

2.1 Juhuslik suurus, selle jaotusfunktsioon

2.1.1 Juhusliku suuruse definitsioon

Olgu meil antud téendosusruum (2, F, P). Sageli pakuvad meile huvi siindmused, mis on seotud
katsetulemustest soltuvate funktsioonide (ehk juhuslike suuruste) viartustega.

Niited: (elementaarsiindmuste funktsioonid, juhuslikud suurused)

1. Ausat miinti visatakse kolm korda. Vastav diskreetne tdenédosusruum on jargmine 2 =
{kkk,vkk, kvk, kkv, kvv, vkv, vok,vov}, F = 2 P(w;) = % iga i korral. Oletame, et meid
huvitab kirjade arv. Kirjade arv, tdhistame selle X, on jargmine funktsioon

0, kui w = vovv;
1, kui w € {kvv,vkv,vvk};
2, kuiw € {kkv,vkk, kvk};
3, kui w=kkk.

X:0—R, Xw)=

Siindmuse A = { tuleb vdhemalt 2 kulli } vo6ib niiiid kirjutada A = {w : X(w) > 2}.
Siindmuse B = { kolm korda tuleb vapp } voib niiiid kirjutada B = {w : X (w) = 0}.

2. Miinti, mille korral vapi toendosus on p visati n korda. Vastav diskreetne toenéosusruum
on niiiid Q = {(a1,...,a,),a; € {v,k}}, F = 2% P(ay,...,a,) = p"(1 —p)" ", kus r
on vektoris (aq,...,a,) olev v-de arv. Vappide arv on niitid funktsioon X : Q — R, kus
X(ay,...,an) =r, kui vektoris on (ai,...,a,) on tipselt » komponenti vordsed téhega v.

3. Oletame, et urnis on 20 nummerdatud kuuli. Neist voetakse tgasipanekuta kolm ning meid
huvitab voetud kolmikust maksimaalne number. Vastav diskreetne toendosusruum on niitid
Q={[i,j,k],1 <i<j<k<20}, F=22 P([i,j,k]) = C% ning meid huvitav funktsioon
on jargmine X ([7, 7, k]) = k. Siindmus { kolmest véljavéetuéopallist vihemalt iiks on rangelt
suurem kui 16 } avaldub jérgmiselt {w : X (w) > 16}. Siindmus { kolmest véljavoetud pallist
tikski pole suurem kui 10 } avaldub jargmiselt {w : X (w) < 10} = {w : X(w) € (—o0, 10]}.

4. Miinti, mille korral vapi tulemise toendosus on p visati esimese vapini. Vastav diskreetne
toendosusruum on niitid Q = {v, kv, kkv, kkkv,...}, F = 2% Pk---kv) = (1 — p)"p.

T

47



Visete erv esimese vapini on niiiid funktsioon X (k- --kv) = r + 1. Seega stindmus { miinti
visati rohkem kui 10 korda } on {w: X (w) > 10} = {w : X(w) € (10,00)}.

5. Olgu (92, F,P) suvaline (mitte ilmtingimata diskreetne) toendosusruum, A C F. Funkt-

sioon
1, kuiw € A;

La: Q= R, IA(“’):{ 0, kuiw ¢ A.

néitab kas siindmus toimub (1) voi ei toimunud (0).

6. Olgu (Q,F,P) = ([0,1], B]0, 1], ¢). Vaatleme funktsiooni X : Q +— R, kus

w, kuiw <0.5;
X(w)= { 1, kuiw > 0.5.

Funktsioon (a) néitab 16igul [0, 1] juhuslikult valitud punkti asukohta. Stindmus { juhus-
likult valitud punkt pole vaiksem kui 0.2 ja suurem kui 0.3 } = {w : X(w) € [0.2,0.3]} =
[0.2,0.3].

Funktsioon (b) néitab 16igul [0, 1] juhuslikult valitud punkti asukoha erinevust 16igu kesk-
punktist. Stindmus { valitud punkt pole 0.5-st kaugemal kui 0.1} = {w : X(w) < 0.1} =
{w: X(w) € (—00,0.1]}.

Funktsioon (c) néitab 16igul [0,1] juhuslikult valitud punkti asukohta juhul kui see pole
suurem kui 0.5; vastasel juhul néitab lihtsalt, et punkt on kaugemal kui 0.5. Stindmus {
valitud punkt on rangelt suurem 0.5-st } esitub {w: X(w) =1} = {w: X(w) € {1}}.

Négime, et meid huvitavad siindmused saab enamasti esitada kujul {w : X (w) € B} =: {X € B},
kus B on mingi R alamhulk. Et hulk {X € B} oleks ikkagi siindmus (st tema toendosust saaks
modta), peab kehtima: {X € B} € F. Monikord see kehtib koikide reaaltelje alamhulkade korral,
teinekord mitte koikide korral. Praktikas vajaminevad hulgad on Boreli hulgad. Siit definitsioon.

Definitsioon 2.1.1 Funktsiooni X : Q +— R nimetatakse juhuslikuks suuruseks, kui iga
Boreli hulga B € B korral {X € B} € F.

Seega, kontrollimaks kas mingi funktsioon X : Q — R on juhuslik suurus véi mitte, tuleb iga
Boreli hulga korral kontrollida kas ikka kehtib {X € B} € F. Praktikas on see pea voimatu.
Ounneks piisab kui kontrollime {ilaltoodud tingimust vaid hulkade (—oo, z], z € R korral.

Lemma 2.1.1 Funktsioon X : Q — R on juhuslik suurus parajasti siis, kui {w: X(w) <z} € F
iga x € R korral.

On selge, et kui X on juhuslik suurus, siis {w : X(w) < z} =: {X <z} € F iga = € R korral.

Teistpidise véite toestame kursuses Toendosusteooria 2 (vt TNT2 jéreldus 4.1).

Kas funktsioon X : € +— R on juhuslik suurus voi mitte, soltub nii funktsioonist kui ka
o-algebrast F . Juhul, kui F = 2 on iga funktsioon X juhuslik suurus (miks?). Néiteks disk-
reetsel toendosustruumi korral on iga funktsioon juhuslik suurus. Samas, kui F = {Q, 0}, on X
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juhuslik suurus parajasti siis, kui ta on konstantne, st X = ¢ (miks?). Seega konkreetne funkt-
sioon voib mone o-algebra korral olla juhuslik suurus, kuid mone teise korral aga mitte. Veendu,
et iilaltoodud néiites on koik funktsioonid juhuslikud suurused. Jérgnevas néiteid funktsioonidest
(ja o-algebratest), mis pole juhuslikud suurused.

Niited: (elementaarsiindmuste funktsioonid, mis pole juhuslikud suurused)

1. Olgu (2, F,P) toendosusruum, A C €. Siis T4 on juhuslik suurus parajasti siis, kui A € F.
Veendu selles.

2. Olgu F = {Q,0}. Funktsioon X : © — R on juhuslik suurus parajasti siis, kui mingi ¢
korral X = ¢, st Vw korral X (w) = ¢. Veendu selles.

3. Olgu Q = [0, 1], vaatleme funktsioone:
Xw)=w, X(w)= wza X(w) = 1[0,0‘3](“1)-
Veendu, et:

(a) need funktsioonid pole juhuslikud suurused, kui F koosneb jargmistest hulkadest:
illimalt loenduvad € alamhulgad ja hulgad, mille tdiendid on iilimalt loenduvad €2
alamhulgad;

(b) need funktsioonid pole juhuslikud suurused, kui F = {€,[0,0.5], (0.5, 1], 0};
(¢) need funktsioonid on juhuslikud suurused, kui F = B[0, 1].

Tihti pakuvad ka huvi juhuslike suuruste funktsioonid (niiteks X2). Oluline on teada, et iisna
iildistel eeldustel on ka need juhuslikud suurused.

Lemma 2.1.2 Olgu g : R — R tikiti pidev funktsioon ning X juhuslik suurus. Siis on ka
Y = g(X) juhuslik suurus.

See lemma toestatakse Toendosusteooria II kursuses (TNT2 lemma 4.2).

Kokkuvotteks: Toendosusruumil (2, F, P) antud juhuslik suurus on funktsioon X : Q — R,
mis rahuldab tingimust {X € B} € F iga B € B korral. Selliseid funktsioone nimetatakse
mootuvateks. Nii voib 6elda, et juhuslik suurus on téendosusruumil antud mootuv funktsioon.
Mootuvus tahendab, et hulgal {X € B} on toendosus P({X € B}), mida lihtsuse mottes tihis-
tame P(X € B). Hulgad

(=00, z], (—00, ), (x,0), [x,0), [a, b], (a,b), [a,b), (a, b]

on koik Boreli hulgad, seega juhusliku suuruse X korral leiduvad toendosused

P(X € (—0,2]) = P(X <z), P(X € (—x0,z))=PX <),
PX € (z,0)=P(X >z), P(Xe€[r,o0))=PX>uzx),
P(X €la,b) =Pla< X <b), P(X € (a,b)=Pla<X <)),
P(X €la,b)) =Pla< X <b), P(Xe€(ab])=Pla<X <h)
P(X € a,a]) =: P(X =a).
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2.1.2 Juhusliku suuruse jaotusfunktsioon
Definitsioon 2.1.2 Juhusliku suuruse X jaotusfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni

Flx)=P(X <z), z€eR.

Naiited: (juhusliku suuruse jaotusfunktsioon) Vaatleme iilaltoodud juhuslike suuruste néieid
ja lelame nende jaotusfunktsioonid.

1. Juhuslik suurus X on kirjade arv kolme ausa miindi viskel. Veendu, et

1 3
P(X:O):P(X:3)—§, P(le):P(X:2)2§
Seega jaotusfunktsioon on
0, kui z < 0,
i kui 0 <z <1,
Flz)=q3+3=3 kuil<z<2,
;+2=% kui2<z<3,
1 kui z > 3.

7

2. Juhuslik suurus X on vappide arv. Vastavalt binoomjaotuse valemile
PX=r)=Cp'1-p"",
millest jaotusfunktsioon

[z] =]
Fla)=) P(X=r)=) Cip'(1-p)" "
r=1

r=1

3. Juhuslik suurus X on 20-st nummerdatud pallist tagasipanekuta véaljavoetud kolmiku suu-
rim number. Veendu, et

2
Cifl

P(X =1) = c3,

i=3,...,20,

mistottu
lz]

1 2
Fr) = 3 Zci—l‘
20 =3
4. Juhuslik suurus X on visete arv esimese vapini. Siin

PX=i)=1-p)tp, i=12,....

Jaotusfunktsioon on

[z z
Py =30y Y= 2 EEPUE 0P gy
=1




5. X =14 SimP(X =1)=P(A), P(X =0) =1— P(A) ja jaotusfunktsioon on

0, kui x < 0,
Flz)=¢1-P(A) kui0<z<l1,
1 kui x > 1.

6. Siin (Q, F,P) = ([0, 1], B[0, 1], 0).

(a) Juhuslik suurus X (w) = w. Seega iga = € R korral P(X = z) = 0. Jaotusfunktsioon

0, kuiz <0,
Flz)=P(X <z)=P{w: X(w) <z} =£(0,2]N[0,1]) =qx, kui0<z<1,
1 kuiz>1.

(b) Juhuslik suurus X (w) = |w — 0.5]. Iga > 0 korral
{w: X(w) <z}={w:|X(w)—-0.5] <z} =(05-=z0.5+zN]0,1]),
millest jaotusfunktsioon

0, kuixz <0,
F(z) =405 - 2,054+ 2] N[0,1]) = < 22, kui 0 <z < 0.5,
1 kui z > 0.5.

(¢) Juhuslik suurus

< 0.5
X(w):{ w, kuiw <0.5;

1, kuiw > 0.5.
Niitid, kui z < 1, siis {X <z} = [0,2]N]0,0.5], kui = > 1, siis {X < a2} = Q, mistottu
0, kuix<0,

kui 0 < z < 0.5,

0.5 kui0.b<x<1,
kui x > 1.

Jaotusfunktsiooni omadused. Koikidel jaotusfunktsioonidel on mitmeid iihiseid omadusi.

Lemma 2.1.3 Olgu X juhuslik suurus ning F tema jaotusfunktsioon. Siis kehtivad jirgnevad
omadused.

1. 0 < F(z) <1 iga z € R korral.
2. F on monotoonselt kasvav: kui x1 < 2, siis F(x1) < F(x2).
3. Kehtivad piirvddrtused

lim F(z)=0, lim F(x)=1.
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4. F on paremalt pidev:

5. Kehtib vordus

0. Kehtib vordus

Toestus.
1. Ilmne (miks?)
2. Jareldub P monotoonsusest ja sellest, et kui x1 <z, siis {X < z1} C {X < zo}.

3. F monotoonsusest (omadus 2) piisab, kui nditame, et F'(n) — 1 ja F(—n) — 0, kuin — oo
(miks?). Defineeri A, :={X < n}, B, :={X < -n},n=1,2,.... Veendu, et U, A4, =
ja Np By, = 0. Toendosuse pidevusest jarelda niitid, et

F(n)=P(A,) — 1, F(-n)=P(B,) — 0.

4. Olgu z,, \, a monotoonselt piirvadrtuseks a koonduv jada (st z, > xp41 > -+, T — a).
Veendu, et N, {X < x,} = {X < a}. Toendosuse pidevus: F(z,) = P(X <=z,) - P(X <
a) = F(a).

5. Olgu a < b. Kehtib {a < X <b} = {X < b} — {X < a} (miks?). Téenédosuse 6. omadus:
Pla<X <b)=P(X <b) —P(X <a)=F(b)— F(a).

6. Olgu z,, /" a (st zp, < xpy1 < ---, x, — a). Veendu, et
{X =a} =Np{z, < X <a} =N {X, € (zp,al}.
Toendosuse pidevus ja 5.:

P(X =a)= liVILn Pz, < X <a)= lign (F(a)—F(zn)) = F(a)—lignF(mn) = F(a)—;i}l}z F(z).

2.1.3 Juhuslike suuruste liigid
Diskreetsed juhuslikud suurused.

Definitsioon 2.1.3 Juhuslikuks suurust X : € +— R nimetatakse diskreetseks, kui X omab
ilimalt loenduva arvu erinevaid vddrtusi, st X (w) € {z;, 1 € I}, kus I on dlimalt loenduv (st
loplik voi loenduv hulk).

Enamasti on diskreetse juhusliku suuruse viartused kas tdisarvud, voi naturaalarvud ehk lihtsalt
moni 1oplik hulk. Muidugi on diskreetne ka selline juhuslik suurus, mille vaartused on ratsio-

nalarvud. Iga diskreetsel toendosusruumil defineeritud funktsioon on diskreetne juhuslik suurus
(miks?)



Niited: (diskreesed juhuslikud suurused) Ulaltoodud néited 1,2,3,4,5.

Definitsioon 2.1.4 Diskreetse juhusliku suuruse X jaotuseks nimetatakse paaride komplekti
{(xi,pi)}, kus {z; : i € I} on juhusliku suuruse X vddrtuste hulk ning p; = P{w : X(w) = x;}).

Tihti esitatakse diskreetse juhusliku suuruse jaotus jaotustabelina, mis igale juhusliku suuruse
voimalikule viartusele x; seab vastavusse vastava toendosuse p;:

1’1‘%2‘1’3‘%4‘-”
pr|p2|ps|pal--

Naiited: (jaotustabel)

1. Olgu X kirjade arv ausa miindi kolmel viskel (iilaltoodud néaide 1). Jaotustabel

2. Olgu X vappide arv sellise miindi n korda viskamisel, kus vapi tulemise toendosus on p
(illaltoodud néide 2). Jaotustabel

oolH O
ooley =

0o | 1 | 2 | 3 - | r o] n

(1—p) | np(l —p)" ' | Cop?(M—p)" 2 | Cap*(1—p)" 2 | -~ | Crp"(L=p)" " | -+ | p

3. Olgu urnis 5 valget ja 3 punast kuuli. Urnist valitakse korraga 3 kuuli, X on saadud valgete
kuulide arv. Et ' A
ci-c3

P({X = 7’}) = Cg,

, 1=0,1,2,3,

siis jaotustabel

4. Olgu X on 20-st nummerdatud kuulist tagasipanekita kolme kuuli viljavotmisel saadud
suurim number (iilaltoodud néide 3). Jaotustabel

345 || 7 |- ]20
1 3 | C3 ‘03_1 ‘Cfg
Ch | Ch | G | | e

5. Olgu X miindi visete arv esimese vapini, vapi tulemise toendosus on p (iilaltoodud néide
4). Jaotustabel

1 2 | 3 | 4 |-
plpA—p) [pA-p)?[pA-p?°]|-

6. Olgu X = 14, kus A € F. Jaotustabel



0o | 1
1-P(4) | P(4)

Kui X on diskreetne juhuslik suurus jaotusega {(z;, p;)}, siis iga hulga B C B(R) korral

P(X € B)=P({w: X(w) € B}) = P(Uppyen {w: X(w) = 2;}) = AZ P(X =)= AZ pi-
1z, €B ZiIieé.l)
Seega

Y pi=P(XeR)=P(Q) =1
i
Véttes B = (—o0, x], saame, et diskreetse juhusliku suuruse jaotusfunktsioon on kujul

F(z)=P(X € (—o0,z]) = Z Di-

i <x

Seega diskreetse juhusliku suuruse jaotusfunktsioon on tiikiti konstantne, omades katkevusi ai-
nult punktides x;, mille korral p; = P(X = i) > 0, kusjuures nendes punktides jaotusfunktsiooni
vaartus suureneb suuruse p; vorra. Seetottu on jaotusfunktsioon iiheselt maaratud jaotusega
{(x4,p:i)}. Veendu, et iilaltoodud néidate korral see téepoolest on nii.

Olgu g : R +— R mingi funktsioon ja X diskreetne juhuslik suurus jaotusega {(x;,p;) : ¢ € I'}. Siis
funktsioon ¢g(X) : Q — R on alati diskreetne juhuslik suurus (isegi kui g pole tiikati konsantne),
sest g(X) véartuste hulk sisaldub X véértuste hulgas. Juhusliku suuruse g(X) vaartuste hulk on

{9(z;) :i € I}.

Naiide: (diskreetse juhusliku suuruse funktsioon). Olgu X kirjade arv ausa miindi kol-
mel viskel. Vaatame funktsioone g(z) = 22 ja

0, kuix < 2.5;
J(@) = { 1, kuiz>2.5.
Siis g(X) jaotus on
0[1]4]9
I ‘ 313 ‘ I
8181818
ja f(X) jaotus on
LU
0.5 0.5

Pidevad juhuslikud suurused.

Definitsioon 2.1.5 Juhuslikku suurust X nimetatakse pidevaks, kui tema jaotusfunktsioon on
esitatav kujul

Pla) = /_OO £(s) ds

mingi funktsiooni f : R — [0,00) korral. Funktsiooni f nimetatakse juhusliku suuruse X (teine-
kord ka jaotusfunktsiooni F') tihedusfunktsiooniks (ka tiheduseks).



Et integraal iilemise raja funktsioonina on pidev, siis pideva juhusliku suuruse jaotusfunktsioon
on pidev funktsioon. Tegelikult on tal isegi tugevam omadus: F' on absoluutselt pidev. Absoluutne
pidevus tahendab, et iga € korral leidub § > 0 nii, et kui Zle |z —yi| <6 (k=1,2,...), siis
Zle |F'(z;) — F(y;)] < e. Absoluutsest pidevusest jéreldub pidevus (kuidas?). Saab niidata, et
jaotusfunktsioonil F' on tihedus parajsati siis, kui ta on absoluutselt pidev, pidevusest iiksi jadb
vaheks: leidub pidevaid jaotusfunktsioone, millel puudub tihedus.

Seega sona "pidevus"tdhendab jaotusfunktsiooni absoluutset pidevust, mitte juhusliku suuruse

kui funktsiooni pidevust .

Naiited: (pidevad juhuslikud suurused) Olgu (2, F,P) = ([0, 1], B[0, 1], ¢). Vaatleme funkt-
siooni X : ) — R, kus

1. X(w) = w. Teame, et X jaotusfunktsioon on

0, kuiz <0,
Flz)=qz, kui0<z<l,
1 kuiz>1.
Veendu, et .
F) = [ (s,
—00
kus

£(s) = { 1, kuise€]l0,1];

0, mujal.

Seega X on pidev juhuslik suurus tihedusfunktsiooniga f. Pane tahele, et tihedusfunktsioon
pole iiheselt madratud; ka funktsioon

o(s) = { 1, kuise(0,1);

0, mujal.

on X tihedusfunktsion. Veendu, et funktsioonil ¥ (w) =1 — w on sama jaotus- ja tihedus-
funktsioon.

2. X(w) = |w — 0.5]. Niiiid jaotusfunktsioon

0, kuix<0,
F(z) =42z, kui0<z<0.5,
1 kui z > 0.5.

Veendu, et ;
F) = [ (),

kus

. 17.
£(s) :{ 2, kuisel0,3];

0, mujal.



3. X(w) = 4w?. Veendu, et

0, kui x < 0;
Fla) = P(X <o) = ({w e [0,1] : 4 <a}) = { V2, kui0<ao<d:
1, kui z > 4;

Veendu, et tihedusfunktsioon on

0, mujal.

f(s)_{ T kuis € (0,4);

Veendu, et tihedusfunktsioon on iilalt tokestamata.

4. X(w) = e“. Veendu, et
0, kui z <1;
F(z)=< Inz, kui0<z<e
1, kui z > e;

ning tihedusfunktsioon on
kui s € [1,€];

1
f(s) = { 6, mujal.

5. Olgu
2w, kuiw <

o -{ % 0

Leia tihedus ja jaotusfunktsioon.

)

IS,

(Tihedusfunktsioon
3, kuise€[0,3];
f(s) =< 2s kuise(3,1];
0, mujal.

)

Jaotusfunktsiooni omadustest jarelduvad tihedusfunktsiooni jargnevad omadused:

Lemma 2.1.4 Olgu X pidev juhuslik suurus tihedusfunktsiooniga f. Siis kehtivad jirgnevad
omadused:

1. kehtib vordus

/_Zf(-%’)dw:l,

2. kui F on diferentseeruv punktis x ja f on pidev punktis x, siis f(x) = F'(z),
3. P(X =2x) =0 iga x € R korral.

4. suvaliste reaalarvude a < b korral kehtivad vordused

b
P(€ (a,b)) =P(X € [a,b)) = P(X € (a,b]) = P(X € [a,]]) :/ f(z)dz.



Toestus.
1. limy oo F(z) =1
2. teada kursusest mat. analiiiis (integraal iilemise raja funktsioonina)
3. Jaotusfunktsiooni omadus 6.
4. Jaotusfunktsiooni omadus 5.

|
Seega pideva juhusliku suuruse iga vaartuse téendosus on 0 .

Olgu ¢ : R — R mingi funktsioon ja X pidev juhuslik suurus tihedusfunktsiooniga f. Pane téhe-
le: g(X) ei pruugi olla pidev juhuslik suurus isegi kui g on tiikati pidev . Toepoolest, kui X on
néites 1 vaadeldud juhuslik suurus ja

(z) = —1, kuix <04
I =017, kuiz > 04.

siis g(X) on diskreetne juhuslik suurus jaotustabeliga

-1 17
0.4 0.6

Teoreem 2.1.6 Olgu g : R — R rangelt monotoone ja diferentseeruv (seega pidev) funktsioon.
Siis Y = g(X) on pidev juhuslik suurus tihedusfunktsiooniga

)R )], kuiy = g(x) mone x korral;
Frly) = { 0, v mugal.

TGestus. Olgu g(R) = (a,b), st iga y € (a,b) korral leidub z € R nii, et g(x ) . Oletame,
et g monotoonselt kasvav. Siis ¢! : (a,b) — R on ka monotoonselt kasvav ja -4 i ( ) > 0 iga
y € (a,b) korral. Tuleta meelde muutuja vahetus integraalis: iga y € (a,b) korral

)
[ oo @i= [T s

Tdepoolest, tihistades s = g~ !(z), saame ds = d%gfl(z)dz. Leiame juhusliku suuruse Y = g(X)

jaotusfunktsiooni. Olgu y € (a, b). Siis

Fy(y) = P(Y<y) P(g(X) <y) = P(X<g ') = Fx(9 ' (y))
:/_g ds—/ g™ dz ~H(2)dz.

fr(z) = { g(g_l(z))dd,ég_l(z), kui z € (a,b);

, mujal.

Defineerime

o7



Niiiid: kui y € (a,b), siis

i) = [ 1@ g @ = [ v = [ e
Kui y < a, siis y
Fy(y) =P(Y <y)=P(g(X)<y)=0= 3 fy(2)dz.

Kui y > b, siis

b Y
Fy(y) = P(Y <) = P(g(X) <y) =1 = / fy(2)dz = / fr(2)dz.

Seega monotoonselt kasvava g korral on teoreem toestatud. Monotoonselt kahaneva g korral on
toestus sisuliselt sama. m

Naide: Olgu X tihedusega f pidev juhuslik suurus, a # 0 ja b olgu konstandid. Siis aX + b
on pidev juhuslik suurus tihedusega

o) = (2= L

a ’la

Integreerimise ja diferentseerimise vahekorrast*. Analiiiisist on teada jirgmine tulemus:
Olgu f on 16igul [a, b] antud pidev funktsioon. Siis kehtivad seosed

1. Kui ja F on selline funktsioon, et

F(x)— F(a) = /I f(s)ds, (2.2)

siis F' on 16igul [a, b] diferentseeruv ning iga x € [a, b] korral kehtib seos:

2. Kui iga z korral kehtib (2.3), siis kehtib (2.2).

See tulemus kehtib ka pératute integraalide korral, millest saame (vottes a = —oo ja F/(—o0) = 0)
seosed:

1. Kui jaotusfunktsioonil F' on pidev tihedus, st f on pidev ja

)= [ (), (2.4)
siis F' on igas punktis diferentseeruv ning kehtib seos: iga x korral
F'(w) = f(a). (2.5)

2. Kui iga z korral kehtib (2.5) ja f on pidev, siis kehtib (2.4), st f = F" on F tihedus.



Négime, et enamasti aga tihedus pole pidev, samuti pole F' igas punktis diferentseruv. Kas ja
kuidas ildistuvad iilaltoodud viited?

1. Kui jaotusfunktsioonil F' on tihedus, st leidub f nii, et kehtib (2.4), siis leidub punktihulk
A C R, mille pikkus on 0 (naiteks A koosneb loplikust arvust punktidest) nii, et funktsioonil
F on tuletis iga x € A korral, kusjuures kehtib (2.5). Teisisonu, voib leiduda punkte x nii,
et (2.5) ei kehti, kuid neid on nii vihe, et nende hulga pikkus on 0. Enamasti on selliseid
punkte ilimalt loenduv hulk. Kui tihedus f on punktis x pidev, siis sellise « korral (2.5)
kehtib (sellest ei jareldu, et kui tuletis on punktis x pidev, siis ta vordub tihedusega, sest
viimane pole ju iiheselt médratud).

2. Oletame niiiid, et leidub mingi funktsioon f ja punktihulk A C R, mille pikkus on 0 nii,
et (2.5) kehtib iga z € A korral. Kas f on tihedus, st kas kehtib (2.4)? Vastus on eitav.
Toepoolest, diskreetse juhusliku suuruse jaotusfunktsioon on diferentseeruv igas punktis,
valja arvatud juhusliku suuruse voimalikud véartused. Voimalike vaartuste hulk on iilimalt
loenduv, seega selle hulga mo6t on 0. Seega leidub fuktsioon f(z) = 0 ja punktihulk A nii,
et A pikkus on 0 ja iga x € A korral F'(z) = f(z) = 0. Kindlasti ei kehti siis (2.4).
Antud kontrandites F' polnud pidev. Selgub aga, et saab konstrueerida pideva jaotusfunkt-
sioni F' nii, et leidub mingi funktsioon f ja punktihulk A C R, mille pikkus on 0 ning (2.5)
kehtib iga z € A korral, kuid f pole F tihedus (st (2.4) ei kehti).

Selgub, et jaotushinktsioonil on tihedus (st mingi f korral kehtib (2.4)) parajasti siis, kui
ta on absoluutselt pidev. Seega: juhuslik suurus X on pidev parajasti siis, kui tema jaotus-
funktsioon on absoluutselt pidev.

Funktsiooni F’ absoluutset pidevust on praktikas raske kontrollida. Toome kaks kriteeriumi,
mille abil praktikas saab kontrollida kas jaotusfunktsioonil F' on tihedus:

(a) Kui jaotusfunktsioonil F' on igas punktis tuletis, st F’(x) leidub iga = € R korral, siis
F’ on F tihedusfunktsioon. [See tuleneb asjaolust, et jaotusfunktsiooni kui monotoon-
se funktsiooni tuletis on alati inegreeruv (Billingsley Thm. 31.2), mittemonotoonsete
funktsioonide tuletis ei pruugi alati integreeruv ollal;

(b) Oletame, et leidub mingi funktsioon f ja punktihulk A C R, mille pikkus on 0 nii, et
(2.5) kehtib iga x € A korral. See on praktikas enamjaolt ette tulev olukord. Teame,
et f {ildiselt ei pruugi olla tihedus. Kui aga kehtib ffooo f(z)dz =1, siis f on tihedus,

t (2.4). [See tuleneb Lebesgue’i dekompositsioonist (Billingsley Thm. 31.8)].

Juhuslikud suurused, mis pole diskreetsed ega pidevad. Vaatleme juhslikku suurust X
jaotusfunktsiooniga

0, kuixz<0,
kui 0 <z < 0.5,
0.5 kui0.5b<z<1,
kui z > 1.
Veendu, et X pole ei pidev ega diskreetne juhuslik suurus (miks?). Kuigi aines Toendosusteoo-

ria I tulevad ette eelkoige pidevad ja diskreetsed juhuslikud suurused, on viga palju selliseid
juhuslikke suurusi, mis pole ei diskreetsed ega pidevad. Enamasti saab selliste juhuslike suuruste



jaotusfunktsiooni F' esitada kujul:
F(z) = aFy(z) + (1 — a)Fy(x), Ve,

kus F, on mingi pideva juhusliku suuruse jaotusfunktsioon, F; on mingi diskreetse juhusliku
suuruse jaotusfunktsioon ning a € (0,1). Ulaltoodud niites

0, kuix <D0, 0. kuiz <l

, ul x ,

Fo(z)=142z kui0<z<0.5,), Fd(oc)z{1 iz > 1.
1 kui z > 0.5.

ning a = 0.5. Veendu selles.

Kokkuvotteks: Juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon on funktsioon F(z) = P(X < z) =
P(X € (—oo,x]). Igal juhuslikul suurusel on jaotusfunktsioon, mis on paremalt pidev, mit-
tekahanev ning rahuldab tingimusi lim, o F(x) = 1, lim,—_ F(z) = 0. Iga a < b korral
P(a < X <b)=F(b) — F(a).

Kui juhuslikul suurusel on iilimalt loenduv arv véértusi, on ta diskreetne. Diskreetse juhusliku
suuruse jaotusfunktsioon on tiikati konstante, funktsiooni katkevuspunktid on juhusliku suuruse
vaartused. Katkevuspunktis x; teeb jaotusfunktsioon "hiippe", mille pikkus on p; = P(X = ;).
Diskreetse juhusliku suuruse jaotusfunktsioon on méaaratud paaridega (z;, p;), kus {z;} on juhusli-
ku suuruste voimalike vadrtuste hulk. Tihti esitatakse paarid (z;, p;) jaotustabelina. Jaotustabeli
ja jaotusfunktsiooni vahel on {iksiihene vastavus: teades iht on voimalik rekonstrueerida teine.
Juhuslik suurus X on pidev, kui leidub mittenegatiivne funktsioon f : R + [0,00) nii, et X jao-
tusfunktsioon F rahuldab tingimust: F(z) = [*_ f(s)ds iga x korral. Funktsiooni f nimetatakse
juhusliku suuruse X (jaotusfunktsiooni F) tiheduseks. Juhuslik suurus X on pidev parajasti siis,
kui tema jaotusfunktsioon F' on absoluutselt pidev. Kui f on X tihedus, siis iga a < b korral
kehtib P(X € [a,b]) = P(a < X <b) = f;f(s)ds. Pideva juhusliku suuruse korral iga vidrtuse
toendosus on 0, seega P(a < X <b) =Pla< X <b)=P(a < X <b) =P(a < X <b). Tihe-
dus f pole iiheselt méaratud: muutes funktsiooni f iihes punktis ei muuda me iihtegi integraali
ja seega muudetud funktsioon on ka tihedus. Kui leidub pidev tihedusfunktsioon, on see iihene.
Kiill aga méérab tihedusfunktsioon iiheselt jaotusfunktsiooni. Pideva tihedusfunktsiooni f korral
kehtib F’(z) = f(z) iga z korral. Uldiselt (mittepideva) tihedusfunktsiooni korral kehtib viimane
seos enamike x-de korral (va pikkusega 0 hulk). Millal on jaotusfunktsioon absoluutselt pidev,
st leidub tihedus? Kui jaotusfunktsioonil on iga x korral tuletis (mis ei pruugi olla pidev) on
see tema tihedusfunktsioon. Kui jaotusfunktsioonil on enamike z-de korral (va pikkusega 0 hulk)
tuletis, mis integreerub iiheks, on see tuletis tema tihedusfunktsioon (soltumata sellest kuidas
see funktsioon on defineeritud iilejaéanud punktides).

Enamike juhuslike suuruste jaotusfunktsiooni F' saab esitada kujul F' = aF, + (1 — a)Fy, kus
F, on mingi pideva juhusliku suuruse jaotusfunktsioon, F; on mingi diskreetse juhusliku suuruse
jaotusfunktsioon ning « € [0, 1]. Kui @ = 1, on F pideva juhusliku suuruse jaotusfunktsioon, kui
a = 0, on F diskreetse juhusliku suuruse jaotusfunktsioon, kui o € (0, 1), pole vastav juhuslik
suurus ei diskreetne ega pidev.
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2.2

Juhusliku suuruse keskvaartus ja dispersioon

2.2.1 Keskvaartus

Kuni aksiomaatilise toendosusteooria loomiseni késitleti eraldi diskreetseid ja pidevaid juhuslikke
suurusi, andes nendel juhtudel erinevad definitsioonid samadele matemaatilistele moistetele (nt
keskvédrtus, dispersioon jne). Osutub aga, et tegelikult on voimalik enamik definitsioone tuua ja
tulemusi toestada nii, et need kehtiksid samaaegselt igat tiitipi juhuslike suuruste korral. Nimelt
saab néidata, et iga toendosusruumi (€2, F,P) korral on voimalik defineerida nn Lebesgue’i
integraal moodu P suhtes

[x@ P

millel on tavalise integraaliga sarnased omadused:

Positiivsus: kui juhuslik suurus X on mittenegatiivne, siis integraal on mittenegatiivne: kui
X (w) > 0 iga w korral, siis [ X (w)P(dw) > 0.

Lineaarsus: summa integraal on integraalide summa, konstantse teguri voib integraali ette
tuua: kui X ja Y on juhuslikud suurused, millel eksisteerib Legesgue’i integraal ning a ja
b on reaalarvud, siis

/(aX(w)+bY(w))P(dw) —a/X(w)P(dw) +b/Y(w)P(dw).

Siit jareldub (kuidas?) jargmine omadus: kui Xi,..., X, on loplik arv juhuslikke suurusi,
millel leidub Lebesgue’i integraal. Siin suvaliste reaalarvude a1, ..., a, korral on ka juhus-
likul suurusel a1 X7 + - - - a, X, Lebesgue’i integraal, kusjuures

/ (a1 X1 (W) + -+ + Xp(w))P(dw) = a1 /Xl(w)P(dw) + an/Xn(w)P(dw). (2.6)

Kooskola "pindala” arvutamise omadusega. Olgu juhuslikul suurusel X on ainult 16plik arv
vaartusi {x1,...,zy}. Sellise juhusliku suuruse saab alati esitada kujul

N
X = sz La;,, kus Ai={w:X(w)=ux}
i=1
Sellise juhusliku suuruse Lebesgue’i integraal on
N N
/X(w) P(do) =3 2 P(A) = 3 2 P(X = 22). 2.7)
i=1 i=1

Toodud valem iildistub jargmiselt. Olgu juhuslikul suurusel X on loenduv arv vairtusi
x1, X2, ... Sellise juhusliku suuruse saab alati esitada kujul

oo
X:Ziﬁi'IAi, kus A; ={w: X(w) =z}
i=1
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Kui
o0
Z|$1’P( Z|$Z|P = ;)
i=1

on funktsioonil X Lebesgue’i integraal olemas ja see avaldub

/X ) dP(w Zazz (Ai) =D zP(X = ). (2.8)
=1

e Kooskola Riemanni integraaliga: kui = [a,b] (voi (a,b), [a,b), (a,b]), F = Bla,b] (voi
B(a,b),Bla,b), B(a,b]), P = ¢ ning juhuslik suurus X on Riemanni mottes integreeruv, siis

/ X (w) Pldw) = / X (). (2.9)

Niited: (Lebesgue’i integraal) Vaatleme meile juba tuttavaid néiteid juhuslikest suurusetst.

1. Ausat miinti visatakse kolm korda. Vastav diskreetne toendosusruum on jérgmine ) =
{kkk,vkk, kvk, kkv, kvv, vkv, vk, vov}, F = 292, P(w;) = % iga i korral. Oletame, et meid
huvitab kirjade arv. Kirjade arv, tdhistame selle X, on jargmine funktsioon

kui w = vowv;
kui w € {kvv, vkv,vvk};
kui w € {kkv, vkk, kvk};
kui w = kkk.

X:0—R, Xw)=

W~ o

Juhusliku suuruse X voime esitada kujul

X=0- I{vvv} +1- I{kvv,vkv,vvk} +2- I{kkv,vkk,kvk} +3- I{kkk}

Vastavalt valemile (2.7) saame

/X(w)P(dw) =0-P({vvv}) + 1-P({kvv,vkv,vvk}) + 2 - P({kkv,vkk, kvk}) + 3 - P({kkk})

3,6,3_12_ 3
2

+o4
8 88 8

2. Miinti, mille korral vapi tulemise toendosus on p visati esimese vapini. Vastav diskreetne
toendosusruum on nitiid Q = {v, kv, kkv, kkkv,...}, F = 2% P(k---kv) = (1 — p)'p.

T
Visete arv esimese vapini on niiiid funktsioon X (k- --kv) = r + 1, mille voib esitada kujul

X=1-Itpy + 2 Iy + 3 Iippoy + 4 Lkkroy + -

Vastavalt valemile (2.8), saame X Lebesgue’i integraali

/ X(@)P(d) = LP({v})+2.P(({ko}) + 3P (ko)) +4P({kkko}) - = > r(1p
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3. Olgu (2, F,P) suvaline (mitte ilmtingimata diskreetne) téendosusruum, A € F. Vaatleme
juhusliku suurust X = I 4, mille voime kirjutada

X=1-Ip+0-14.

Vastavalt valemile (2.7) saame
/X(w)P(dw) =P(4).

4. Olgu (,F,P) = ([0, 1], B[0, 1], ¢). Vaatleme funktsiooni X : Q — R, kus
(a) X(w) =w;
(b) X(w) = |w -
()

lw —0.5];

w, kuiw <0.5;
X(w) = { 1, kuiw>0.5.

Funktsioon (a) on 16igul [0, 1] Riemanni mottes intgreeruv, seega (2.9)

/X@W@AZAEWMWZAZWZ;

Funktsioon (b) on 16igul [0, 1] Riemanni mottes intgreeruv, seega

! 05 ! 1 1 1 1
X(w)P(dw) = w—0.5ldw = b= —058)dw=~-—-+-"—-=="_,
/ (w)P(dw) /0 \ 0.5|d /0 (0.5 w)dw—l—/oﬁ(w 0.5)d 1 8+4 S =1

Ka funktsioon (c¢) on Riemanni moéttes intgreeruv, mistottu

1 0.5 1 1 1 5
/X(w)P(dw) = / X(w)dw = / wdw —i—/ dw =<+ - =-.
0 0 0.5 8 2 8

Definitsioon 2.2.1 kui juhuslikul suurusel X on on Lebesque’i integraal moodu P suhtes (st X
on Lebesgue’i mottes integreeruv), siis selle juhusliku suuruse keskvdadrtus on arv

Exz/m@mmy

Selle integraali tdpne defineerimine ja integreeruvuse tingimuste lahtiseletamine toimub kursuses
Toendosusteooria II.

Seega keskvadrtusel on koik Lebesgue’i integraali omadused. Sonastame need teoreemina.

Teoreem 2.2.2 (Keskvddrtuse omadused) Alljargnevas oletame, et koikidel juhuslikel suurustel
leiduvad loplikud keskvddrtused.

1. Kui juhuslik suurus X on mittenegatiivne, siis tema keskvdadrtus on samuti mittenegatiivne:
kui P(X > 0) =1 (nditeks X(w) > 0 iga w korral), siis EX > 0.
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2. Keskvddrtus on monotoone. Kui X ja'Y on loplike keskvadrtustega juhuslikud suurused ja
P(X <Y) =1, (nditeks X (w) <Y (w) iga w korral), siis EX < EY .

3. Kekkvadrtus on lineaarne. Kui X ja 'Y on keskvddrtust omavad juhuslikud suurused ning
a ja b on suvalised reaalarvud, siis

E(aX +bY) = aEX + bEY.

Uldisemalt, kui X;, i =1,...,n on keskvidrtust omavad juhuslikud suurused ning a;, i =
1,...,n on suvalised reaalarvud, siis

n

=1

i=1
4. Kui mingi reaalarvu ¢ korral kehtib P(X = ¢) = 1, siis EX = c.
5. Kui P(X >0) =1, siis EX = 0 parajasti siis, kui P(X =0) = 1.
0. Juhusliku suuruse keskviadrtus on tema vdikseima ja suurima vdadrtuse vahel:

inf X(w) < EX < sup X(w)
weh weN

7. Keskvddrtuse absoluutvddrtus on ei ole suurem absoluutvddrtuse keskvadrtusest

|EX| < E|X]|.

Enamasti juhuslik suurus kui funktsioon pole meile teada, kiill aga on teada juhusliku suuruse
jaotusfunktsioon (niiteks jaotustabel voi tihedusfunktsioon). Selgub, et sellest piisab keskvéér-
tuse arvutamiseks: juhusliku suuruse keskvaartus soltub ainilt tema jaotusfunktsioonist . Seega,
kui kahel juhuslikul suurusel on iiks ja seesama jaotusfunktsioon (niiteks sama jaotustabel voi
sama tihedus), on neil ka sama keskvédrtus. Veendume selles diskreetse juhusliku suuruse naitel.
Olgu X diskreetne juhuslik suurus jaotusega {(z;,p;)}Y, kus N < co. Oletame, et

N
> Jailpi < oo (2.11)
=1

(See on alati nii, kui NV on 16plik). Et p; = P(X = i), saame valemitest (2.7) ja (2.8):

N N
i=1 i=1
Naiited: (diskreetse juhusliku suuruse keskvéairtus)

1. Olgu X = I4, kus A € F. Jaotustabel

0o | 1
1-P(4) | P(4)
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Keskvédrtus EX = P(A).

. Olgu X kirjade arv ausa miindi kolmel viskel. Jaotustabel

Keskvaartus: EX = Z?:l Tipi = 3 245942 $ = 182 =3

owolH O
ooly =
olwd DN
ool O

. Olgu X vappide arv sellise miindi n korda viskamisel, kus vapi tulemise toenéosus on p
(iilaltoodud néide 2). Jaotustabel

(3N IR U N T N SO FO0% I S

A—p)" [np(L—p)"t | CRP?(A—p)" 2 [ Cop*(L—p)" 2 | - [ Cop" (L —p)" " | -
Keskvéartus

EX = ZTCTpT (I—p)" .

Selle keskvaartuse arvutamiseks on lihtne arutleda jargmiselt. Olgu Y; jargmine juhuslik

suurus:
v 1, kui ¢-ndal viskel tuli vapp;
1 0, kuii-ndal viskel tuli vapp;

Juhusliku suuruse Y; jaotustabel on

0 1
I-p|p

Seega EY; = p. Pane téhele, et X =Y7 +--- +Y,,. Vastavalt seosele (2.10) saame

EX=E(Y,+--+Y,)=EY, +--+ EY, = np.

. Olgu urnis 5 valget ja 3 punast kuuli. Urnist valitakse korraga 3 kuuli, X on saadud valgete
kuulide arv. Et

. Cz . 03—1' )
P(X:z):507§’3, i=0,1,2,3,
siis jaotustabel
0]1]2]3
T [ 15 [30 [ 10
56 ‘ 56 ‘ 56 ‘ 56

Keskviidrtus EX = % + 2% + 3% — %'

. Olgu X on 20-st nummerdatud kuulist tagasipanekita kolme kuuli viljavotmisel saadud
suurim number (iilaltoodud néide 3). Jaotustabel
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3 4|5 | r |--]20
F N 3
Cdy | C3 | C3y C3o C3o
Keskvaartus
20 CQ
EX =) r—t=.
r=3 020

6. Olgu X miindi visete arv esimese vapini, vapi tulemise toendosus on p (ilaltoodud néide
4). Jaotustabel

1| 2 3 4
p|p(1—p) | p(1—p)* | p(1—p)* |
Keskviartus:
o) . 00 ‘ 1— , 1
EX =) i(l-p)'p=-p(D (1-p)) = —p(ip ) = o
i=1 =1

Pidevate juhuslike suuruste keskvéartust saab leida ldbi tiheduse jargmiselt: kui X on pidev
juhuslik suurus tihedusega f ja [ |a|f(z)dz < oo, siis juhuslikul suurusel X on 16plik kesk-
vaartus:

EX = /_00 x f(z)dz. (2.13)

Naiited: (pideva juhusliku suuruse keskviirtus) Olgu (Q, F,P) = ([0, 1], B|0, 1], ). Vaat-
leme funktsiooni X : 2 — R.

1. X(w) =w. Teame, et X tihedusfunktsioon

f(s):{ 1, kuise€|0,1];

0, mujal.

Eespool leidsime Lebesgue’ integraali definitsiooni kasutades selle juhusliku suuruse kesk-
vadrtuse EX = 0.5. Vastavalt valemile (2.13) saab keskvéértust leida ka nii

1 1
EX :/ xf(x)dz :/ xdx = 0.5.
0 0

2. X(w) = |w — 0.5]. Tihedusfunktsioon

f(s) = { 2, kuis e |0,3];

| 0, mujal.

Eespool leidsime Lebesgue’ integraali definitsiooni kasutades EX = 0.25. Vastavalt valemile
(2.13) saab keskvéadrtust leida ka nii

00 0.5
EX = / xf(z)dr = / 2xdx = 0.25.
—00 0
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. X(w) = 4w?. Tihedusfunktsioon on

4—\1/§, kui s € (0,4);
0, mujal.

Kasutades Lebesgue’i integraali definitsiooni saame

1
EX = /X(w)P(dw) :/0 (4w?)dw = %.

Kasutades seost (2.13) saame

. X(w) = ¢*. Tihedusfunktsioon on

kui s € [1,¢];
mujal.

1

ro={

Y

Kasutades Lebesgue’i integraali definitsiooni saame

EX = /X(w)P(dw) - /01 “dw = e — 1.

Kasutades seost (2.13) saame

. Olgu
2w, kuiw<1i:
— ’ 1
X(w) { Vw, w >%
Tihedusfunktsioon
%, kui s € [0, %],
f(s) =< 2s kuise(3,1];

0, mujal.

Leia EX nii Lebesgue’i integraali definitsiooni kui ka seost (2.13)kasutades ja veendu, et

_ 1 7
EX =15+ 13-

Kuidas leida sellise juhusliku suuruse keskvaartust, mis pole ei pidev ega diskreetne? Oletame,
et X jaotusfunktsioon F' avaldub F' = aF, + (1 — a)Fy, kus F, on mingi absoluutselt pidev
jaotusfunktsioon st mingi pideva juhusliku suuruse, olgu see Z,, jaotusfunktsioon; Fy on mingi
diskreetse juhusliku suuruse, olgu see Z;, jaotusfunktsioon ja « € [0,1]. Kui nendel juhuslikel
suurustel Z, ja Zy on 16plikud keskvaartused, siis on ka juhuslikul suurusel X 1oplik keskvaartus,

mis avaldub:

EX = aBEZ, + (1 — a)EZ,.
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Teisisonu, kui f on Fy tihedus ning {x;, p;} on Fy katkevuspunktid ning neile vastavad toenéo-
sused, (st Zg jaotus), siis

EX = a/oo zf(x)dr + (1 — a)Za:ipi.

—0

Niide: Olgu

0, kuiz<0,

T kui 0 <z < 0.5,

0.5 kui0.5<z <1,
kui z > 1.

Sellise jaotusega juhuslik suurus pole ei pidev ega diskreetne. Teame, et sellise jaotusega juhusliku
suuruse keskvéartus on %. Samuti teame, et iga x korral

1 1

kus
0, kuix<0, .
Fo(z) 9 kui0< <05 Fy() 0, kuiz<l,
xTr) = . s €Tr) =
. v s as Y, d 1 kuiz>1.

1 kuiz>0.5.

Jaotuse F, tihedus on

[ 2, kuizel0, %],
)= { 0, mujal.

Sellise jaotusfunktsiooniga juhusliku suuruse keskvédartus on

2 1
/2 2xdr = —.
0 4

Jaotusfunktsioonile F; vastav juhuslik suurus Z; on jargmine P(Z; = 1) = 1. Selle keskvéértus
on 1. SeegaEX:%—i—%:%.

Jun

Lopuks veel iiks kasulik valem keskvéartuse arvutamiseks.
Lemma 2.2.1 Olgu X lopliku keskvddrtusega ja jaotusfunktsiooniga F juhuslik suurus. Stis

EX = /00(1 —F(t))dt—/o Ft)dt. (2.15)

—0o0

TGestus. Diskreetse juhusliku suuruse korral on iilaltoodud valemit kerge téestada, tldise ju-
husliku suuruse korral toestame selle kursuses Toenédosusteooria 2 (TNT2, Lemma 8.1) m

Naiited: (valem (2.15))

1. Olgu juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon

0, kuiz <0,
Flz)=<z, kui0<uz<l,
1 kuiz>1.
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Teame, et EX = 1. Valem (2.15):

fe'e) 1
EX:/O (1—F(m))da::/0 (1-@@::%.

. Olgu juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon

0, kuix<0,
F(z) =<2z, kui0 <z <0.5,
1 kui z > 0.5.

Teame, et EX = 1. Valem (2.15):

EX = /000(1 — F(z))dz = /00‘5(1 —%)da = .

. Olgu juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon

0, kui x < 0;
Flz) = ¥ kui0<z<4
1, kui z > 4;

Teame, et EX = %. Valem (2.15):

EX:/OOO(l—F(a:))da::/;ﬂ—

. Olgu juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon

0, kui z < 1;
F(z)=q¢ Inz, kuil <z <e¢;
1, kui z > e;

Teame, et EX = e — 1. Valem (2.15):
00 1 e
EX:/ (1—F(:C))d:c:/ 1da:+/ [l—Inzldr =14+[z—azhz+z|f=€—1.
0 0 1

. Olgu X tihedusfunktsioon

5, kuise0,1];
f(s) =< 2s kuise(3,1];

0, mujal.

Leia jaotusfunktsioon ning arvuta valemi (2.15) abil keskvéértus. Veendu, et see on % +
7 _ 31
12— 48"
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6. Olgu X jaotusfunktsioon

0, kuix <0,
kui 0 <z < 0.5,
0.5 kui0.5<x <1,
kui x > 1.

Teame, et EX = 2. Valem (2.15):

00 2 1 3 2 5
EX:/ (1—F(:c))d:c:/ (1—x)dx+/ 0.5dr = -+ - = =.
0 0 1 8 8 8

2

Juhusliku suuruse funktsiooni keskviirtus. Olgu X juhuslik suurus ning g : R — R sel-
line funktsioon, et g(X) on ka juhuslik suurus. Teame, et kui X on diskreetne juhuslik suurus,
siis on seda ka g(X). Uldiselt piisab, kui ¢ on tiikati pidev. Kuidas leida g(X) keskviidrtust?

Kui on teada toendosusruum (2, F,P) ning X : Q — R, siis g(X) : Q — R on juhuslik suurus,
ning Fg(X) (juhul kui see on olems) leidmiseks saab kasutada definitsiooni:

Bg(X) = [ 9(X(0))P(d) (2.16)
Pane téhele, et kui g on samasusfunktsioon, st g(x) = z, saame keskvéirtuse definitsiooni.

Naiited: (seos (2.16))

1. Ausat miinti visatakse kolm korda. Vastav diskreetne toendosusruum on jargmine 2 =
{kkk,vkk, kvk, kkv, kvv, vkv, vk, vov}, F = 22, P(w;) = % Olgu

0, kui w=vov;

1, kuiw € {kvv,vkv,vvk};
2, kui w € {kkv,vkk, kvk}; ’
3, kui w = kkk.

X:0—R, Xw)=

mille voime esitada kujul

X=0- I{vvv} +1- I{kvv,vkv,vvk} +2- I{kkv,vkk,kvk} +3- I{k:kk}
Vaatleme suvalist funktsiooni ¢ : R — R. juhuslik suurus g(X) on seega jargmine

(0), kui w = vvv;
B (1), kui w € {kvv,vkv,vvk};
9(X@) =9 42) ki w e {kkv, vkk. kok):
(3)

3), kuiw = kkk.

Q@ Q@ o 9

mille voime esitada kujul
9(X) = 9(0) - Itppoy + 9(1) - Ligvo,oko,ooky + 9(2) * Lipkookk kory + 9(3) * Ikkk)-
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Pane téhele, et iilaltoodud esitused kehtivad ka siis, kui g(i) = g(j) mone ¢ # j korral.
Vastavalt Lebesgue’i integraali arvutamise eeskirjale (valemid (2.7) ja (2.8)) saame

/g(X(w))P(dw) = g(0)P({vvv}) + g(1)P({kvv, vkv,vvk}) + g(2)P({kkv, vkk, kvk}) + g(3)P({kkk})

9(0) +3g(1) +39(2) + 9(3)
5 .

Niiteks, kui g(z) = 22, saame
12
EX? = w = 3.

Kui
() = 2, kui z paarisarv;
IT= 1, kuiz paaritu.
siis
g(X) - Q'I{vvv,kkvmkk,kvk}+I{kvv7vkv,vvk,kkk} = 2'I{vvv}+I{l~wv,vkv,vvk}+2'I{kkv,vkk,kvk}+I{kkzk}
ning
1 1 1 3 3 1 3
FgX)=2--4+1-==2-—-4+-+2-—4+-=—.
9X) =2l g =2 g gt 5T
. Miinti, mille korral vapi tulemise toendosus on p visati esimese vapini. Vastav diskreetne
toendosusruum on niitid Q = {v, kv, kkv, kkkv,...}, F = 2% P(k---kv) = (1 — p)'p.

M
Visete arv esimese vapini on niiiid funktsioon X (k- --kv) = r + 1, mille voib esitada kujul

X=1-Ip)+2 Iy + 3 Iipkoy T4 Lipboy + -
Niud
Eg(X) =g(1) - P({v}) + 9(2) - P({kv}) + 9(3) - P({kkv}) + g(4) - P({kkkv}) +

Niiteks, kui g(z) = 22, saame

EX? = irz(l -p) " p= i(r ~1+1)*1-p)'p
r=1 r=1
:i(r—l)( )y p—l—QZr—l Y1 —p)~ 1p—|—21—

o
=> (1 —p)sp+228(1 —p)p+1
s=0

1—
=(1-pEX?*+2(1-p)EX+1=(1-pEX* 42—~

Lahendades selle vorrandi, saame
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3. Olgu (92, F,P) suvaline toendosusruum ning X diskreetne juhuslik suurus. Siis
N
X:in-IAi, kus A, ={w:Xw)=z;}, N<x
i=1

ning ¢g(X) avaldub

N

9(X) = Zg(mz) Iy, kus A ={w: X(w) =z}
i=1

Kui

N
" 9w [P(X = 2:) < oo,
i=1

on juhuslikul suurusel g(X) keskvédrtus, mis Lebesgue’i integraali arvutamise valemi
N
Eg(X) =) g(x)P(X = ;). (2.17)
i=1

4. Olgu (Q,F,P) = ([0, 1], B[0, 1], ). Vaatleme funktsiooni X : 2 — R, kus

(a) X(w)=w. Siis g(X) = g(w) ning kui g on Riemanni méttes integreeruv, siis
Bo(x) = [ ()
Niiteks, kui g(z) = 22, siis
Eg(X) = /01w2dw = %

(b) X(w) = |w — 0.5]. Kui g on selline, et g(Jw — 0.5]) on Riemanni mdttes integreeruv,
siis .
Eg(X) :/0 g(jw — 0.5]) dw.

Kui g on ruutfunktsioon, siis

w, kuiw <0.5;
X(w) = { 1, kuiw > 0.5.

Kui ¢(X) on Riemanni mottes integreeruv, siis

B0 = [ ox@pao= [ oot [ g

5
Ruutfunktsiooni korral
: 1 1 1

B IETRE
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Valemist (2.17) saame jargmise viite.

Viide 2.2.1 Olgu X diskreetne juhuslik jaotusega {x;, p;}Y,, N < co.

N
> lg(wi)|pi < o, (2.18)
=1

siis juhuslikul suurusel g(X) on loplik keskvadrtus, mis avaldub valemiga

N
Eg(X) = g(z:)p;. (2.19)
=1

Tdestus. Valem (2.19) jéreldub valemist (2.17). Valemi (2.19) formaalne toestus antakse kursu-
ses Toendosusteooria 2 (TNT2 8.2.2). m
Pane téhele, et (2.18) on E|g(X)| < oo.
Jareldus 2.2.1 Olgu X diskreetne juhuslik suurus jaotusega {(x;,p;)}N.,, kus N < oo. Kui

=1

kehtib (2.11), on juhuslikul suurusel X loplik keskvddrtus, mis avaldub valemiga (2.12).
TSestus. Jareldub viitest 2.2.1, kui votame g(x) = z. m

Teades pideva juhusliku suuruse X tihedusfunktsiooni, saame funktsiooni g(X) keskvéértuse
leida jargmiselt.

Viide 2.2.2 Olgu X pidev juhuslik suurus tihedusega f. Olgu g : R — R selline funktsioon,
et g(X) on juhuslik suurus. Kui [%_|g(z)|f(x)dx < oo, siis juhuslikul suurusel g(X) on loplik
keskvadrtus:

By(X) = [ (o) f(a) do. (2.20)
TGestus. Toestame hiljem (Lemma 77). m

Pane téhele, et kui [ [g(x)|f(z) dz = E|g(X)|.

Jéreldus 2.2.2 Olgu X pidev juhuslik suurus tihedusega f. Kui [ |z|f(z)dz < oo, siis ju-
huslikul suurusel X on loplik keskvidrtus: EX = [%_x f(x).

Toestus. Jareldub véitest 2.2.2, kui votame g(z) = z. m

Niited: (pideva juhusliku suuruse funktsiooni keskvéartus) Olgu (2, 7, P) = ([0, 1], B[0, 1], ¢).
Vaatleme funktsiooni X : Q +— R ja eeldame, et g(X) on juhuslik suurus.

1. X(w) =w. Teame, et X tihedusfunktsioon

f(s):{ 1, kuise€l0,1];

0, mujal.

Teame, et Fg(X) = fol g(w)dw. Teisest kiiljest, valem (2.20):

[e’9) 1
Eg(X) = / o(a)f (2)de = /O o(x)da.

—00
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2. X(w) = |w — 0.5]. Tihedusfunktsioon

f(s) = { 2, kuisel0,3];

0, mujal.

Teame, et Fg(X fo (Jw — 0.5])dw. Teisest kiiljest, valem (2.20):
oo 0.5
BgX) = [ g@)f@de=2 [ gla)da
—o0 0
mis tuleneb Riemanni integraali muutuja vahetuse valemist (kuidas?)

3. X(w) = 4w?. Tihedusfunktsioon on

0, mujal.

£(s) = { 4—\1/5, kui s € (0,4);

Kasutades Lebesgue’i integraali definitsiooni ja muutuja vahetust integraalis saame seose
(2.20):

1 4 S 00
Eg(X)—/O g(4w2)dw—/0 Zi/%ds— 3 g(s)f(s)ds.

Toepoolest, s = 4w?, ds = Swdw = 4+/sdw, millest dw = 4(35'

4. X(w) = e“. Tihedusfunktsioon on

L kuis e[l el
fls) = { 0, mujal.

Kasutades Lebesgue’i integraali definitsiooni ja muutuja vahetust integraalis saame seose

(2.20):
1 e g(s) 00
Bo(X) = [ ge)do = [ Pas— [ g0 f(s)as
0 1 —00
Toepoolest, s = e¥, ds = e“dw = sdw, millest, dw = %.
5. Olgu
2w, kuiw < i
X()={ 2 Kiess
\/(.;, w > e
Tihedusfunktsioon
%, kui s € [0, %],
f(s) =< 2s kuise(3,1];

0, mujal.

Kasutades Lebesgue’i integraali definitsiooni ja muutuja vahetust integraalis saame seose
(2.20):

1

Eg(X)—/O4

Veendu selles.

N

O R R R I

4 2
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Ilma keskviirtuseta juhuslikud suurused. Selleks, et juhuslikul suurusel X oleks 16plik
keskvédrtus on tarvilik, et E|X| < oco. On aga palju juhuslikke suurusi, mille korral see tingi-
mus pole tdidetud. Naiteks olgu X diskreetne juhuslik suurus, mille vidrtsed on nullist erinevas
taisarvud ning P(X = k) = Ak=2, k= --- —2,-1,1,2,---, kus A on selline, et >, Ak™2 =1
(selline A kindlasti leidub, miks?). Ent

D EP(X =k) = 2iAk_1 = 0.
k k=1

Seega sellisel juhuslikul suurusel pole keskvaartust.
Olgu X pidev juhuslik suurus tihedusega

fla) = ——

= —c0<z <00 2.21
Tt 29) 00 < T <00 (2.21)

Funktsioon f(z) on tihedus, sest [*_ f(z)dz = 1. Et aga

/ |z| f(x)dx = / 7T(1|i’$2)dm = 00,

pole selle tihedusega juhuslikul suursel keskvéartust.

2.2.2 Dispersioon

Keskvaartus formalisserib intuitiivset arusaama juhusliku suuruse "keskmisest vddrtusest". Sa-
mas ei iitle keskvéadrtus midagi juhusliku suuruse "juhuslikkuse"voi "hajuvuse"kohta. Vaateleme
kolme juhuslikku suurust X, Y, Z jaotustabelitega vastavalt

-1 0] 1 1o ] 1 -100 | 100
0.05]0.9]005° 045[01[045° 05 |05 °
Veendu, et EX = EY = EZ = 0. Samas on selge, X on suure toendosusega vordne oma

keskvaartusega, Y hélbib sellest rohkem ning Z véartused on alati keskvadrtusest viga kaugel.
Seega keskvadrtus iiksi ei anna palju informatsiooni, oluline on ka hajuvus keskvidrtuse timber.
Seda moodetakse tihti (kuid mitte ainult) dispersiooni ja standardhélbega.

Definitsioon 2.2.3 Keskvddrtust omava juhusliku suuruse dispersiooniks (variance) nimeta-
takse suurust

DX = E(X — EX)2

Viide 2.2.3 Kehtib vordus
DX = E(X?) — (EX)%

TGestus. Ulesanne. m
Dispersiooni numbriline vaartus ei ole iildjuhul hésti interpreteeritav, seda eriti juhul, kui juhus-

likul suuruse X védrtusel on mingi loomulik tihik (néiteks Eesti kroon aktsiaturul investeerimise
korral). Samas aga ruutjuur dispersioonist on juhusliku suurusega X samasuguse iithikuga suurus.
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Definitsioon 2.2.4 Juhusliku suuruse X standardhilbeks (standard deviation) nimetatakse

suurust
ocx =VvDX.

Dispersiooni méningad lihtsamad omadused on toodud jargnevas lemmas.

Lemma 2.2.2 Olgu X keskvddrtust omav juhuslik suurus ning ¢ € IR mingi konstant. Siis keh-
tivad jargnevad tulemused.

1. DX > 0.
2. KuiP(X =¢) =1, siis DX =0.
3. Kui DX =0, siis leidub konstant ¢ nii, et P(X =c¢) = 1.
4. Konstandi listmine ei muuda dispersiooni: D(X +¢) = DX.
5. D(cX) =c?DX.
6. Kui EX =0, sits DX = EX?.
Toestus. Ulesanne. m
Niited: (dispersioon)
1. Vaatleme iilaltoodud kolme juhuslikku suurust X,Y, Z. Leiame nende dispersioonid.

DX =E(X -EX)?)=EX?=0.05+04+0.05=0.1
DY =EY?=0.4540+0.45=0.9
DZ = EZ? =100 = 10000.

2. Olgu X = 14, kus A € F. Jaotustabel

0o | 1
1-P(A) | P(4)

Keskviirtused: EX = P(A). EX? = P(A). Seega

D(X)=EX? - (EX)?=P(A) —P(A)? =P(A)(1 - P(A)).

3. Olgu X kirjade arv ausa miindi kolmel viskel. Jaotustabel

Keskvaartused: £EX = %, EX? = 3. Seega dispersioon

owolH O
oolwy =
ol DN
ool o

DX:EXz—(EX)2:3—%:%
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. Olgu X vappide arv sellise miindi n korda viskamisel, kus vapi tulemise tGenfosus on p

(iilaltoodud néide 2). Jaotustabel

: ‘ ! 1‘222 2‘333 3“ - ‘ ‘n
1=p)" | —p)" " [ Cop*(L—p)" 2 | Cop*(L=p)" 2 | - [ Cop" (L =p)" " | - [ p"
Keskviirtus EX = np. Leiame EX?2. Vastavalt valemile (2.19)
ZTQCT 7" —r.
Kasutame seost
nCp~1 =rCy,
Seega, vottes s =r — 1
-1
ZT2CT r n— _npz 1 r 1 p)n—r =np (S+1)CS (1 _p)n s—1
=0
n—1
=np[Y _sCy_1p*(1—p)"* " + 1] =np[(n — )p +1].
s=0
Seega
DX = EX? — (EX)* = np[(n — 1)p + 1] — (np)* = np(1 — p).

. Olgu X miindi visete arv esimese vapini, vapi tulemise toendosus on p. Jaotustabel

1 2 | 3 | 4 |-

Keskvaartus: FX = %, EX? = %. Dispersioon seega

. Olgu X tihedusfunktsioon
1, kuis e |0,1];
1o ={ 0

0, mujal.

Teame, et EX = % ja EX? = % Seega

. Olgu X tihedusfunktsioon

. 17.
£(s) :{ 2, kuisel0,3];

0, mujal.
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Teame, et X = i ning

1

EX2:2/vx%x:]ﬂ
) 12

Seega
oL 1 _ 1

DX = EX? — (EX)% = =
12 16 48

8. Olgu X tihedusfunktsioon

0, mujal.

£(s) = { 4\1/5, kui s € (0,4);

Teame, et EX = %. Kasutades seost (2.13) saame

4 4
1 1 1 2
EX%i/s%sz/sikz-[ﬁ=ﬂ-

. . _ 16
Dispersioon DX =8 — 3.

9. Olgu X tihedusfunktsioon on

1 .
<, kuiselle];
— S
1(s) _{ 0, mujal.
Teame, et EX = e — 1. Kasutades seost (2.13) saame
el e 2 2 1
EX2:/:sts:/sal:s:Se:6
1 S 1 211 2
Dispersioon
DX = —(e—1)
10. Olgu X jaotusfunktsioon
,  kuix <0,
kui0 <z <0.5
Fla) = ui 0 <z ,

0.5 kui0.5<x <1,
kui x > 1.

Teame, et X = % ja EX? = %. Seega dispersioon

DX:E—§:8.13_3'25ZE.
24 64 192 192
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2.2.3 Juhusliku suuruse momendid

Dispersioon ja standardhéve on koige enam juhusliku suuruse hajuvust iseloomustavad arvud.
Kuid need pole ainsad. Dispersioon on sisuliselt juhusliku suuruse ruutkeskmine kaugus kesk-
vaartusest. Ruudu asemel voib aga kasutada mistahes astet.

Definitsioon 2.2.5 Olgu X [opliku keskvddrtusega juhuslik suurus. Arvu E|X — EX|P, kus p >
1, nimetatakse juhusliku suuruse X tsentreeritud absoluutseks p-momendiks.

Seega tsentreeritud absoluutne 2-moment on dispersioon. Standardhélbe asemel vaatame niitid
suurust L
|X — EX|,:= (E|X — EX|")>.

Naiide: (tsentreeritud absoluutne p-moment) Vaatleme eespool defineeritud juhuslikke suu-
rusi X, Y ja Z. Nende keskvaartus on 0, seega iga p korral

E\X —EX|P=FE|X|P, E|Y—-EYP=E|Y|P, E|\Z-EZP=E|ZP.
Vottes p = 1 saame
Xl = E[X]=0.1, [Y[i=E}|=09 |Z]:=E|Z]=100

suvalise p korral
E|X[P=0.1, E|Y|?P=0.9, E|Z]P=100"

ning
1 1
1X1lp = (0.1)7, Y, = (0.9)7, [|Z][, = 100.
Pane téhele, et nii X, Y kui ka Z korral kehtivad vorratused: kui p < ¢, siis

XNy < [1XMg Y1 < ¥l 121y =214
See on seaduspéra: iga juhusliku suuruse korral X kehtib nn Ljapunovi vorratus:
X1y < 1 XIlg,  kuip<gq. (2.22)
Ljapunovi vorratusest jareldub, et iga juhusliku suuruse korral
E|X|<ox.

Minkowski vorratus on
X + Y, <[ Xlp + 1Y llp-

Minkowski vorratusest jareldub muuhulgas, et kahe suvalise juhusliku suuruse summa standard-
hélve pole suurem kui standardhélvete summa.

Definitsioon 2.2.6 Keskvddrtust E|X|P nimetatakse juhusliku suuruse X absoluutseks p-
momendiks. Lopliku absoluutse p-momendi korral nimetatakse (loplikku) keskvddrtust EXP
Juhusliku suuruse X p-momendiks.

79



Kokkuvotteks: Toendosusruumil (€, F, P) antud juhusliku suuruse X keskviartus on (kui see
eksisteerib) tema Lebesgue’i integraal

EX:/QX(w)P(dw).

Lebesgue’i integraal {ildistab Riemanni integraali: kui (2, F,P) = ([a, b], Bla, b],¢) ja X on Rie-
manni mottes integreeruv, siis kehtib EX = f; X (w)dw. Keskvéirtusel on koik integraali oma-
dused, muuhulgas on ta lineaarne. Sellest jareldub, et konstandi voib keskvadrtuse mérgi alt vélja
tuua ja 16pliku arvu juhuslike suuruste summa keskvaértus on keskvaartuste summa.

Juhusliku suuruse X keskvédrtus soltub ainult tema jaotusfunktsioonist. Seega, kui X ja Y on
kaks erinevat juhuslikku suuurust, millel on sama jaotusfunktsioon, on neil ka sama keskvéartus.
Jaotusfunktsiooni kaudu on voimalik keskvairtust arvutad jargmiselt:

EX:/OO(l—F(t))dt—/O F(t)dt.
0

—00

Olgu g selline funktsioon, et g(X) on ka juhuslik suurus millel on 16plik keskvéértus. Kui X on
pidev juhuslik suurus tihedusega f, siis g(X) keskvdartust avaldub jargmiselt:

Eg(X) = / " g(@) f(a)da.

—00

Erijuhul, kui g(z) = x, saame siit valem pideva juhusliku suuruse keskvidrtuse arvutamiseks:
o0
EX = / xf(x)dz.
—0o0

Kui X on diskreetne juhuslik suurus jaotusega {(z;, p;) }1*,, kus N < oo, siis

N

Eg(X) = Zg(fﬂi)pi-

=1

Siit saame valemi diskreetse juhusliku suuruse keskvéértuse leidmiseks:
N
i=1

Juhul, kui X pole diskreetne ega pidev, siis enamasti avaldub tema jaotusfunktsioon F' kujul
F = aF, + (1 — a)Fy, kus F, on mingi pideva juhusliku suuruse, olgu see Z,, jaotusfunktsioon,
F; on mingi diskreetse juhusliku suuruse, olgu see Z;, jaotusfunktsioon ning o € (0,1). Siis
EX =aFEZ,+ (1 -a)EZ,.

Lopliku keskviadrtusega juhusliku suuruse X absoluutne tsentreeritud p-moment on E|X — EX|P.
Kui p = 2, nimetatakse seda dispersiooniks ja tahistatakse D X. Ruutjuur dispersioonist on stan-
dardhélve. Absoluutne tsentreeritud p-moment mo6dab hajuvust kesvaartuse iimber. Absoluutne
p-moment on E|X|P ja lihtsalt p-moment on EXP.
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2.3 Tuntumad diskreetsed jaotused

Utleme, et juhuslikud suurused on sama jaotusega, kui neil on iiks ja sama jaotusfunktsioon.
Arvutamaks juhusliku suuruse véértuste abil defineeritud siindmuste toenéosusi, ei pea me ena-
masti teadma juhuslikku suurust kui funktsiooni, piisab kui teame tema jaotusfunktsiooni ahk
jaotust. Alljargnevas tutvume peamiste diskreetsete jaotustega (jaotusfunktsioonidega).

2.3.1 Bernoulli ehk kahepunktiline jaotus

Definitsioon 2.3.1 Juhuslik suurus X on Bernoulli jaotusega, kui tema voimalikeks vddr-
tusteks on 0 ja 1.

Seega indikaatorfunktsioon on I4 Bernoulli jaotusega juhuslik suurus. Harilikult tdhistatakse
p=P(X=1), ¢g=(1-p)=P(X=0).
Sellisel juhul, nagu juba teame, on Bernoulli jaotuse jaotusfunktsioon

110
p|q

Eelpool leidsime Bernoulli jaotusega juhusliku suuruse keskvéaartuse ja dispersiooni:

EX=p, DX=p-p’=p(l-p) =pq.

2.3.2 Binoomjaotus

Toimugu n soltumatut katset, igal katsel olgu siindmuse toimumise toendosus p. Varasemast
teame, et sellisel juhul tdpselt k& stindmuse toimumise toendosus avaldub binoomjaotuse valemiga
Chpt (1 —p)"*.

Definitsioon 2.3.2 Diskreetne juhuslik suurus X on binoomjaotusega parameetritega n
ja p (kirjutame X ~ B(n,p)), kui tema vdadartuste hulgaks on hulk {0, 1, 2,..., n} ning kehtib
vordus

P(X =k)=CFpF(1—p)" %, k=1,2,... n

Seega tilaltoodud néidetes vappide arv miindi n korda viskel (vapi toenédosus on p on binoomjao-
tusega juhuslik suurus. Teame, et binoomjaotusega juhusliku suuruse jaotustabel on (¢ = 1 — p)

o] 1 | 2 | 3 || v |-]n
¢" [ npg" | CopPq" 2 | CopPq P [ [ OppTgt T [ | "
Eelpool leidsime ka binoomjaotusega juhusliku suuruse keskvaartuse ja dispersiooni: kui X ~
B(n,p), siis EX = np ja DX = np(1 — p) = npq. Bernoulli jaotus on erijuht binoomjaotusest

kuin=1.

Niide: (binoomjaotus)
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1.

3.

Vaatleme jargmist méngu: méngija arvab numbri iihest kuueni. seejirel visatakse kolm
korda taringut. Kui tikski visetest ei ile arvatud number, kaotab néngija iihiku raha. Kui
arvatud number ilmub i korda (i = 1,2,3), saab méngija i iihikut raha. Leida méngija
keskmine voit.
Olgu X nende visete arv, kui tuli valitud arv. On selge, et X ~ B(%, 3). Olgu Y miéngija
voit. Seega Y jaotustabel on jargmine (p = %)
~-1 | 1 |2 | 3
(1—-p)?° [ 3p(1—p)* | 3p°(1—p) | P°

Veendu, et EY = ngg, seega keskmiselt selle ménguga ei voida.

. Kommunikatsioonisiisteem, mis kooneb n komponendist to6tab, kui vahemalt pooled kom-

ponendid to6tavad. Komponendid tootavad iiksteisest soltumatult, iga komponendi t66ta-
mise toendosus on p. Olgu Py (p) toendosus, et k-komponendiline siisteem to6tab. Millise p
korral P5(p) > Ps(p)?

Otsitav p peab rahuldama vorratust:
P5(p) = p° + C5p'(1 —p) + C5p°(1 = p)* > p° + 3p*(1 — p).

Veendu, et see vorratus on ekvivalentne 3(p — 1)%(2p — 1) > 0, mis kehtib parajasti siis, kui
p > 0.5.

(a) Olgu riigis n = 2k+1 héalediguslikku kodanikku. Oletame, et presidendivalimistel koik
héadletavad iiksteisest soltumatult ning valivad tihe kahest kadidaadist toenfdosusega
%. Leida toendosus, et iiliopilase A valik otsustab presidendivalimiste saatuse.
A valik on otsustav siis, kui iilejadanud 2k valijast pooled valivad iihe ja pooled teise
kandidaadi. See tGenédosus on

1)2k (2k)!

k _
02’*“(5 T klk!22k

(b) U.S.A. presidendivalimistel osariigis enim hééli kogunud kandidaat saab koik osariigi
hééled ja cn = ¢(2k + 1) valijameest (siin ¢ > 0 on proportsioon). Seega, kui A h&al
on otsustav, soltub temast cn valijamehe héal. Suurtes osariikides in see suur arv,
kuid samas on suurtes osariikides vaiksem toendosus, et A héil on otsustav. Seetottu
vaadatakse korrutist (average power in close election) (cn)p kus p := P( A haal on
otsustav), mida voib vaadata kui jirgmise jaotuse keskvaartust

Stirlingi valemi abil saab ndidata, et suure k korral see toendosus on ligikaudu

0 con
l—-p|p
Antud juhul
cnp ~ @ c n
% s

See arv kasvab koos n-ga, millest jareldatakse, et suurte osariikide elanike h&iltel on
rohkem kaalu.
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2.3.3 Geomeetriline jaotus

Geomeetriline jaotus vastab juhule, kus soltumatuid katseid sooritatakse kuni vaadeldava siind-
muse A (toimumistoendosusega p = P(A)) esimese toimumiseni. Seega eelpool vaadeldud miindi
visete arv esimese vapini (vapi tulemise téendosus on p) on geomeetrilise jaotusega.

Definitsioon 2.3.3 Diskreetne juhuslik suurus X on geomeetrilise jaotusega parameetriga
p, kui tema vadrtuste hulgaks on naturaalarvude hulk ning jaotus on mingi p € (0, 1] korral antud
valemiga

P(X =k =p(l—-prt k=12...

ning seda tdhistatakse kujul X ~ G(p).

Geomeetrilise jaotuse G(p) jaotustabel on
1] 2 | 3 | 4
p|p—p) | p(—p)?* [ p(l—p)7*]| -

Eespool leidsime geomeetrilise jaotuse keskvadrtuse ja dispersiooni:

Ex=1 px=1272
p P

Veendu, et kui X ~ G(p), siis igan =1,2,... korral

P(X >n)=(1-p)".

Geomeetrilisel jaotusel on jargmine omadus: kui X ~ G(p), siis iga k = 1,2,...jan =1,2,...
korral
P(X = k 1— n+k—1
P(X —nt kX >p) = DA =tk (Q=p™p e px g,

P(X >n) (L—pm

Selle omaduse kohta Geldakse, et geomeetrilisel jaotusel pole mélu.

2.3.4 Negatiivne binoomjaotus

Negatiivne binoomjaotus iildistab geomeetrilist jaotust jargmiselt: soltumatuid katseid, mille
korral siindmuse toendosus on p, korratakse senikaua kuni stindmus toimub r korda. Seega vihim
katsete arv on r. Kui selleks ldks vaja tapselt k katset, siis

1. viimasel katsel toimus stindmus;

2. esimesel k — 1 katsel toimus stindmus tépselt » — 1 korda.
Seega binoomjaotuse valemi ja soltumatuse tottu
P(vaja liks k katset) =
P (esimesel k£ — 1 katsel toimus siindmus tépselt » — 1 korda)P(viimasel katsel toimus siindmus) =
Cioip A —-p)Tp=Ci (1 —p)F
Niide: (Banachi tikutopsid) Matemaatikul on molemas piiksitaskus tops tikke. Matemaatik
valib tikke vottes tasku juhuslikult (toendosusega 0.5). Olgu A = { hetkel, mil matemaatik
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avastab, et paremas taskus olev tops on tiihi, on vasakus taskus k tikku. } Eeldame, et algselt
oli molemas topsis N tikku. Matemaatik avastab, et parem tasku on tiihi kui ta N 4 1-st korda
sirutab kée paremasse taskusse. Teisest taskust on voetud selleks hetkeks N — k tikku. Kokku
oli N +1+ N —k katset tikku haarata (neist viimane edutu), millest N edukat ja viimane edutu

katse laksid paremasse taskusse. Seega
1N\ 2N —k+1

Definitsioon 2.3.4 Diskreetne juhuslik suurus X on negatiivse binoomjaotusega para-
meetritega n ja p (kirjutame X ~ NegB(r,p)), kui tema vddrtuste hulgaks on hulk {r, r +
1, 7+ 2,...} ning kehtib vordus

P(X =k = C’]’;jpr(l —p)k_T, k=rr+1,r+2 ...,
Seega, NegB(1,p) jaotus on sama mis G(p).
Leiame begatiivse binoomjaotusega juhusliku suuruse k-nda momendi. Selleks kasutame jélle-
gl seost
nCr—1 =rCr.

Saame

ancr 1 - anz 107" 7”+1 )n—r

[e.9]

r — T T m—(r
== > (m-pFlc, prtta—pm ety
pm:’r—i-l
T
= -EB[(Y - 1)*1],
5 [( )"

kus Y ~ NegB(r + 1,p). Vottes k = 1, saame siit

—~

kuidas?), et

Ex=".
P
Vottes k = 2, saame siit
1
Ex?="py-—1n="C 0,
p PP
Seega
1 1-
DX = EX? — (EX)? = L (IE —1)—(f)2:u.
PP p p

Veendu, et kui r = 1, siis toodud valemitest saame geomeetrilise jaotuse keskvaartuse ja disper-
siooni.
2.3.5 Poissoni jaotus

Definitsioon 2.3.5 Juhuslik suurus on Poissoni jaotusega (X ~ Po())), kui tema vadrtuste
hulgaks on koigi mittenegatiivsete tdisarvude hulk ning kehtivad vordused



Poissoni jaotusega juhusliku suuruse keskviartuse ja dispersiooni leidmiseks kasutame vordust

00 2k
ea:f/\ — 6acef/\ — 767)\7
k!
k=0

kust diferentseerides ja x-ga korrutades saame vordused

Z ke = ze® A
|
— k!
ja
Z kQQe_)‘ =z(z+1)e* .
k=0 ’

Kasutades neid vorduseid juhul x = A\ saame

> k
EX =\, DX:EXQ—(EX)Q:ZkQ%—)\QzA(A+1)—)\2:)\.
k=0 )

Binoomjaotuse lihendamine Poissoni jaotusega

Teoreem 2.3.6 (Poissoni piirteoreem) Olgu X,, ~ B(n,p,) selline binoomjaotusega juhuslike

suuruste jada, et EX, = np, — A > 0. Siis binoomjaotuse toendosused koonduvad Poissoni
n—oo

jaotuse toendosusteks:

k
P(X, = k) = <Z> P pyt s e

n—oo k!

Teoreemi toestame kursuses TNT2 (Teoreem 15.6).

Poissoni piirteoreem on praktikas viga kasulik. Vaatleme olukorda, kus sooritati n katset, igal
katsel voib sltindmus toimuda toendosusega p. Vastaval binoomjaotuse valemile on toenéosus, et
toimus tépselt & siindmust C*p*(1 — p)»~*. Suure n korral pole seda kerge arvutada ja siin tuleb
appi Poissoni piirteoreem: kui toimumise toendosus p on piisavalt viike ja katsete arv piisavalt
n suur, on toendosus, et n katsel toimus k ligikaudu vordne Poissoni toendosusega parameetriga
A = np. Seega, kui n on piisavalt suur ja p piisavalt véike, siis

(np)

—(np)
e )
k!

ChpF(1 - p)" ™ =

Naiited (Poissoni piirteoreem):

1. Olgu grupis 400 inimest, X olgu nende inimeste arv, kellel on siinnipéev 16. detsembril. Ig-

noreerides liigaastaid, saame X ~ B(400, %) Poissoni lihend sellele jaotusele on Po(220).

365
400
Seega toendosus, et tihelgi neist pole siinnipdev 16. detsembril, on P(X = 0) = <%> )

Poissoni ldhend on exp[—g%g].
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2. Kahte téringut visatakse 36 korda. Olgu X nende visete arv, mis annab paari 6 ja 6;

X ~ B(36, 35). Poissoni lihend sellele jaotusele on Po(1). Jérgnev tabel niitab, et tege-

mist on hea ldhendiga:

k 0 1 2 3
Po(1) 0.3678 | 0.3678 | 0.1839 | 0.0613
B(36, ) | 0.3627 | 0.3730 | 0.1865 | 0.0604

3. Radioaktiivse aatomi lagunemisel kiirgub a-osake. Olgu teada, et 1 grammi rasdioaktiivse
aine lagunemisel kiirgub keskmiselt A osakest sekundis. Vaatleme 1 grammi ainet kui n
aatomi kogumit. Igaiiks neist laguneb ja kiirgab a-osakese 1 sekundi jooksul toendosusega
p. Seega keskmiselt laguneb np = A\ aatomit, millest p = % Seega 1 sekundi jooksul
lagunenud aatomite arv, X, on jaotusega B(n, %) Selle jaotuse Poissoni lahend on Po(\).
Oletame, et meid huvitab toenéosus, et 1 sekundi jooksul ei kiirgu iile 2 osakese. Kasutades
Poissoni ldhendit, saame

)\2
P(X <2)~e+ e+ ?e*)‘.

1920.-1 aastal viisis Rutherford, Chadwick ja Ellis 14bi jargmise katse. Nad registreerisid 7.5
sekundi jooksul kiirgunud a-osakesi. Selleks jagasid nad pika ajaloigu 7.5 sekundi pikkus-
teks intervallideks ja lugesid kokku igas ajaintervallis registreeritud osakeste arvu. Kokku
registreeriti 10094 «-osakest N := 2608 intervalli jooksul. Seega keskmiselt % ~ 3.87
osakest intervallis. Seega ajaintervallis registreeritud osakeste arv on ligikaudu Po(3.87)
jaotusega. Jargnevas tabelis on N; nende intervallide arv, kus moodeti k osakest. Vordlu-

seks on
3.87F

N exp[—3.87] X

=: Nps.

k 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 | >10
Ny o7 203 383 525 932 408 273 139 45 27 16
Npy | 54.4 | 210.5 | 407.3 | 525.5 | 508.4 | 393.5 | 253.8 | 140.3 | 67.8 | 29.2 | 17

4. 10000-pealisest linnuparvest on rongastatud 100. Aasta jooksul piitiavad ornitoloogid vaat-
luse eesmérgil paarvest 200 lindu (iikshaaval, lastes hiljem tagasi). Leiame toendosused,
et piiiitud lindude hulgas on 0 rongastatut,l rongastatud, 2 rongastatut, 3 rongastatut, 4
rongastatut, 5 rongastatut. Kui me eeldame, et vaatlused on séltumatud, siis rongastatud
lindude arv, olgu see X on binoomjaotusegam st X ~ B(200,0.01). Binoomjaotuse valemi
jargi saame leida P(X = k); alljirgnevas tabelis on need toendosused k& = 0,1,2,3,4,5
korral.

k 0 1 2 3 4 5
pr | 0,13398 | 0,27067 | 0,27203 | 0,18136 | 0,09022 | 0,03572 |

Arvestades eelnevat piirteoreemi voime vastavate toendosuste arvutamisel kasutada ka Pois-
soni jaotust parameetriga A = 200 - 0,01 = 2, sel juhul saame

86



k 0 1 2 3 4 S
p | 0,13534 | 0,27067 | 0,27067 | 0,180447 | 0,09022 | 0,03609 |

Nagu néha, on saadud toendosused toepoolest vaga lahedased.

5. Kalamees kalastab jarvel, kus elab n kala. Neist igaiiks ndkkab tunni aja jooksul toendo-
susega p. Toendosus, et tunni aja jooksul tikski kala ei ndkanud on « € (0,1). Hinnata
toendosust p.

Toendosus, et tunnu aja jooksul iikski kala ei nikka on (1 — p)” Vorrandist (1 —p)” = «
saame In(1 —p) = lna EtIn(1 —p)~ —p, siis p =~ 1”‘.

Teine voimalus: nakkamlste arv ligikaudu Poissoni Jaotusega Po(np). Téendosus, et iikski
kala ei nikanud seega ligikaudu exp[—np]. Seega exp[—np| = a, millest p ~ —lnTo‘.

2.4 Naiteid pidevatest jaotustest

2.4.1 Uhtlane jaotus

Definitsioon 2.4.1 Oeldakse, et juhuslik suurus X on iihtlase jaotusega 16igul [a,b] (tihis-
tatakse X ~ Ula,b|, kui tema tihedusfunktsioon avaldub kujul

- Ul T € |a
f(ﬂf)z{”’ ot < 0.1

0 mujal.

Uhtlase jaotusega juhusliku suuruse jaotusfunktsioon avaldub kujul

0, kui z < a,
Fr)=¢%2, kuia<z<b
1 kui z > b.
Meile on juba tuttavad jaotused U[0,1] ja U[0, 1]. Teame, et ku1 X ~ U[0,1], siis EX = 1

ja DX = 5. Samuti teame, et kui X ~ U0, ], siis EX = 1 ja DX = 4. Leiame Ula,b

keskvéartuse ja dispersiooni. Keskvairtus on deﬁnitsiooni pohjal

b 2
T T a+b
EX = x)dr = R S | —
/ v /a b—a® 2(b—a)’1_a 2

ning dispersioon avaldub valemina

b a+by3 | 2
a+b, 1 (x —932) (b—a)
DX = E[(X - EX)?] = - 2 2 .
I /] /a(“" > ) —a ™ 3020 12
Uhtlane jaotus formaliseerib geomeetrilise tdeniosuse 16igul [a, b).
Vorrandi F(z) = 3 lahendit (kui see leidub), nimetatakse jaotused (juhusliku suuruse) me-

diaaniks. Mediaan on arv, millest suurame voi vaiksema vadrtuse saamise téendosus on vordne.
Uhtlase jaotuse mediaan on vordne tema keskvidrtusega ‘”b
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Jaotusega F' juhusliku suuruse genereerimine iihtlase jaotuse abil. Olgu F : [¢,d] —
[0,1], kus —oo < ¢ < d < oo rangelt kasvav pidev jaotusfunktsioon. Sellisel funktsioonil on
poordfunktsioon F~1: (0,1) — [e,d]. Olgu X ~ UJ0,1] iihtlase jaotusega juhuslik suurus. Siis
Y := F~1(X) on jaotusfunktsiooniga F juhuslik suurus. Selles on lihtne veenduda:
Ft)=PY <t)=P(F }X)<t)=P{w: F'(X(w)) <t}
=P{w: X(w) <F@)} =P(X < F(t)) = F(t).
Viimane vordus tuleneb iihtlase jaotuse jaotusfunktsiooni definitsioonist. Toodud ideed saab ka-
sutada ka siis, kui F' pole rangelt kassvav ja pidev. Sellisel juhul jaotusfunktsioonil F' puudub

poordfunktsioon, kuid saab defineerida nn iildistatud podérdfunktsiooni nii, et iilaltoodud argu-
ment pohimotteliselt kehtib. Seda meetodi nimetatakse ka Skorohodi esituseks (vt TNT2 4.6).

2.4.2 Eksponentjaotus

Definitsioon 2.4.2 Oeldakse, et juhuslik suurus X on eksponentjaotusega parameetriga A
(A > 0, tdhistatakse kujul X ~ Exp(\)), kui tema tihedusfunktsioon on

fa) = {o, kui x < 0,

e ™M kui x> 0.

Eksponentjaotusega juhusliku suuruse jaotusfunktsioon on
0 kui z < 0,
F(z) = { ’

1—e ™, kuiz>0.
Toepoolest, kui x > 0, siis
xX xT
F(x) = / f(s)ds = )\/ e Mds = —e M =1—e 7,
—o0 0
Ositi integreerides (kuidas) saame keskvairtuseks
& 1
EX = / zhe Mde = =,
0 A

Dispersiooni leidmiseks leiame (ositi integreerimine)

EX? = / 22 he Mdy = —x267)‘x}80 + 2/ re Mdr = 2/ xhe Mdr = —.
0 0 A 0 )‘2

Seega
, 2 1 1

T2 N2\

Vorrandi F(z) = £ lahendamisel saame leida mediaani:

DX = EX? — (EX)

1 In2
1— 7)@:7 I
e 2:>1' )\
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Eksponentjaotus on geomeetrilise jaotuse pidev analoog ja tal pole mélu: kui X ~ Exp()), siis

Pi<X<t+k Ft+k)— F(t e A _ o= A(t+k) -
PX < tHkX >1) = (P(X>t) ): (1—)F(t)(): DY =1-e M =P(X <k).

Saab naidata, et eksponentjaouts on ainus sellise omadusega pidev jaotus. Eksponentjaotuse abil
modelleeritakse tihti elu- voi téoiga. Kui lambipirni t66iga on eksponentjaotusega ja pirn on juba
aasta vastu pidanud, siis téendosus, et ta peab veel k£ kuud vastu on téapselt sama suur kui uuel
pirnil (voi pirnil, mis on 2 aastat vastu pidanud). Kui bussid saabuvad peatusesse juhuslikult
ning nende saabumisaegade vahed on eksponentjaotusega, siis bussipetusesse saabuja ootamisaja
jaotus ei soltu sellest, kas eelmine buss lahkus &sja voi tikk aega tagasi.

Eksponentjaotuse jaotusfunktsioon on pidev rangelt kasvav piirkonnas [0, c0). Jaotusfunktsiooni
poordfunktsioon on

In(1—1¢
F(t) = H(A> te(0,1).
Seega, kui X ~ UJ0, 1], siis juhuslik suurus Kui Y = —ln(l/\_X) on jaotusega Exp(\).

2.4.3 Normaaljaotus (Gaussi jaotus)

Definitsioon 2.4.3 Juhuslik suurus X on normaaljaotusega parameetritega u € R ja o >
0 (tahistatakse X ~ N(u,0)), kui tema tihedusfunktsioon avaldub kujul

1 (z—p)?

e 22z €IR.

fz) =

oV 2

Parameetritega 1 = 0, 0 = 1 normaaljaotust nimetatakse standardseks normaaljaotuseks.

Veendume koigepealt, et definitsioonis antud funktsioon sobib jaotusfunktsiooniks. Selleks peame
kontrollima, integraal temast on 1. Tahistame

1= [ s

siis muutujavahetust s = *=# kasutades saame

* 1 2
I :/ e 2 ds.
oo V2T

00 g2 [o'e) 2 [e.o] 9] 52 2
T P e P
—0o0 71' —o0 ™ —o00 J—oco <™

Kasutades kahekordses integraalis iileminekut polaarkoordinaatidele s = r cos#, t = rsin 6 saa-

me 2 2 2
s o0 1 7‘2 1 s o0 7'2
2= / / e Frdrd) = / df / e Td) =1
0 0 2 2T 0 0 2

Kuna I > 0, siis siit jareldub vordus I = 1, seetottu on toepoolest iga u ja o > 0 korral tegemist
tihedusfunktsiooniga.

Seega
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Normaaljaotuse keskviirtus ja dispersioon. Jérgnevalt niitame, et jaotusega N(u,o)
juhusliku suuruse keskvidrtuse on p ja dispersioon on o?. Arvutame koigepealt keskviirtuse.
Definitsioonist lahtuvalt saame

EX:/fo(a:)dm:/Oo(a:—u+u)f(:c)d:1:

— 00
oo _ (x_ )2 o
= \/%/ (xUQM)e_ 27 dx—l—u/ f(z)dx
—Oo — 0
o ( _<z—;§)2 & N
= ——(—e 20 /,L
V2T T=—00
pry Iu“

Dispersiooni arvutamisel tuleb kasutada ositi integreerimist:

1 o0 (z—p)?
DX = E[(X — EX)?| = / x—p)le 22 dx
[( )7 on _OO( 1)

r— W (Z—#)2:|

= E(UC —p)(—e
02/ f(z)dx

=0+
:0'2.

Normaaljaotuse jaotusfunktsioon ei ole esitatav elementaarfunktsioonide kaudu, seetottu tema
vaartuste arvutamiseks tuleb kasutada numbrilisi meetodeid voi tabeleid. Standardse normaaljao-
tuse jaotusfunktsiooni vadrtuste tabelid on laialdaselt saadaval ning jargnev lemma voimaldab
suvaliste parameetritega normaaljaotusega juhusliku suuruse X védrtuse mingisse vahemikku

kuulumise toenédosust taandada standardse normaaljaotuse jaotusfunktsiooni kasutamisele.
Lemma 2.4.1 Olgu X ~ N(u,0). Siis juhuslik suurus Y = % on standardse normaaljaotu-

sega.

Tdestus. Paneme téhele, et juhusliku suuruse Y jaotusfunktsioon avaldub kujul

Fy(y) = P(Y < y) = P(™

N
<

) =P(X <oy+p) = Fx(oy+ u)

ayth 1 -w? U | u?
:/ e 202 ds:/ e 2 du,
—00 \/W —00 27T

kus u = (s;“), ds = odu. Et

—_
»

u

flu) = —=e%

on standardse normaaljaotuse tihedusfunktsioon, on lemma tdestatud. m

Jareldus 2.4.1 Olgu Z ~ N(0,1), 0 > 0 ja pu € R suvalised konstandid. Siis juhuslik suurus
X =0Z + p on normaaljaotusega keskvidrtusga p ja standardhdlbega o, st X ~ N(u,0).
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Toestus. Kasutades lemma toestusest tuttavat muutuja vahetust, saame

T—p

— s 1 u? v 1 _(s=w)?
PX<z)=P(Z< ° ,u) :/ e zdu :/ e 22 ds.
o oo V27 —00 V2102

Maérkus: Olgu X suvaline (mitte ilmtingimata normaaljaotusega ega pidev) juhuslik suurus,

mille on 16plik keskvéartus ja dispersioon. Siis juhusliku suuruse Y = )f/_[)%( keskvaartus on 0 ja

dispersioon 1, st EY = 0 ja DY = 1 (veendu selles). Ulaltoodud lemma viidab lisaks, et kui X
on normaaljaotusega, siis Y on ka normaaljaotusega.

Lemma 2.4.1 abil saab normaaljaotusega juhusliku suuruse X ~ N(u,0) téendosusi P(a <
X <b)voi Pla < X <b), Pla< X <b),Pla <X <b), sest need on koik samad (miks?)
leida standardse normaaljaotuse jaotusfunktsiooni, mida harilikult tdhistatakse tdhega ®, kaudu.
Selleks paneme téhele, et

{w:a<X(w)§b}:{“;“<X(W;—MSb;u},

millest

1%a<X§b%:P(“”K<X_“§b_“>:¢&_“>—¢c_”) (2.23)
o o o o o
Niide. Olgu X ~ N(1,3). Leiame P(0 < X < 3). Selleks defineerime ¥ = £=! ning kasutame
valemit (2.23):
P0< X <3)=Pl—2 <V < 2)=a(2) — d(—1)

- 3 -3 3 37
kus @ on standardse normaaljaotuse jaotusfunktsioon. Standardse normaaljaotuse tihedusfunkt-
sioon on stimmeetriline nullpunkti suhtes, mistottu kehtib valem ®(—z) = 1 — ®(z) Vo € IR,
seega voime tulemuse esitada ka kujul

P0< X <3)— ‘I)<§) + @(é) Y

Tabelitest leiame 5 )
@(g) ~ 0.74857, @(g) ~ 0.62930,

seega on otsitav toendosus ligikaudu 0,37787.

Binoomjaotuse lihendamine normaaljaotusega. Poissoni piirteoreemist teame, et kui
X, ~ B(n,p) ja np, — A, siis suure n korral X,, on ligikaudu Po()\)-jaotusega. Selgub aga,
et kui X,, ~ B(n,p), siis suure n korral on X,, ligikaudu normaaljaotusega N (pn,+/(1 — p)pn).
Siinkohal tuleb silmas pidada, et kuitahes suure n korral X,, on ikka disktreetse jaotusega, mis-
tottu moiste "ligikaudu"tuleb tépselt defineerida.

Tuletame meelde, et kui X ~ B(n,p), siis

X —np
(1 —p)pn

on keksvédrtusega 0 ja dispersiooniga 1 (kuid mitte enam binoomjaotusega) juhuslik suurus.
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Teoreem 2.4.4 (De Moivre-Laplace piirteoreem) Olgu X,, ~ B(n,p,). Siis iga —00 < a <
b < oo korral
P(a < Knmp b) — () — B(a). (2.24)
np(1 —p)
Toodud teoreem on erijuht ildisest piiretoreemist, mida tuntakse tsentraalse piirteoreemina.
Tsentraalseid piirteoreeme toestame kursuses TNT2 (ptk 15).

De Moivre-Laplace piirteoreem véidab, et suure n korral

P(ac o

vnp(l —p)

kus Z ~ N(0,1). Seega suure n korral

Sb)zP(a<Z§b),

c—np X, —np < d—np )
\/npl— \/np 1— ~ /np(1—p)
( c—np —np )
Vnp(l — v/np(l—

:P(c< Z\/np 1—p +np§d),
kus Z ~ N(0,1). Jareldusest teame, et Z\/np(1 —p) + np ~ N(np,\/np(1 —p)). Seega, kui n
on suur ja p mitte viga véike, on binoomjaotus B(n,p) teatavas mottes ldhedane sama keskvéér-
tusega ja dispersiooniga normaaljaotusega.

P(c < X, <d) = P(

Naiited: (DeMoivre-Laplace’i teoreem)

1. Kulli ka kirja visati 40 korda. Leiame toendosuse, et tuli 20 kirja. Tédpne toen&osus: bi-
noomjaotuse valem

C29(0.5)%° ~ 0.1254.
Normaaljaotuse lahend: Olgu X ~ B(40,0.5). Siis np = 20, \/m =10 ja
19.5—-20 X —20 _ 20.5—20
oS vm S v )

) ~ 0.1272.

P(X = 20) = P(19.5 < X < 20.5) = P(

2. Kliinilises katses anti 100-le inimesele vaidetavalt kolesterooli alandavat rohtu. Rohi loe-
takse mojuvaks, kui see aladab kolesterooli taset vihemalt 65-1 inimesel. Leida toenédosus,
et rohi, mis tegelikult ei moju, loetakse mojusaks. Siinkohal arvestada, et kui rohi ei moju,
alaneb inimesel kolesteroolitase toendosusega 0.5.

Olgu X nende inimeste arv, kellel kolesteroolitase langes. Kui rohul moju ei ole, siis
X ~ B(100, 3) ja otsitav tdendosus:

:(I)(

100
P(X > 65) = ) Clul(5 100.
=65
Lahendades normaaljaotusega:
X —50
P(X > 65) = P(X > 64.5) = P( — > 2.9) ~ 1 — $(2.9) ~ 0.0019.
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3. Eksam koosneb n kiisimusest. Toenéosus, et tudeng vastab iihele kiisimusele oigesti on
0.52. Eksam on sooritatud, kui tudeng vastab oigesti rohkem kui pooltele kiisimustele.
Leida toenéosus, et tudeng sooritab eksami, kui eksam koosneb n kiisimusest.

Olgu X digesti vastatud kiisimuste arv, X ~ B(n,0.52). Meid huvitav tdendosus on

)

X —0.52n 0.5n — 0.52n

P(X > 0.5n) = P(\/(0.52)(0.48)n ” 052048
X050 g 04y m)

= P(
(0.52)(0.48)n
~ ®((0.04)v/n).

See toendosus kasvab koos n-ga (miks?). Kui n = 11, on see ligikaudu 0.5528, kui n = 101,
on see ligikaudu 0.6562, kui n = 1001, on see ligikaudu 0.8973.

Kokkuvotteks: Binoomjaotuse B(n,p) tdendosusi on suure n korral raske arvutada. Kiill aga
saab suure n korral binoomjaotust ldhendada: 1) Poissoni jaotusega, kui np(1 — p) on viike (st
kas p voi 1 — p on viike); 2) normaaljaotusega, kui np(1 — p) on suur. Siin "viike"ja "suur"pole
defineertud, praktikas soovitatakse normaaljaotuse ldhendit kasutada siis, kui np(1 — p) > 10.
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Peatukk 3

Juhuslikud vektorid

3.1 Juhusliku vektori jaotusfunktsioon

Sageli méiratakse iihes katses mitme juhusliku suuruse vddrtused (néiteks inimese pikkus ja
kaal). Selliste olukordade matemaatiliseks modelleerimiseks on toendosusruumil (§2, F,P) defi-

neeritud kaks voi enam juhuslikku suurust Xi,..., Xg. Neid juhuslikke suurusi voib vaadelda
vektorfunktsioonina

(X1,...,X5) : Q— RE, (3.1)
kus igale argumendile w vastab k-dimensionaalne vektor. Kui X7, ..., X on juhuslikud suurused,

siis vektorfunktsiooni (3.1) nimetatakse juhuslikuks vektoriks.

Niited: (juhuslik vektor)

1. Olgu urnis 3 punast, 4 valget ja 5 sinist palli. Juhuslikult voetakse 3 palli. Olgu X vilja
voetud punaste, Y vilja voetud valgete ja Z vélja voetud siniste pallide arv. Siis X, Y, Z
on juhuslikud suurused, (X,Y,72), (X,Y), (X, Z2), (Y, Z) aga juhuslikud vektorid.

2. Visatagu miinti n korda, X; olgu i-nda viske tulemus (0 voi 1). Siis (X7, ..., X,,) on juhuslik
vektor.

3. Olgu Q C B(R?), F = B(Q), P = /. Seega w = (w1,ws). Olgu X (w) = w1, Y (w) = wo. Siis
(X,Y) on juhuslik vektor.

Juhusliku vektori kooral ei piisa mitmete huvipakkuvate siindmuste toendosuste arvutamiseks
nende juhuslike suuruste jaotustest, vaid on vaja informatsiooni selle kohta, kuidas need juhus-
likud suurused koos kiituvad.

Definitsioon 3.1.1 Juhusliku vektori (Xi,...,Xx) jaotusfunktsiooniks nimetatakse funkt-

800N
F(xl,...,xk):P(Xl le,...XkSJJk), r, €R i=1,...k.

Seega kahemodotmelise juhusliku vektori (X, Y') jaotusfunktsioon, mida teinekord téhistatakse ka
Fxy, kohal (z,y) on téendosus, et juhuslik suurus X on véiksem kui = ja Y on véiksem kui y:

Fxy(z,y) =P(X <z,Y <y) =P{w: X(v) <z,Y(w) < y}).
Jargnevast lemmast jareldub, et juhusliku vektori jaotusfunktsioon on sarnane juhusliku suuruse

jaotusfunktsiooniga.
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Lemma 3.1.1 (Juhusliku vektori jaotusfunktsiooni omadused). Olgu (X1, ..., Xy) juhuslik vek-
tor jaotusfunktsiooniga F' = Fx, . x,. Sts kehtivad jirgnevad omadused

1. 0§F(.%’1,...,$k)SlV(wl,...,l‘k)ERn,

2. F on iga muutuja jdrgi mittekahanev ja paremalt pidev igas punktis,

3.
lim FXl,---,Xk(xlﬂ To, ... ,a;k) = FXz,...,Xk (3}2, o ,J:k) V(l’g, .. ,.%'k) € Rkil,
1 —00
lim FX17...7XI€($1, Lo, ... ,xk) = FX17X3._.7XI€($2, o ,xk) V(xl,l‘g, . ,.Z'k) € Rk_l,
Tg—00
lim FX17_..7Xk(.%'1,x2, - ,:Ek) = FXIH_7Xk_1(.%'1, - 7$k—1) V(.Z‘l, - ,$k_1) S Rk_l,
2}, —00
4. .
lim F(acl,...,:rk) =0 VY(x1,...,%-1,%it1,---,2Tk) ER _1,
Z;——00

Toestus. Toestus analoogiline lemma 3.13 toestusega

1. Ilmne (miks?)

2. Naitame, et F' on mittekahanev ja paremalt pidev x1 jérgi: fikseeritud xs,...,x, korral
x1 — F(x1,...,7;) on mittekahanev ja paremalt pidev. Olgu xo,...,x; fikseeritud ja
apn "\, a. Veendu, et

{Xl < an,XQ < l’Q,...,Xk S:L‘k} D {X1 < an+1,X2 S{L‘Q,...,Xk < il:‘k} Do

Mot { X1 <an, Xo <@g, Xy <} = {X1 <a,Xo <m,..., X <21}
ning kasuta toenfdosuse monotoonsust ja pidevust ilalt. Analoogiliselt veendu, et F' mitte-
kahanev ja paremalt pidev xs, x3 jne jargi.

3. Naitame, et

lim F(z1,...,25) =0 Y(za,...,x) € RF L

Tr1——0Q
Toestus iilejaanud argumentide korral sama.
Olgu a,, \, —co. Veendu, et iga (z2,...,2;) € R korral

M {X1 < an, Xo <wa,..., Xp, < ap} =0
ning kasuta toenéosuse pidevust iilalt.

Olgu (i1, ...4;) hulga (1,..., k) alamhulk. Omadusest 3. jareldub, et juhusliku vektori (X1, ..., X})

jaotusfunktsioonist saab leida (iilejadnud komponentidega piirile minnes) vektori (Xj,,...,Xj,)
jaotusfunktsiooni. Muuhulgas saab vektori (X1, ..., X,,) jaotusfunktsioonist leida kdoikide juhus-
like suuruste X; jaotusfunktsioone:
lim -+ lim lim --- lim F(zy,...,2%) = Fx,(z;) = P(X; < ;). (3.2)
I1—00 Tj_1—00 Lj41—00 T —00

Juhuslike suuruste X; jaotusfinktsioone nimetatakse juhusliku vektori marginaaljaotusfunkt-
sioonideks (marginaaljaotusteks).
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3.2 Pidevad ja diskreetsed juhuslikud vektorid

3.2.1 diskreetesed juhuslikd vektorid

Definitsioon 3.2.1 Juhuslikku vektorit (X1, ..., Xi) nimetatakse diskreetseks, kui X1, ..., X;
on diskreetsed juhuslikud suurused.

Olgu A; juhusliku suuruse X; vaartuste hulk (st z € A; parajasti siis, kui P(X = z) > 0).
Siis juhusliku vektori (X1, ..., X)) vadrtuste hulk sisaldub hulgas X} x -+ x &j. Kui juhuslikud
suurused X; on koik diskreetsed, on hulgad A} iilimalt loenduvad ning ka hulk A; x --- x X}, on
iilimalt loenduv. Seega diskreetsel juhuslikul vektoril on {ilimalt loenduv arv voimalikke vaartusi,
just nii nagu diskreetsel juhuslikul suuruselgi. Tuletame meelde, et diskreetse juhusliku suuruse
jaotuseks nimetame paare: (vadrtus, selle toendosus). Olgu niitid (x1,...,25) € X X -+ X X.
Tema toendosust tdhistame

p(z1,...,xp) =P(X1 =x1,..., X = xp)
ning paarid
{(x1,...,2p),p(x1, ... zk) + (T1,...,2%) € X1 X -+ X Xi}
moodustavad diskreetse juhusliku vektori jaotuse ehk juhuslike suuruste Xj,..., X} iihisjao-

tuse. Paneme tédhele, et mone vektori (x1,...,xx) korral voib olla p(z1,...,zr) = 0 kuigi
p(z;) = P(X; = x;) > 0 iga i-korral.

Pane téhele: igai=1,...,k korral
Ugiex; {w: X1(w) =21,..., Xis1(w) = zi—1, Xi(w) = 23, Xip1 (w) = g1, - .o, X (w) = 25}
= {w . Xl(w) = T1y.-. ,Xi_l(w) = xi,XH_l(w) = Tj+1,"" Xk(w) = a:k},
millest saame (kuidas?)
Z p(x1,... xx) = Z PXi =z, X1 =21, Xy = @3, Xiy1 = i, .., X = )
x;, €EX; T, €X;
=P(X1=m1,- , Xso1 =221, Xig1 = Tig1, .-, Xip = 2p).
Sellest jareldub, et iga alamhulga I = {i1,...,4} C {1,...,k} korral
Z p(xlw . 'a$k) = P(X] = ':U]a] € J)7
Tig Ty

kus J = {1,..., kNI

Diskreetse juhusliku vektori funktsiooni keskvéirtus Olgu (X7,..., X}) juhuslik vektor
ja
. ok
g:R*"— R
funktsioon. Siis g(X7, ..., Xy) on diskreetne juhuslik suurus, mille vadrtused on hulga
{g(:vl,...,:nk) (X1, T) €A X e X Xk}
elemendid. Juhusliku suuruse g(X7i, ..., Xx) keskvdartus, kui see eksisteerib, on
B(g(Xt,. -, X)) = 3 gl mplon,. ). (33)
Ty Tp

Siin x; summeritakse tile &;. Vordle valemiga (2.17).

96



Diskreetsete juhuslike suuruste X ja Y iihisjaotus.
reetse vektori (X,Y") korral esitatakse iihisjaotus tihti tabelina

Kahedimensionaalse juhusliku disk-

WX 1 T2 TN p(yi)
Y1 p(z1, 1) p(z2, 1) p(zn, Y1) >_iP(wi,y1) = p(y1)
Y2 p(r1,92) p(x2,92) (N, y2) > p(wiy2) = p(y2)
Yn p(x1,ynr) p(r2, ym) p(zN, ym) > i p(xi, yar) = p(yar)
p(zi) | 2o p(@1,9:) = p(x1) | 22, p(@2,y:) = p(x2) > p(@N,yi) = plan) Do P, y) =1

Ulaltoodud tabelis juhusliku suuruse X viidrtuste hulk on X = {m1,..
juhusliku suuruse Y véértuste hulk on Y = {y, ...

p(zi,y5) = P(X =2, Y =y;)

ning iga ¢ ja j korral

N
> plaiy;) =P =y;) = p(y)),
=1

M

> wlwiyy) =P(X =

J=1

TN}, kus N < oo
,YM}, kus M < co. Seega

x;) =: p(x;).

Seega tabeli j-nda rea summa on p(y;) ja i-nda veeru summa summa on p(z;). Ulaltoodud ta-
belis voig olla, et p(z;,y;) = 0, kuid p(x;) > 0 ja p(y;) > 0. Teistpidi olla muidugi ei saa: kui
p(x;) = 0, siis p(x;,y;) = 0 iga j korral (miks?).

Naiited: (diskreesete juhuslike suuruste iihisjaotus)

1. Olgu urnis 3 punast, 4 valget ja 5 sinist palli. Juhuslikult voetakse 3 palli. Olgu X vilja
voetud punaste, Y vilja voetud valgete ja Z vilja voetud siniste pallide arv. Siin X =
{0,1,2,3}, Y ={0,1,2,3}, Z = {0, 1, 2,3}. Leiame vektori (X, Y") ithisjaotuse. Selle vektori
voimalikus vddrtused sisalduvad hulgas {0, 1,2, 3} x {0, 1,2, 3}. Leiame toendosused

p(ivj) = P(X =14,Y :])7

i,7=0,1,2,3.

Urni skeem, tagasipanekuta jarjestamata komponentidega elementaarsiindmused, seega

Et C, = 220, siis saame niiteks

Leides koik toendosused, same tabeli

cicjcs

. ii+j <3
(i, ) = 3. , kUI.Z +3<3;
0, mujal.
o cicict _ o
P = 090 T 220
Y\X 0l 1]2]3][PY=y)

0 10 30 | 15 [ L 6
220 | 2920 | 220 | 320 220
1 0 0 R A 12
220 | 220 | 220 220
2 @ 350 0 0 ?0




Uhisjaotuse tabelist saame ka X ja Y jaotuse. Niiteks P(X = 2) = %. Veendume, et see
toepoolest nii ka on:

21
2
P(X=2)= CsCy _ 27
220 220
2. Olgu X1,..., X} mindivisked, X; ~ B(1,p). Siis X; = {0,1} ning

P P
p(zi,...,zp)=p T (1—p)~ i

Zs

Seega (X1, X2) jaotustabel on

Xo\ X1 0 1 P(X2 =)
0 1-p? |pl-p)| (1-p)
1 pd-p) | » p
P(X;=1)| (1-p) p 1
Multinoomjaotus
Olgu katsel k voimalikku vadrtust (valjundit), nende toendosused olgu vastavalt pi, ..., pg. Aru-

saadavalt p; +- - -+p = 1. [Néiteks urnis on M kuuli, neist i-varvi kuule on M; (My+- -+ My, =
M) ja katse tulemus on véljavoetud kuuli varv. Siis p; = %] Oletame niitid, et katset sooritati
soltumatult n korda. [Néiteks eelpoolkirjeldatud urnist voetakse tagasipanekuga n kuuli.| Siis
toendosus, et i-s viljund toimus n; korda, i = 1,...k (ny + -+ + ngp = n) [nditeks i-ndat varvi
juuli voeti n; korda ¢ = 1,... k| on vastavalt multinoomjaotuse valemile (1.23)

n!

71 )
7]) ...p .
nl‘nk' 1 k

Olgu (Xy,...,X%) juhuslik vektor, kus X; on i-nda véljundi arv. Siis iilaltoodud valemiga on
antud vektori (X1, ..., X}y) thisjaotus:

_ _ _ n! n1 N

P(X1 —nl,...,Xk = nk) = 7n1!---nk!p1 cept
Definitsioon 3.2.2 Juhuslik vektor (X1, ..., X;) on multionoomjaotusega (multinomiaal-
se jaotusega)) parameetritege n,pi,...,pg, kus Ele p; = 1, kui suvaliste arvude n;, i =

1,...,k korral hulgast {0,1,...,n} kehtib vordus

n! n1 g . k
b1 D kui Y27 ni=n
P(X1=n1,...,Xk:nk):{"1’ !l ko 2= T =T

0 vastasel korral.

Pane téahele: kui (Xi,...,X};) on multinoomjaotusega parameetritega n,pi,...,pg, siis X; ~
B(n,p;). Téepoolest, X; on i-nda viljundi arv n-1 sdltumatul katsel. Uhel katsel on i-nda viljundi
toendosus p;. Analoogiliselt arutledes saame, et suvaliste indeksite ng,---,n; korral (veendu
selles)

Xi, +'”+Xil ~ B(n,pil +"'+pil)'

Kui £ = 2, on multinoomjaotusega juhuslik vektor (X,Y’) parameetritega n,pq,pe sisuliselt
binoomjaotusega, sest

P(X =n1,Y =n3) =P(X =n1,Y =n—n1) = C}' (p1)" (p2)" ™ = P(X = nq).
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Seega, kui X ~ B(n,p), siis, defineerides Y :=n — X on (X,Y’) multinoomjaotusega parameet-
ritega 2,p, (1 — p).

Naiide: Olgu urnis iiks must, kaks punast ja kolm valget kuuli. Katse seisneb juhusliku kuu-
li valikus, varvi kirjapanekus ning kuuli urni tagasi panekus. Katset korratakse kaks korda ning
juhusliku suuruse X véartuseks on saadud mustade kuulide arv, juhusliku suuruse Y vaartuseks
on saadud valgete kuulide arv. Leime juhuslike suuruste X ja Y {ihisjaotuse. Selleks paneme
tahele, et kui Z on katses saadud punaste kuulide arv, siis (X,Y, Z) on mulinomiaalse jaotusega

parameetritega 2, %, %, % Et
HszJ%wnz{Q kgx+y>&
PX=x,Y=yZ=2—-z—y), kuizx+y<2

siis juhusliku vektori (X,Y") jaotustabel on

(XWlof1]2]
0 [ 5[5l
1 s |z]0
2 [[]0]0
Toepoolest
2! 1.0,1.0,1 2l 1.0,1,,1

P(X =0,Y =0)

:wmﬂé%?%?{ HXZQY:D:omu%wQMQ

jne.
Marginaaljaotused on jargmised: X ~ B(2, %), Y ~ B(2, %), Y ~ B(2, %) Vastavalt valemile
(3.3) saame

2 2
E@WWZE:E:%jmmzé-

i=0 j=0

3.2.2 Pidevad juhuslikud vektorid

Definitsioon 3.2.3 Juhuslikku vektorit (X1,..., X)) nimetatakse pidevaks, kui leidub funkt-
stoon

f:R*¥ 0, 00)

nii, et iga (x1,...,x1) € R¥ korral avaldub vektori (X1, ..., X}) jaotusfunktsioon kujul

1 T
F($1>7xk):/ / f(ul,,uk;)dukdUI
— 0o —0o0
Funktsiooni f nimetatakse sel juhul juhusliku vektori (Xi,--- , Xi) tihedusfunktsiooniks.

Tuleta meelde, et kordne integraal arvutatakse iikshaaval muutujate jargi integreerides:
1 Tl x1 Tr—1 Tk
/ / f(ula"‘auk)duk"'dulz/ / (/ f(uh'"7’U«k)duk>duk71"‘dul-
—0o0 —0oQ —00 —0oQ —00

99



Lemma 3.2.1 (Tihedusfunktsiooni omadused) Olgu (X1, ..., Xy) pidev juhuslik vektor jaotus-
funktsiooniga F' ja tihedusfunktsiooniga f. Siis kehtivad jargmised omadused:

1. kehtiwad vordused
frte) = [ [ pun ) du dudu - dun
—OOk — o0
-1

kus fx,(u;) on juhusliku suuruse X; tihedusfunktsioon.

/ / flug, ... ug) dug---duy =1

~————
k

3. Kui D € B(R¥), siis

P((Xl,...,Xk)eD)—/‘--/Df(ul,...,uk)du1~-duk.

4. Kui f on pidev punktis (x1,--- ,xy), siis
ok F
flay,. ... xk) = m(xl , Tk)
Toestus.
1. Olgu

fx,(u) == /Z e /Z flur, oo uim1,uy uign, - -+, ug) dug - - - dujprdui—q - - - duy,
Veendume, et fx,(u) on X; tihedus, st
Fy.(z) = /_ OO Fr (w)du.
Seos (3.2)

Fx,(x)= lim --- lim lim -+ lim F(z1,...,%-1,Z,Tit1,...,Tk)
xr1—00 Tj—1—00 Tj41—00 Tp—00

T 00 o]
= / </ / f(ul,uk) dukdulJrldul,ldul)duz

_ /; Fx () dus.

2. jéreldub eelmisest (kuidas?).

3. See jireldub tihedusfunktsioooni iildisest definitsioonist, millest rddgime kursuses TNT2.
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4. Mat analiiiis (vt pidevad juhuslikud suurused).

Markused:

e Secosest 1 jareldub, et kui (X71,. .., X,,) on pidev juhuslik vektor, siis marginaaljaotused (ju-
huslike suuruste X; jaotused) on pidevad. Vastupidine iildiselt ei kehti: pidevad marginaaljaotused

ei garanteeri juhusliku vektori pidevust . Olgu néiteks X pidev juhuslik suurus, ¥ = X.
Siis (X, Y) on pidevate marginaalidega juhuslik vektor, kuid tal pole tihedust. Selles on
lihtne veenduda. Olgu D = {(z,y) : = = y} diagonaal. Vektori (X,Y") konstruktsioonist
jireldub, et P((X,Y) # D) = 0. Kui vektoril (X,Y’) oleks tihedus f(z,y), siis (seos 3)

//R2\D [z, y)dyda :/ / / (2,9 dy dx:().

Et f(z,y) > 0, siis tilaltoodud vordus saab kehtida vaid siis, kui iga = korral

(/;+/;O)f(x,y)dy=o,

millest f(z,y) = 0, kui = # y. Seega f saab erineda 0-st ainult diagonaalil. Sellise funkt-
siooni integraal iile hulga (—oo, z| X (—oo,y| on aga 0, mitte F(z,y). Jarelikult f ei saa
olla tihedus.

e Seosest 3 jireldub, et kui
D=A; x Ay X --- x A,

kus A; on Boreli hulgad, siis
P((X1,...,Xp) € D) =P(X1 € Ay,..., X), € Ay) :/A o flu, ..., up)duy - - - duy.
1 k

Erijuhul, kui iga i = 1,...,k korral A; = (—o0, x;] saame iilaltoodud valemist

F(l‘l,...,xk):P(X1<:C1,.. Xk<l‘k)
=P X1€A1,.. XkEAk)

/ /ful,.. Jup)dug - - dug

Naiide: (pidev juhuslik vektor)
1. Olgu vektori (X,Y) tihistihedus

2e %Y, kuix >0,y > 0;

flay) = { 0, mujal.

Leia X ja Y jaotus, P(X >1,Y <1)jaP(X <Y).
Leiame juhuslike suuruste X ja Y tihedusfunktsioonid:

= / flx,y)dy = 26_93/ e Wy =e "
0 0

= / flz,y)dx = 2€2y/ e “dr = 2e” %
0 0
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Seega marginaalid on eksponentjaotusega. Otsitavad toenédosused leiame
1
P(X>1Y<1) / / 2e77 2ydxdy—/ 2e”%Y( — e "|3°)dy :e_l/ 2¢ Wdy = e (1 —e7?)
P(X<Y) // - dexdy—/ / 2e" dexdy—/ 2e72Y(1 — e ¥)dy
SOE w>y

1
= 2¢~2Y(d 2¢3Y(d —1—7:7.
/0 c oW /0 cw 373

. Olgu vektori (X,Y) iihistihedus

ze WD kuiz > 0,y > 0;
fley) = { 0, mujal.

Leia marginaaljaotused ja vektori (X,Y") jaotusfunktsioon.

Marginaaltihedused voib leida iihistihedusfunktsiooni f(x,y) kaudu, kuid saab ka tihisjao-
tusfunktsioonist. Leiame selle.

Olgu

c d c d
Fle,d) =P(X <c,Y <d) = / ( / re 0 gy ) = / = / oy
0 0 0 B
- /C (aze—x(l B eiﬂd)>dx — /C e~ (1 — e ™) dy = /C —— /c o—a(dt) g
0 x x 0 0 ;

1
_1_,—Cc 4 - c(d+1)
=1—-e"+ 1 (e 1).

Veendu, et

0 2 (d+1)
F =ce ° .
Ocod (e, d) = ce

Siit saame marginaalide jaotusfunktsioonid:

Fx(c) = lim {1 —e “+ (e~cld+l) _ 1)} =1—-e°¢

d—oo d+1
F T —c —c(d+1) 1
V()= lim [1- 4 (e “yl=1-g0y

Seega X on eksponentjaotusega (milline on tihedusfunktsioon) ja Y tihedusfunktsioon on
jargmine (miks?):

1 : .
fy(y)={ G v >0

0, mujal.

. Olgu Q ring tasandil raadiusega R, st Q = {(w1,w2) € R? : w? + w? < R%}, P olgu
geomeetriline toendosus. See tdhendab, et iga Boreli hulga A C ) korral

(A (A
P = i) =

kus ¢ on pindala. Olgu X ja Y jargmised juhuslikud suurused:

X(w) = X(wi,ws) =wi, Y(w)=Y(w1,w2) =ws.
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Seega X on juhuslikult ringi visatud punkti esimene koordinaat ja Y teine koordinaat.
Teisisonu, (X,Y) on samasusfunktsioon (ta teisendab punkti w iseendaks). Veendume, et
juhusliku punkti (X,Y") tihistihedus on jargmine:

kui 22 + y2 < RZ
mujal.

Flay) = { i (3.4)

Seega
1
f(xay) RQIS(:I} y)

kus S on ring raadiusega R (seega S = ) ja Ig indikaatorfunktsioon.
Toepoolest, iga tasandi (Boreli) hulga B korral

{(X,)Y)eB}={w: (X(w),Y(w)) € B} ={w: (w1,w2) € B}.
Seega

P((X,Y)eB) = ({wGQ (w1, w2) GB}) P(Q@NB)= E(QgB)

_ (SN B)
_ dady = )dxd
Ry R R

Tihedusega (3.15) antud jaotust nimetame iihtlaseks jaotuseks ringil (raadiusega R).
Kuigi juhuslik punkt (X,Y") on iihtlase jaotusega, pole koordinaadid X ja Y iihtlase jao-
tusega juhuslikud suurused, sest X tihedus fx avaldub

© 1 1 Vi 2vV/R2 — 12
f@) = [ —lsady = — [ ay= o et <R

Kui 22 > R?, siis fx(x) = 0. Siimmeetria tottu Y tihedus sama.
Lemma 3.2.2 Olgu (Xl,.. X}.) tihedusega f pidev juhuslik vektor ja g : RF +— R selline
funktsioon, et g(X1,. .., Xg) on juhuslik suurus, Kui

/ / g(x1, .. xp)|f(x1, ... zp)dey - - - dzy < o0,
stis juhuslikul surusel g(X1, ..., X) on loplik keskvddrtus, mis avaldub
Eg(Xl,,Xk):/ / g(xl,,xk)f(:cl,,xk)d:rkdxl (35)
TGestus. Olgu esialgu g mittenegatiivne (st g(z1,...,xE) > 0 iga (x1,...,zx) korral). Lemma
2.15: o
0

Olgu

D(t) == {(z1,...,x) : glx1,...,25) >t} C R
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Siis (seos 3)
P(g(Xl,...,Xk) >t) :/ ()f(xl,,:z:k)da;kdxl
D(t

Seega
Elg(X1,...,Xg)] :/ // flxy, ..., xg)dxy - - - dxydt.
0 D)

Vahetades integreerimisjarjekorra, saame

oo o0 g(xlv"'vxk)
E[Q(leka]:/ / / dtf(:cl,...,wk)dxk‘--datl
—00 —o0 J0
:/ / gz, ... xp) f(z1,. .., xp)day - - - dzy.

Kui g pole ilmtingimata mittenegatiivne, siis defineerime funktsioonid

g+<$17 cee 7:1:]'6) = max{g(:ch ce 7xk)70}7 gi(‘rla s ,IEk) = rnax{—g(a:l, cee 7$k)70}

ja pane tihele, et ¢ = g* — ¢, millest

/ g(x1, ... xk) f(x1, ..., xp)deg - - dry =

/ g+<$1,...,xk)f(x1,...,f]?k)dl'k"'dl'l—/ gi(xlv"'vwk)f(wlr"7xk)dxk"'dxl-
Lemma 2.15:
0o 0
Elg(X,- . Xe) = [ P X0 > e+ [ Plg(X. Xe) < o
0 —00

P(g(Xl,. . ,Xk) > t)dt+ /0 P(g(Xl,,Xk) < t)dt

—00

P(g(Xl,...,Xk) >t)dt+/ P(—g(Xl,...,Xk) >t)d7f
0

o0

—0o0

/,
/,

= fooP(ng(Xl,...,Xk) > t)dt—l—/OOOP(g(Xh--.,Xk) > t)dt
/

g(x1, ... 2p) f(z1, ... 2p)day - - - dy.
Siin teine vordus tuleneb sellest, et funktsioonid
tes P(g(X1,. ., X) <) jat o P(g(X, .., Xp) < 1)

erinevad vaid loenduvas arvus punktides ja integraal sellest ei muutu, neljas vordus tuleb sellest,
et iga t > 0 korral (veendu selles)

{9(X1,..., Xp) >t} ={g7(X1,...,. Xp) > t}, {—9(X1,....Xp) >t} ={g (X1,...,Xp) >t}
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Viies vordus tuleneb sellest, et nii g™ kui ka g~ on mittenegatiivsed. m

Lemmast 3.2.2 jareldub meile juba tuttav (aga siiani toestamata) véide 2.2.2: pideva juhusli-
ku X suuruse funktsiooni g(X) keskvédartus (kui see leidub) on

| s

kus f on X tihedus.
3.3 Soltumatud ja soltuvad juhuslikud suurused

3.3.1 Definitsioon

Tuleta meelde, et siindmused Aj,...,Ar € F on soltumatud, kui iga alamhulga A;,,..., 4;
korral

1

P(As, ..., Ay) =P(A;) - P(Ay).

Veendu, et toodud definitsioon on ekvivalentne jargmisega: siindmused Aq,..., Ay € F on sol-
tumatud, kui iga B; € {4;,Q} korral
P(Bi,...,By) =P(B1)---P(By) (3.6)

Definitsioon 3.3.1 Juhuslikud suurused Xy, ..., Xy on soltumatud, kui iga B; € B(R), i =
1,...,k korral

P(X, € By,...,X, € By) =P(X; € By)---P(Xj € By). (3.7)
Juhuslikud suurused on soltuvad, kui nad pole soltumatud.
Veendu, et kui Xi,..., X on soltumatud juhuslikud suurused, siis iga alamhulk X; ,..., X}
on ka soltumatud juhuslikud suurused. Vottes definitsioonis (3.7) B; = (—oo, ;] saame: kui
X1, ..., X on soltumatud, siis iga x1, ...,z korral

Téhistades F{x, . x,) juhusliku vektori (Xi,..., X}) jaotusfunktsiooni, saame (3.8) kujul
Fixy,ox(@1, o zk) = Fxy (v1) - Fixy (1) (3.9)

Seega, kui X71,. .., X} on sdltumatud, siis iga (21, ..., 2) € R¥ korral kehtib (3.9). Saab niidata,
et kehtib vastupidine: (3.9) on piisav soltumatuseks.

Lemma 3.3.1 Juhuslikud suurused X1, ..., Xy on soltumatud parajasti siis, kui iga (z1,...,T)) €
R* korral kehtib (3.9).

Toestus. TNT2 Jareldus 5.3 =
Lemma 3.3.2 Olgu X1, ..., X} soltumatud juhuslikud suurused. Olgu iga i =1,...,k korral
gi:R— R
selline funktsioon, et g;(X;) on juhuslik suurus. Siis
91(X1), -+, gr(Xk)

on ka soltumatud juhuslikud suurused.
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TGestus. Olgu Bi, ..., By suvalised Boreli hulgad. Defineeri iga i = 1,..., k korral
A;:={x e R:g(x) € B;}.

Saab néidata, et kui B; on Boreli hulk, siis on seda ka A;. Seega x € A; parajasti siis, kui
gi(x) € B;, millest saame, et iga i korral

{w:gi(X(w)) € Bi} = {w: Xj(w) € Ai}.
Vottes tilaltoodud hulkade iihisosa iile i-de, saame
{w:1(X1(w)) € B1,y..., gu(Xp(w)) € Bpt ={w: X1(w) € Ay, ..., Xp(w) € Ag}.
Jarelikult

P(gl(Xl) S Bl,. . .,gk(Xk) S Bk) = P(Xl € A1,...,Xk S Ak)
= P(X1 S A1) . --P(Xk S Ak)
= P(gl(Xl) S Bl) . P(g(Xk) € Bk)

Siin teine vordus tuleb sellest, et X;-d on soltumatud, esimene ja kolmas aga A; definitsioonist.
]

Lemmast jareldub muuhulgas, et kui X ja Y on soltumatud, siis on seda ka paarid X2, Y?;
X3, eY.

Teoreem 3.3.2 Olgu X1, ..., Xy lopliku keskddrtusega soltumatud juhuslikud suurused. Siis on
ka juhuslikul suurusel
X1 Xo--- Xy,
on loplik keskvddrtus, kusjuures
E[X) - Xy]=EX,--- EX. (3.10)

Toestus. Uldiselt toestame teoreemi kursuses TNT2 (vt TNT2 Trm 8.16). Erijuhul pidevate ja
diskreetsete juhuslike suuruste korral toestame allpool. m

Jareldus 3.3.1 Olgu X1,..., X soltumatud juhuslikud suurused. Olgu iga i =1,...,k korral
gi :R— R

selline funktsioon, et g;(X;) on lopliku keskvddrtusega juhuslik suurus. Siis juhuslikul suurusel

k
[To:(x)
i=1

on ka loplik keskvddrtus ning

Elg1(X1) - gx(Xk)] = Eg1(X1) - Egr(Xk). (3.11)

NB! Kui juhuslikus suurused X1, ..., X} pole soltumatud, siis (3.10) iildiselt ei kehti. Kontra-
niiteks vota Y ~ B(1,3) ja Y := X. Veendu, et E(XY) = 3 # 1 = EXEY.
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3.3.2 Diskreetsete juhuslike suuruste soltumatus

Olgu X7i,..., X} on soltumatud diskreetsed juhuslikud suurused. Siis seosest (3.7) jareldub, et
suvaliste reaalarvude x1, ..., x; korral

P(X1 = T1,... ,Xk = xk) = P(X1 = xl) cee P(Xk = a:k). (3.12)

Seega, kui (Xi,...,X%) on soltumatute komponentidega juhuslik vektor, siis iga selle juhusliku
vektori vadrtuse (z1,...,x,) toendosus on marginaaltoendosuste korrutis. On lihtne veenduda,
et (3.12) on piisav soltumatuseks.

Vaide 3.3.1 Diskreetsed juhuslikud suurused X, ..., X on soltumatud parajasti siis, kui suva-
liste reaalarvude x1, . ..,y korral kehtib (3.12).

TGestus. Tarvilikkus on toestatud. Tdestame piisavuse. Olgu X1i,..., Xy sellised juhuslikud
suurused, et suvaliste reaalarvude x1, ...,z korral kehtib (3.12). Olgu &; juhusliku suuruse X;
voimalike vadrtuste hulk. Seega A&; on iilimalt loenduv iga i korral. Olgu By, ... By suvalised
Boreli hulgad. Siis

P(X, € Bi,...,X, € B) = Z P(X,=x1,..., X, = 23)
(ml,...,xk)E(XlﬁBl)X---X(XkﬂBk)
= > P(X1 =) P(X), = a)

(xl,...,xk)é(.)ﬁﬂBﬂ><~~~><(XkﬂBk)

_ Z Z P(Xlzwl)"'P(Xk:l'k)

1316()(1031) IkG(XkﬂBk)
= ( >, PXi= 961)) ( Y P(Xp= Sﬂk))
r1€X1NB 2k €(XeNByg)
= P(Xl € Bl) ce P(Xk S Bk).

Seega kaks diskreetset juhuslikku suurust X ja Y on séltumatud parajasti siis, kui iga x € X ja
y € Y korral P(X = 2z,Y = y) = P(X = 2)P(Y = y). Teisisonu, iga jaotustabeli element on
vastavate marginaaltoendosuste (rea ja veeru summa) korrutis:

V\X 1 o . TN p(yi)
yr | plz)p(yr) | plx2)p(yr) | -~ | plen)p(y) | p(y)
ya | p(x)p(y2) | p(x2)p(y2) | --- | plen)p(y2) | py2)
ym | p(x1)p(ym) | p(@2)p(ynm) | -~ | plen)pym) | p(ym)
p(zi) | p(z1) p(z2) - p(zN) 1
Toestame seose (3.10) diskreetsete juhuslike suuruste korral. Olgu X7, ..., X} soltumatud disk-
reetsed juhuslikud suurused, X; vddrtuste hulk olgu X;. Seega iga (z1,...,2zx) € X1 X -+ X X}

korral (so6ltumatus)
p(xy, .. k) = pr(@a) - prl(aw),
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kus pi(z;) = P(X; = ;) ja p(x1,...,2) == P(X7 = 21,..., X} = x1). . Valemist (3.3) saame
(z; summeritakse iile Xj;)

BIXi--Xpl= > (1--zp)p(x, ... 25)
= Z (@1 ap)pi(x1) - - pr(as)
=Z Z R)p1(1) - - i ()
_ lepl 1) Zxkpk )

ZEX1-~EX;€

3.3.3 Pidevate juhuslike suuruste soltumatus

Olgu Xiq,..., X} on pidevad juhuslikud suurused. Siis suvaliste reaalarvude x1, ...,z korral
P(X) =) -P(Xy =) =0jaP(X; = x,..., X = x) = 0. Seega (3.12) kehtib. Et
X1,..., X} voivad olla suvalised, et jareldu sellest muidugi soltumatus.

Vaiide 3.3.2 Pidevad juhuslikud suurused Xi,..., X, on séltumatud parajasti siis, kut vektor
(X1,...,Xg) on pidev ja tema thistihedus on marginaaltiheduste korrutis:

fxi o x (@1 m) = fxq (1) - fx (k) (3.13)

TGestus. Olgu Xj,..., X} on soltumatud ja F olgu (Xi,..., X)) jaotusfunktsioon. Siis iga
x1,...,x korral

F(:L’l,...,wk)—Fxl xl) ka :rk

:/ Ix, (ur)duy - / Ix, (ug)duy,

_ / / Fxy(un) -+ fx, (ug)dug -+~ dun
:/xl... fu, ..., ug)duy - - - dug,

—00 —00

kus

f(u17 cee 7u/€) = fX1(u1) : ka(uk)

Seega
Sy (ua) - Fxy ()

on (Xi,...,Xy) tihedus.
Olgu (Xy,..., X}) tihedus fy, (u1) - fx, (ug). Ulaltoodud arutlusest jireldub, et iga 21, ...,z
korral

F((L‘l,. . .,.CCk) = FXl(CEl) s -ka(l'k),

seega juhuslikud suurused Xi, ..., Xj on soltumatud. =
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Niide: (soltumatud pidevad juhuslikud suurused) Vaatle punktis 3.2.2 toodud kolme
néidet. Veendu, et esimeses néites vaadeldud juhuslikud suurused X ja Y on soltumatud, kuid
teises ja kolmandas néites vaadeldud juhuslikud suurused ei ole.

Toestame seose (3.10) pidevate juhuslike suuruste korral. Olgu Xji,..., X} soltumatud pide-
vad juhuslikud suurused, X; tihedus olgu f;. Seega iga (z1,...,xy) korral vektori (Xi,..., X)
tihistihedus, olgu see f(z1,...,x) on (soltumatus)

[, zk) = fi(za) - fulzg),

Valemist (3.5) saame
E[X; - Xi] :/ / (1 xp)f(z1, ..., xp)day - - - dy

=/_°° --~/_°°<:c1---mfl(ml)---fk<xk>dka---dm1

—/_ x1f1($1)d$1“-/ T fr(vr)doy,

— 00

— EX,---EX;

3.4 Juhusliku vektori kovariatsioonimaatriks

Olgu X ja Y kaks soltuvat juhuslikku suurust. Soltuvus tdhendab (definitsiooni kohaselt), et
X ja'Y pole soltuvad. Samas voib soltuvus olla viga tugev (néiteks X = Y') voi ka suhteliselt
nork. Juhuslike suuruste omavahelise soltuvuse mootmiseks on viga palju voimalusi, neist vast
enimkasutatvam on lineaarset soltuvust mootev korrelatsioonikordaja.

Definitsioon 3.4.1 Olgu X ja Y loplikku dispersiooni omavad juhuslikud suurused. Siis nende
kovaratsiooniks nimetatakse suurust

cov(X,Y)=FE[(X — EX)(Y — EY)]
ning korrelatsioonikordajaks nimetatakse arvu

cov(X,Y)
VDX DY’

Teoreem 3.4.2 (Cauchy-Schwartz-Bunjakowski vorratus) Olgu X ja'Y lopliku dispersioo-
niga juhuslikud suurused. Siis

p(X.Y) =

[E(XY)]? < EX?EY?, (3.14)
kusjuures tlaltoodud vorratus on vordus parjasti siis, kui leidub konstant a nii, et P(aX =Y) = 1.
Toestus. Koigepealt pane tihele, et kui EX? = 0, siis P(X = 0) = 1 (miks?), millest jireldub,
et P(XY =0) =1ja E(XY) = 0. Seega, kui EX? = 0 voi kui EY? = 0, siis (3.14) kehtib.
Vaatame niiiid olukorda, kus EX2 > 0 ja EY? > 0. Olgu a € R, ning defineerime Z = aX — Y.

Seega
0<EZ*=F(aX -Y)*=d’EX? - 2aE(XY) + EY?.
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Seega ruutfunktsioonil
a— a*EX? —2aE(XY) + EY?

on maksimaalselt tiks null-koht (miks?). See tdhendab, et selle ruutfunktsiooni diskriminant peab
olema mittepositiivne:

AB(XY)? —4EX?EY? = 4(E(XY)? - EX?EY?) < 0.

See tdhendab, et kehtib (3.14). Ruutvormi diskriminant on 0 parjasti siis kui sellel ruutvormil
on 1 null-koht ehk mingi £Z? = 0. Viimane kehtib vaid siis, kui P(Z = 0) = 1 v&i samaviérselt,
PaX-Y=0)=1 m

Lemma 3.4.1 Olgu X, Y ja Z loplikku dispersiooni omavad juhuslikud suurused. Siis kehtivad
valemid

1. cov(X,X) =DX jap(X,X)=1;

2. cov(X,Y)=FEXY)—- EX-FEY;
3. kui X ja'Y on soltumatud, siis cov(X,Y) =0 ja p(X,Y)=0;
4. D(X+Y)=DX + DY +2cov(X,Y)
5. kui Xq,..., X, on juhuslikud suurused, siis
n n n—1 n n n
DO X)) => DX;+2) > cov(Xi, X;) =D Y cov(X;, X;);
i=1 i=1 i=1 j=i+1 i=1 j=1
0. kui X1,..., Xy on soltumatud juhuslikud suurused, siis

D(Zn: X;) = f: DX;.
=1 =1

7. cov(X,Y) = cov(Y, X);
8. cov(a X +0Y,Z) =acov(X,Z)+ Beov(Y,Z) Va,B€R;
9. |p(X,Y)| <1, kusjuures vordus kehtib parajasti siis leiduvad arvud a ja b nii, et
PY=aX+0b) =1,
10. p((aX +8),Y) =p(X,Y) Va,BeRR.
Toestus.
1. Imne (miks?).
2.

E(X — EX)(Y — EY) = E[XY - Y(EX) — X(EY) + (EX)(EY)]
(XY) — (EY)(EX) + (EX)(EY) — (EX)(EY)
(XY)— EXEY.

E
E
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E[(X+Y)-EX+Y)?=E[(X+Y)— (EX + EY)]?
(X —EX)+ (Y — EY)?
(X —EX)*+ (Y — EY)? +2E[(X — EX)(Y — EY)]

X + DY +2cov(X,Y).

E
E
D

4. Toestus sama, sest suvaliste reaalarvude aq,...,a, korral
n n—1 n
S 0 YA Y o
i=1 i=1 j=i+1
Teine vordus tuleb kovariatsiooni siimmeetrilisusest ja sellest, et D(X;) = cov(X;, X;).
5. Seosed 6 ja 3
6. Ilmne.

7. Seos 2 ja keskvédrtuse linearsus:

cov(e X +8Y,Z)=FE[(a X +B8Y)Z] - E((a X +BY)EZ
— aE(XZ) + BE(YZ) — aEXEZ — BEYEZ
= o[B(XZ) — EXEZ] + BIE(XY) — EXEY]
= acov(X, Z) + Beov(Y, Z).

8. Seos (3.10).

9. Vorratus (3.14):

lcov(X,Y)| = |E[(X — EX)(Y — EY)]| < VE(X — EX)?E(Y — EY)2.

Seega [p(X,Y)| < 0. Oletame, et p(X,Y) =1 ehk

E[(X - EX)(Y —EY)]| = \/E(X — EX)?E(Y — EY)2.
Vastavalt teoreemile 3.4.2 tilaltoodud vordus kehtib vaid siis, kui leidub a € R nii, et
P(a(X — EX)=Y — EY) = P(Y =aX — aEX + EY) = 1.
10. Ulesanne.
]

Soltumatute juhuslike suuruste summa dispersioon on seega juhuslike suuruste dispersioonide
summa.
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Niited: (soltumatute juhuslike suuruste summa dispersioon)

1. Teame, et kui X ~ B(n,p), siis DX = np(1 — p). Teisalt, binoomjaotusega juhuslik suu-
rus in n soltumatu Bernoulli jaotusega juhusliku suuruse summa: kui X = Y | X;, kus
X1,..., X, on soltumatud B(1,p) jaotusega juhuslikud suurused, siis X ~ B(n,p). Seega
DX =D(Xi1+---+X,) = DX1+---+DX,, = np(1—p), sest Bernoulli jaotusega juhusliku
suuruse dispersioon on p(1 — p).

2. Negatiivse binoomjaotusega juhuslik suurus on r soltumatu geomeetrilise jaotusega juhus-
liku suuruse summa: kui Xi,..., X, on soltumatud juhuslikud suurused, X; ~ G(p) ja
X =5, Xj, siis X ~ NegB(r,p). Seega

(1-p)

DX =rDXy =r——>5—,
p

sest DX; = (1;21’).

3. Olgu X1,..., X, soltumatud juhuslikud suurused, kusjuures EX; = pja DX; = 0. Leiame
nende juhuslike suuruste keskmise keskvaértuse ja dispersiooni. Keskvéartuse lineaarsus

X1+--+X nu
PRt T,
n n
Dispersioon
Xi+---+ X, 1 no? o2

| = 5D(Xi+- 4 Xa) = 5 = .

D no-
[ n? n

n

Seos 3 véidav, et soltumatute juhuslike suuruste kovariatsioon on 0. Vastupidine iildiselt ei kehti:
kovariatsioon voib olla 0 ka siis, kui juhuslikud suurused on soltuvad.

Naiited: (mittekorreleeritud kuid s6ltuvad juhuslikud suurused)

1. Olgu (X,Y) jaotustabel jargmine:

(AX [ 1[0]1]
0 31013
1 0 3]0

Veendu, et X ja Y on soltuvad, E(XY) =0 ja EX = 0. Seega cov(X,Y) = 0.
2. Olgu (X,Y) iihtlase jaotusega ringil raadiusega R, st iihistihedus on

L, kui 22 4+ y% < R,
— TR2 . )
f(@y) { 0, mujal.

Veendu, et EX = FY = EXY =0, kuid X ja Y pole soltumatud.

(3.15)

Definitsioon 3.4.3 Juhusliku vektori X = (X1, ..., Xx) keskvddrtus on vektor
EX;
BX — EXo

EX;
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Juhusliku vektori X = (X1,..., Xy) kovariatsioonimaatriks on maatriks

D(Xl) COV(Xl,XQ) COV(Xl,Xg) COV(Xl,Xk)
cov(Xag, X7) D(X5) cov(Xo, X3) -+ cov(Xa, X)
COV(X3,X1) COV(Xg,XQ) D(Xg) COV(Xg,Xk)
COV(Xk,Xl) COV(Xk,XQ) COV(Xk,Xg) s D(Xk)
Juhusliku vektori X = (X1,..., X}) korrelatsioonimaatriks on maatriks
1 p(leXQ) p(X17X3) p(Xlan)
(X27X1) 1 P(X27X3) IO(X21X]€)
(Xs, X1) (Xs, Xs) 1 e p(Xs, Xi)
(le X1) (ka X2) p(Xg, X3) - 1

Seega kovariatsioonimaatriksi (korrelatsioonimaatriksi) i-nda rea ja j-nda veeru element on
cov(Xi, X;) (p(Xi, X;)). Neil maatrikseil on jargmised omadused:

1. Kovariatsioonimaatriks ja korrelatsioonimaatriks on siimmeetrilised.

2. Kui vektori (Xi,...,Xx) komponendid on soltumatud, on kovariatsioonimaatriks diago-
naalmaatriks ja korrelatsioonimatriks iihikmaatriks.

3. Kui ¥ on vektori (X7, ..., X)) kovariatsioonimaatriks ja
ay
a2
a =
Qg

on suvaline k-dimensionaalne juhuslik vektor, siis

D(Xl) COV(Xl,XQ) COV(Xl,Xk) aq
WTa = (ar,...,qp) | KX D) oovXe Xi) | | a2
cov(Xg, X1) cov(Xk,X3) e D(Xk) ag

kE k
ZZ a;ajcov(X;, Xj) = D(a X1 + -+ - + ap Xy) > 0.

Siin viimane vordus tuleb kovariatsiooni omadustest 5 ja 8 [millest cov(a;X;,a;X;) =
a;ajcov(X;, X;)|. Seega kovariatsioonimaatriks on positiivselt poolméératud.

Naiide: (juhusliku vektori kovariatsioonimaatriks)

Olgu juhusliku vektori (X, Y") jaotustabel

X\ [of1[2)]
0 | Z1L]2
9 3 | 4

1 [ 515]0
2 [ ]0]0

—_
—_
w



Eelpool leidsime, et X ~ B(2,1), Y ~ B(2,1) ja

2 2
BXY) =Ny = g

i=0 j=0
Seega X = % = % ja FY = % = 1, millest
1 1 1
cov(X,Y)=FE(XY)—-EXEY = — - =——.
6 3 3
Samuti DX = %% = 15—8 ning DY = % Selle vektori keskvéartus ja kovariatsioonimaatriks on
jarelikult

<1> <5 7
3 ; 18 3
Ja 1 1 >
1 -3 2

Leiame D(X —Y). Selleks kasutame kovariatsioonimaatriksit:

& -3 1 5 1,1 1 13
DX-Y)=(,-1)( § 3 = 4ot =—.
( )= )( ; ;><—1> 3 337270

3

3.5 Mitmemootmeline normaaljaotus

Definitsioon 3.5.1 Juhuslik vektor X = (X1,..., X)) on mitmemootmelise normaaljaotu-
sega kui tema tihedusfunktsioon on kujul
1 1 _
flz) = xp[—(x — )27 @ — )],

—e
V2R |3 Py

kus x = (z1,...,x)) € R* 1€ R* ja X on k x k siimmeetriline positiivsel poolmddratud maatriks.
Vektor p ja maatriks 3 on mitmemootmelise normaaljaotuse parameetrid ja nende parameetritega
mitmemootmelist normaaljaotust tihistatakse N (p, ).

Naiide: (kahemootmeline normaaljaotus) Vaatleme kahemootmelist juhtu. Olgu p = (1, p2)
ja
S = ( % Tay ) .
Owy O,

1 p
2 . _
2—1 . 1 0y —Ozy - 1 o2 oz0y
T 0252 _ 52 iy o2 T 12| —=2 L )
Uxay ny zry x 1Y Oz0y o

kus p = C;%yy— Seega kahemodtmelise normaaljaotuse tihedusfunktsioon on

Siis

1 1 — 2 9 _ _ _ 2
flz,y) = _exp [_2 ' ((ﬁﬂ 51) 2w =)y —p2) 52) ) |
2mozoyy/ 1 —p (1—p?) oz 020y o2

(3.16)
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Mitmemootmelise normaaljaotuse omadused. Olgu (Xy,..., X;) ~ N(u, X), kus

2
o1 012 -+ 01k
2
2
Okl Ok2 -+ Of

Kehtivad jargmised omadused:

1. X; ~ N(ui,o0;) (keskvidrtusega p; ja dispersiooniga af normaaljaotus). Seega vektor p on
mitmemdootmelise normaaljaotusega juhusliku vektori keskvaartus (miks?)

2. Maatriks ¥ on vektori (X1, ..., X}) kovariatsioonimaatriks. Seega o;; = cov(X;, X;) ja p
valemis (3.16) on korrelatsioonikordaja.

3. Kui ¥ on diagonaalmaatriks, siis avaldub tihedus f(x1,...,z;) marginaaltiheduste kor-
rutisena (veendu selles). Seega, kui ¥ on diagonaalmaatriks (kovariatsioonid on 0), on
juhuslikud suuruse X1, ..., X on soltumatud. Teisest kiiljest, kui X7, ..., X on soltuma-
tud normaaljaotusega (mitte ilmtingimata samade parameetritega) juhuslikud suurused,
on nende iihistihedus marginaaltiheduste korrutis. See aga, nagu just veendusime, on mit-
memootmelise normaaljaotuse tihedus. Seega

(a) Soéltumatud normaaljaotusega juhuslikud suurused moodustvad mitmemootmelise nor-
maaljaotusega vektori (kovariatsioonimaatriks on diagonaalne);

(b) mitmemootmelise normaaljaotuse komponendid on séltumatud parajasti siis, kui nen-
de kovariatsioon on 0.

4. Olgu D [ x k-maatriks astakuga [ < k ning olgu Y = (Y7,...,Y]) juhuslik vektor, mis on
saadud vektorist X maatriksiga D korrutamisel, st Y = X'D. Siis Y ~ N(uD,D'¥D).
Sellest jareldub muuhulgas:

(a) Suvalise vektori d = (dy,...,d;) € R korral lineaarkombinatsioon di X7 + - - - dip Xy
on normaaljaotusega keskvaartusega pu'd = u1dy + - - - + prdy ja dispersiooniga d'¥d
(miks?).

(b) Suvalise alamhulga {i1,...,%4;} C {1,...,k} korral vektor (X;,,...,Xj, ) on ka mitme-
mootmelise normaaljaotusega (miks?). Naiteks kui vektor (X,Y") on kahemootmelise
normaaljaotusega, siis juhuslikud suurused X —Y, X +Y, 3X — %Y on normaaljao-
tusega.

NB! Ulaltoodud omadused kehtivad vaid mitmemdotmelise normaaljaotuse korral. Seega, kui X
ja Y on normaaljaotusega, ei jareldu sellest, et a X + bY on normaaljaotusega . Samuti, teades,

et cov(X,Y) = 0 ei jareldu sellest, et X ja Y on soltumatud . Toodud véited jarelduvad vaid
siis, kui on teada, et (X,Y) on kahemootmelise normaaljaotusega.

Kontranaiide: Olgu Z ~ N(0,1), R ~ B(1, %)—jaotusega juhuslik suurus, Z, R olgu soltumatud.
Defineerime juhusliku vektori (X,Y") jargmiselt

[ (2.2), kuiR=1;
(X’Y)—{ (Z,-7), kui R=0.
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Veendu, et X ~ N(0,1) jaY ~ N(0,1). Veendu, et P(X —Y = 0) = 0.5, seega X — Y pole
normaaljaotusega. Pole raske néidata, et EXY = 0. Seega cov(X,Y) = 0. Veendu, et X ja Y
pole soltumatud. Vektor (X,Y") pole pidev juhuslik vektor (miks?), mistottu ei saa ta olla kahe-
mootmelise normaaljaotusega.
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